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MATEMATICKE OSNOVE RACUNARSTVA
— apstrakt —

Postoji nekoliko apstraktnih ali kljuénih pitanja od interesa u oblasti racunar-
stva. Ova pitanja su apstraktna utoliko sto se ne odnose na konkretne programske
implementacije, niti na odredene aparature — ra¢unarske instalacije pomocu kojih se
vrse konkretna izracunavanja. Teorije u okviru kojih se ona raspravljaju pripadaju
osnovama racunarstva, dok su sama pitanja zapravo matematickog karaktera. U
ovom predavanju pokusacu da predstavim nekoliko pitanja iz ove oblasti 1 da objas-
nim zasto su ona vazna za teoriju i praksu racunarstva:

Pojam efektivne izracéunljivosts. Ovaj pojam se raspravlja u okviru teorije efek-
tivne (ili formalne) izra¢unljivosti. Glavno mesto ove teorije jeste pojam algoritma
ili efektivnog postupka. Ova teorija daje opis izracunljivih (algoritamski resivih)
problema, ali i kriterijume pomocu kojih mozemo dokazati da neki zadatak nema
algoritamsko resenje. Na primer, u okviru ove teorije dokazuje se da ne postoji
efektivni postupak pomocu kojeg bi se eliminisale ”beskonacéne petlje” u konkret-
nim racunarskim programima. Postoji viSe sistema izracunljivosti u okviru kojih se
raspravlja pojam algoritma. Neki od ovih sistema su: Sistem rekurzivnih funkcija

(K. Godel), Turingove masine (A. Turing), A-racun (A. Church).

Slozenost algoritama. Racunanje prema datom algoritmu sastoji se iz kona-
¢nog niza racunski elementarnih koraka. Za slozenost datog algoritma mozemo uzeti,
na primer, duzinu ovog niza. S druge strane, jedan zadatak moze se resiti pomocu
vise razlicitih algoritama, 1 u tome nas zanimaju algoritmi najmanje slozenosti.
Najpoznatiji primer ove vrste je ”Osnovni problem teorijskog racunarstva: P =
NP”. Pozitivno resenje ovog problema iznelo bi efikasnije algoritme u mnogim
oblastima matematike od velikog interesa u praktiénim primenama.

Tesko 1zracunljive problems. Poznati algoritmi za resavanje odredenih zadataka
mogu imati veliku slozenost, na primer, moze biti da je potrebno eksponencijalno
vreme za njegovo izvrsenje u odnosu na velicinu ulaznog podatka. Ipak, za neke
od ovih zadataka nije iskljuceno da postoje algoritmi manje slozenosti (resivost u
polinomnom vremenu). Najpoznatiji primer ove vrste je 3-SAT problem (Cook).
Ovaj problem je univerzalnog karaktera s obzirom da je NP-kompletan, tj. njegovo
efikasno resenje dovelo bi do efikasnijih resenja ¢itave klase problema i istovremeno
resilo bi problem P=NP. Posebno su zanimljive efikasno izracunljive funkcije (prob-
lemi) za koje su poznati postupci izracunavanja inverznih funkcija veoma slozeni
ukoliko nisu poznati odredeni parametri ("kljucevi”). Tipican zadatak ove vrste je
izracunavanje proizvoda dva prirodna broja (sa veéim brojem cifara, na primer 100),
1 njemu inverzan problem faktorizacije prirodnih brojeva. Teorija ovakvih problema
nasla je velike primene u teoriji kodiranja (zastite podataka), u takozvanim krip-
toloskim sistemima sa javnim kljucem.

Korektnost 1 semantika programa. Kako mozemo dokazati da je neki ra¢unar-
ski program korektan, tj. da zaista izracunava funkciju za koju je dizajniran? U tu
svrhu razvijaju se formalni sistemi zasnovani na idejama teorije dokaza, u kojima
je bar za neke klase programa ovaj zadatak resiv. S druge strane dobro defini-
sana semantika 1 njeno postovanje u implementaciji, obezbeduje istovetne rezultate
izracunavanja, nezavisno od programske implementacije 1 programske platforme.
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Po strani od glavne tradicije srednjovekovne logike nalazio se Ramon Lull (1232-1315) koji je smislio
kombinatorni sistem elementarnih pojmova i formalni metod, nazvan ars universalis. Lull je predlozio
svoj sistem za teoloska dokazivanja hriS¢anskih dogmi. Ovaj izbor elementarnih pojmova nije bio takav
da bi se metoda ucinila posebno plodnom. Ipak, osnovna ideja Lullieve kombinatorike imala je ¢ara na
kasnije generacije. Na primer, po svoj prilici uticala je na Leibnizov pokusaj da stvori univerzalni jezik
nauke - characteristica universalis. Lull je takode projektovao i napravio ra¢unsku masinu koja se
sastojala od rotirajucih diskova postavljenih jedan iznad drugog. Ovom masinom mogao se izvrSavati
simbolic¢ki racun iz njegovog sistema: " Poduhvat kojim je moZda zasluZio pravo da se nazove ocem
kompjuterskog programiranja". (Historija logike, Zagreb, 1970, ed. A.N. Prior, glava Srednjovjekovna
logika, Ernest A. Moody, profesor na UCLA, istaknuti stru¢njak za srednjovekovnu logiku).

Ramon Lull (1232-1315) filozof, teolog, alhemista i logicar iz
Katalonije. Bavio se misionarstvom u arapskim zemljama,
gde je 1 poginuo od kamenovanja u jednoj takvoj misiji.
Glavna delo: Ars Magna u xojeMm je izneo principe svojeg
formalnog sistema i nacin rada svoje racunske masine Ars
Generalis Ultima. Delo je napisao u ime odbrane hriS¢anstva,
pre svega od ucenja Abu-Al-Walid Muhammad Ibn-Ahmad
Ibn-Rushd (1126-1198)-Averosa. Naime, Arabljani su imali
dva standarda istine, teoloski i filozofski: ono $to je netacno u
filozofiji (logici) moze biti istinito u teologiji. Ramon je
zastupao potpuno suprotno misljenje, da nema razlike izmedu
filozofije i teologije, izmedu rezonovanja i verovanja. Otuda
se po Ramonu i najveée misterije mogu dokazati logickim
sredstvima, dakle 1 njegovom njegovom Ars Magna.
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ALGORITMI

Primeri algoritama:

Sabiranje i mnozenje prirodnih brojeva.

Euklidov algoritam za odredivanje najveceg zajednickog delioca dva prirodna broja.
Odredivanje n-te decimale broja =.

Diferenciranje elementarnih funkcija.

Resavanje pojedinih klasa diferencijalnih jednacina.

Resavanje pomocu radikala algebarskih jednacina drugog, tre¢eg i1 Cetvrtog stepena.
Resavanje sistema linearnih jednac¢ina (Gausov postupak).

Geometrijske konstrukcije uz pomoc¢ lenjira i Sestara.

Generisanje pseudoslucajnih brojeva.

Postupci za utvrdivanje tautologicnosti iskaznih formula.
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Primeri matematickih zadataka koji nisu algoritamski resivi:

Niti za jedan od slede¢ih primera ne postoji univerzalan i efektivan postupak kojim bi se resio
proizvoljan zadatak iz navedene klase.

1. ReSavanje algebarskih diofantovskih jednacina (J. Matijasevic; Deseti Hilbertov problem).

2. Utvrdivanje istinitosti u strukturi prirodnih brojeva N aritmetickih iskaza predstavljivih u
predikatskom ra¢unu prvog reda (K. Gedel; Drugi Hilbertov problem).

3. Utvrdivanje da li se program napisan u programskom jeziku C za proizvoljne ulazne podatke
zaustavlja posle kona¢no mnogo koraka (Halting problem).

Osobine koje procedure izvesnog algoritamskog sistema moraju posedovati:

1. Svaki algoritam dat je konacnim nizom instrukcija.

2. Postoji racunsko sredstvo koje interpretira i izvodi instrukcije algoritma.

3. Izraunavanje prema datom algoritmu je diskretne prirode, dakle izvodi se korak po korak i bez

koris¢enja neprekidnih metoda ili analognih sredstava.

4. Postoji memorijski prostor u kojem se ¢uvaju, privremeno ili stalno, svi podaci koji se javljaju

prilikom izraCunavanja.

5. Izraunavanje prema datom algoritmu je determinisano, tj. izvodi se bez kori$éenja slucajnih
metoda ili sredstava. Dakle, ponovljene primene algoritma na iste ulazne veliine proizvode iste
izlazne veliCine.

6. Nema ogranicenja na veli¢inu ulaznih podataka, broj instrukcija, veli¢inu memorije, kao ni duzinu
racuna koji se izvodi za konkretne ulazne podatke.

7. Algoritam ne mora proizvesti rezultat za sve ulaze. Dakle, moguce je da se za odredene ulazne
podatke izraCunavnje prema nekom algoritmu nikada ne zavrsi.

8. U odredenom smislu postoji granica u moguc¢nostima racunskih sredstava: postoji univerzalan
algoritam koji simulira izratunavanje po svakom drugom algoritmu.

9. Algoritama i objekata na kojima se algoritmi izvode ima prebrojivo mnogo, ali ne 1 vise.

10. Algoritmi, ulazni i izlazni simboli mogu se efektivno kodirati u skupu prirodnih brojeva.



Algoritamski sistem

Algoritamski sistem je formalan sistem S u okviru kojeg se matematickim sredstvima definiSe pojam
efektivne izracunljivosti, odnosno pojam algoritma. Sistemom S definiSe se skup artmetickih funkcija
Fs={f|f:N—N}

e Zafunkcije iz Fs kaZemo da su S-izraCunljive.

e Ako aritmeticka funkcija f ne pripada Fg kazemo da f nije S-izracunljiva.

e Neka je X podskup skupa prirodnih brojeva V.
Ako je karakteristi¢na funkcija kx skupa X S-izracunljiva, kazemo da je X S-izracunljiv skup.
Ako je X skup vrednosti neke S-izrac¢unljive funkcije, onda je skup X S-nabrojiv
(semiizracunljiv).

e Ako se nekom matematickom zadatku M moze nekako pridruziti S-izracunljiva funkcija koja taj
zadatak reSava, kaZzemo da je zadatak M algoritamski reSiv u S. Ako to nije moguce, kazemo da je
M algoritamski nereSiv u sistemu S.

Pitanje 1. Da li je moguce govoriti o algoritamskoj reSivosti matematic¢kih zadataka koji nisu
aritmetickog karaktera?

Pitanje 2. Da li algoritamska reSivost zadatka M zavisi od izbora algoritamskog sistema, tj. da li je
moguce da je M resiv u sistemu izracunljivosti S, alineiu.§?

Pitanje 3. Da li ima neizracunljivih aritmetickih funkcija?
Pitanje 4. Da li postoji skup X koji je S-nabrojiv, aline i S-izracunljiv?

Pitanje 5. Da li postoji matemacka formulacija izracunljivosti?



1. Resavanju prvog pitanja moze se pristupiti na dva nacina:
a. Da se dopusti formulacija sistema izra¢unljivosti na sirim domenima, recimo na
recima nekog formalnog jezika.
b. Da se domen podataka D na koje se odnosi zadatak M kodira u skupu N, tj.

pronadje 1-1 preslikavanje f: D — N.

Prvi pristup popularniji je medu racunarcima, drugi medju matematicarima
koje uglavnom zanima opsta teorija izracunljivosti. Drugi naziv za kodiranje je
gedelizacija prema Gedelu koji je prvi primenio ovu ideju u matematici tridesetih
godina 20.v.

Primer 1. (Kantorova funkcija nabrajanja) Funkcija f(m,n) = ( +2 + ) +m

kodira parove prirodnih brojeva.

Primer 2. (Gedelovo kodiranje) Ako su kodovi osnovnih simbola aritmetike i logike:

1 vV =

0 =
1 8 9 10 11 20+:

EVEVAN

+ - = AV
3 4 5 6 7
tada je kod neke aritmeticke formule ¢ = 515953 ... 55
[p] = 2ls113ls2150ss] ---PIESH
2,3,5, ... px je miz prostih brojeva.
[v; < wve = Fug v + vy = vg] = 2213252277117 ... 31%2

2. Na problem postavljen u drugom pitanju odnosi se Cercova teza. Odgovor je: ne
2aV181.

3. Algoritam je konacan niz instrukcija. Instrukcija je konacan niz simbola iz
najvise prebrojivog skupa. Dakle, S-izracunljivih funkcija ima najvise prebrojivo
mnogo. S druge strane, aritmetickih funkecija ima kontinuum mnogo, dakle najveci
broj aritmetickih funkcija je neizracunljiv.

4. Odgovor je: postoji skup koji je S-nabrojiv ali nije S-izracunljiv.

Primer 1. X= {[¢]: ¢ je teorema Peanove aritmetike}

Primer 2. Drugi primer zanimljiv je za racunarstvo i povezan je sa halting proble-
mom. Izracunljivih funkeija ima prebrojivo mnogo, neka su to fo, f1, f2,.... Takodje
postoji univerzalan algoritam, tj. funkcija g(m,n) takva da je za sve m,n € N,
g(m,n) = f,(n). Neka f,,(n)] znaci "funckija f,, za ulaz (argument) n u konacno
mnogo koraka daje neki izlaz”. Neka je K={n:g(n,n)l}. Tada je skup K nabrojiv
ali ne 1 izracunljiv:

Pretpostaviom suprotno, da je karakteristicna funkcija k& skupa K izracunljiva.
Tada je to i funkcija h definisana pomoéu: h(n)=1 ako k(n) = 01 h(n)1 ako k(n)=1;

h nalazi u nizu f,, te za neki e, h = f.. Tada



eeK = g(e,e)l= h(e)l= h(e)=1=k(e)=0= e ¢ K,

e = g(e,e)t = h(e)t = k(e)=1 = e€ K,

kontradikeija (dijagonalni metod).
5. Sledeéi primeri formalnih algoritamskih sistema daju odgovor na 5. pitanje:
Sistemi 1zrac¢unljivosti
Teorija rekurzivnih funkcja R (K. Godel, J. Herbrand, S. Kleene, 1930,1936).
Sistem Turingovih masina 7 (A. Turing, 1936).
A-ra¢un (A. Church, 1936).
Funkcije definisane kanonskim deduktivnim sistemom (E. Post, 1943).
Algoritmi na konacnim alfabetima (A.A. Markov, 1951).

URM: Sitem neogranic¢enih registarskih masina (Shepherdson, Sturgis, 1963).
7. Programski jezici: FORTRAN, Pascal, LISP, C, ...

Emil Post (1944): 7 Zaista, ukoliko je opsta teorija rekurzivnih funkcija formalni

AN

ekvivalent efektivne izracunlyivosts, onda ova teorija w istoriyi kombinatorne matema-
tike 1ma mesto odmah iza poyma prirodnog broja”.

Svaki od navedenih sistema ima opste osobine (1)-(10). Takodje, svaki od ovih
sistema S definiSe jednu klasu aritmetickih funkeija Fg:

Fr= skup opste rekurzivnih funkcija.

Fr= skup Turing-izracunljivih funkecija.

Fr= skup A-izrac¢unljivih funkcija, ...

Klju¢ne teoreme:

1. Fr = Fr (A. Turing)

2. Fx = Fr (A. Church, 1936), ...

Svaki novi formalni algoritamski sistem definisao je uvek isti skup izracunljivih
funkcija, Fr, ili podskup od Fr, sto ide u prilog sledeéih (nedokazivih) hipoteza:
Prva Ceréova teza: Klasa intuitivno izracunljivih aritmetickih funkcija poklapa se
sa Fr.

Algoritamski sistem S daje zapravo jedno efektivno nabrajanje S-izracunljivih
funkcija. Na primer,

Ir = {fo, f1, f2,...), niz R-izra¢unljivih funkcija,

Z1 = {90, 91,92, - - - ), niz T-izra¢unljivih funkcija,

Zx = (ho, h1, ha,...), niz A-izracunljivih funkcija.

Znamo da je Fr = Fr = F), ali znamo 1 da je

Ir #Ir # Ix # I7.

Pitanje Da li postoji neka odredjenija veza izmedju ovih nizova aritmetickih
funkcija?

Indeks n u potpunosti odredjuje osobine funkcije f,, u sistemu izracunljivosti R;
izmedju ostalog iz broja n moze se rekonstruisati zapis algoritma (skup instrukcija)



u sistemu R koji izracunava funkciju f,,. Otuda se indeks n naziva kédom funkcije
fn-

Klju¢ne teoreme

1. Postoji izracunljiva funkcija ¢ tako da gn = fo(n),
2. Postoji 1zracunljiva funkcija ¥ tako da hy = fycny, .-

Druga Cercova teza: Za bilo koji formalan ili neformalan sistem izracunljivosti
S 1ma uniformna 1 efektiona procedura 6 kojom se svaki skup instrukciya P za 1zra-
éunavange aritmeticke funkeije f u S prevodi u odgovarajuér sistem instrukcyja 6P za
izraéunavange funkcije f w standardnom sistemu R (mozemo uzeti da je f = fop).

Posledice formalizacije pojma algoritma

1. Izborom algoritamskog sistema, algoritam vise nije neodredjen pojam, veé postaje
precizan isto toliko kao 1 pojam realnog broja, ili pojam bilo koje druge matemati-
cke strukture. Izmedju ostalog, to znaci da se moze koristiti matematicki aparat u
izuéavanju osobina ovog pojma. Drugim reéima, mogu se dokazivati teoreme koje
se odnose na algoritme, a to 1 ¢ini teoriju formalne izracunljivosti.

2. Naravno, 1 pre Gedela matematicari su imali dosta jasnu predstavu o tome Sta
to znaci da je neki matematicki zadatak efektivno resiv. U tu svrhu, dovoljno je
bilo da se navede bilo kakav efektivan postupak koji uz pomo¢ nekih matematickih
formula u kona¢no mnogo racunskih koraka dovodi do resenja. Problem je nastajao
kada je trebalo utvrditi da izabrani zadatak nema efektivnog resenja. U tom sluéaju
trebalo je dokazati matematickim sredstvima da odgovarajuci algoritam ne postoji,
a to se nije moglo uraditi bez formalne definicije algoritma. Takav je slucaj, na
primer, sa pomenutim Desetim Hilbertovim problemom u kojem se postavlja prob-
lem efektivne (algoritamske) resivosti Diofantovskih jednacina. S obzirom da ovaj
problem ima negativno resenje, on se nije ni mogao reSiti pre pojave nove disci-
pline — teorije formalne izracunljivosti 1 preciziranja pojma algoritma. To uostalom
pokazuje Matijasevicevo reSenje ovog problema iz 1970.

3. Dokaz da odredjen zadatak P nije algoritamski resiv, svodi se na dokaz da
pridruzena aritmeticka funkcija fp ne pripada Fr. Ipak, u praksi dokazi ove vrste u
ogromnoj veéini slucajeva idu nesto drugacijim putem, redukcijom na veé¢ spomenuti
halting problem (HP), prateéi sledeéi obrazac: Pretpostavi se da je P algoritam-
ski resiv, 1 ukoliko se kao posledica dobije da je HP resiv, imamo kontradikciju;
dakle P nije algoritamski resiv. Zato je HP kanonski primer algoritamski neresivog
problema, a jasno je da se HP ne moze formulisati van nekog formalnog sistema
izracunljivosti S. Podsetimo se da HP za sistem S ima jednostavnu formulaciju:

HP: fn(n)i, FS:{fbvflvf?v"'}'

Novi primeri algoritamski neresivih problema:

Problem algebarskih identiteta (problem reci) u teoriji grupa (Novikov 1955).
Ako je uy=v1,... ,u,=v, konacan skup grupnih identiteta (primer: a*bc®*=bec™1a),
da i je identitet u=v posledica zakona teorije grupa i jednakosnih zakona.



Problem homeomorfizma. Na osnovu dve efektivno date triangulacije dveju
cetvoro-dimenzionalnih povrsi utvrditi da li su te povrsi homeomorfne.

Zasnivanje matematike. Pojam rekurzivne funkcije imao je kljuéno mesto u
razvoju matematicke logike 1 zasnivanju matematike. Najvazniji rezultati logike su:

a. Uvodjenje preciznog simbolickog jezika u ¢ijem okviru se svi iskazi 1 dokazi
matematike mogu manifestovati,

b. Da nema univerzalnog algoritma pomocéu kojeg bi se za proizvoljan iskaz ovog
simbolickog jezika utvrdila istinitost (dokazivost) iskaza.

Potraga za reSenjem ovih zadataka datira iz mnogo ranijih vremena: setimo se
Ars Magne Ramona Lullia 1 istaknimo Leibnitzovo traganje za univerzalnim sim-
bolickim jezikom nauke (characteristica universalis) i za univerzalnom metodom
(calculus ratiocinator) pomoéu koje bi se manipulisalo iskazimo njegovog jezika i na
taj nacin izvodila znacenja i medjusobne relacije iskaza.

Prvi rezultat — otkrice simbolickog jezika pojavio se ve¢ u 19. 1 na pocetku 20.
veka u radovima Boola, Fregea, Russela 1 Whiteheada. U svojoj ¢uvenoj Principia
mathematica (1910) Russel i Whitehead su predstavili znacajan deo matematike u
takvom preciznom simbolickom ruhu. Matematicari su poceli potragu za univerzal-
nom procedurom koja ¢e omoguéiti da utvrdjuju istinitost iskaza u takvom simboli-
ckom jeziku. Tokom 1920-tih veliki broj matematicara bio je aktivan u tom traganju.
David Hilbert je postavio svoj ¢uveni program kojim bi se iz matematike u krajnjoj
instanci odstranila neodredjenost 1 nepotpunost. Ucinjen je delimican napredak k
tom cilju 1 neki su smatrali da je uspeh neminovan. I tada je Godel u svom epo-
halnom radu Uber formal unentstcheidbare Satze der Principia Mathematica und
verwandter Systems, Monatshefte fur Mathematik und Physik, 1931, pokazao da
takve procedure nema i usput postavio temelje teorije rekurzivnih funkcija.

Raéunarstvo. Izborom sistema izracunljivosti S fiksiran je niz aritmetickih
funkeija go, 91,92, ... 1zracunljivih u S. Za Sistem S mozemo pretpostaviti da je
neki od standardnih programskih jezika.

Pitanje. Kako ¢emo dokazati da S zaista predstavlja univerzalan sistem izracunlji-
vosti, tj. da je Fs = Fr? Zadatak za savremene jezike nije tezak, dovoljno je
da se u § simulira, na primer, sistem Turingovih masina. Ima programskih jezika
koji zapravo predstavljaju samo drugu formu nekog od poznatih algoritamskih sis-
tema. Najpoznatiji primer ove vrste je LISP, koji predstavlja jednu implementaciju
Ceréovog A-racuna. Ima i drugih jezika, uzmimo ML u kojem, na primer, postoji
dokazivac za ZF sistem teorije skupova.

Cercove teze. Prema Prvoj Cercovoj tezi za svaki neformalni efektivan postupak
moZe se u principu napisati program u S. Sirenjem programskog jezika S i dodava-
njem bilo kojeg broja "opcija”, ne menja se polazni skup izracunljivih funkecija Fg.
Prema drugoj Ceréovoj tezi za bilo koja dva programska jezika postoji algoritamski
prelaz iz niza (indeksa) aritmetickih funkcija jednog sistema u drugi. Drugim recima,



principijelno za bilo koja dva programska jezika postoji kroskompajler - program koji
prevodi programe iz prvog u drugi jezik.
Neresivi problemi:

Problem da li je (ili nije) g, konstantna funkcija.

Problem da 1i je g, totalna funkcija.

Problem da li je za date x,y, z, g.(y) = =.

Problem da li su za date z,y, g, 1 g, iste funkcije. Drugim recima, nema
algoritma kojim bi se za proizvoljne programe P i ) sistema S moglo utvrditi
dali P 1 () predstavljaju zapis iste funkcije.

e. Nema efektivnog postupka kojim bi se proizvoljna parcijalna izracunljiva fun-
kcija dopunila do totalne (tj. sa domenom N) izracunljive funkcije. Drugim

o TP

re¢ima nema algoritma pomocéu kojeg bi se iz proizvoljnog programa sistema S
eliminisale sve "beskonacne petlje”.

Napomena. Ako je f aritmeticka izracunljiva funkcija, f je parcijalna ako je
X = dom(f) C N. Ipak, ako jein € N\X dopustamo zapis f(x), i tada kazemo
da f divergira u , sto zapisujemo f(z)T. Ideja ove notacije je da se f zapravo
izracunava u z, s tim da se proces izracunavanja nikad ne zaustavlja. To odgovara
realnim situacijama kada se za neke ulazne podatke dati program P "zaglavi” u
izracunavanju. Tada ¢esto kazemo da P ima "bug”. Prema prethodnom primeru,
nema univerzalnog algoritma za otklanjanje "bagova”. Ovde vidimo da se kon-
cept funkcije donekle razlikuje od opsteprihvaéene predstave zasnovanoj na Kan-
torovoj teoriji skupova, da je funkcija zapravo skup uredjenih parova (argumenata
i vrednosti). Naravno, svaka izracunljiva funkcija moze se smatrati kao skup ured-
jenih parova u prethodnom smislu. Problem je u tome sto f moze biti parcijalno
izracunljiva, dok njen graf, domen i kodomen ne moraju biti izracunljivi (rekurzivni)
skupovi.

Rekurzivne funkcije

Izracunljive funkcije imaju ”algebarski opis”, tj. klasa ovih funkcija moze se
dobiti koristeéi odredjene operacije nad aritmetickim funkcijama, polazeéi od nekih
jednostavnih funkcija. Pod aritmetickom funkcijom podrazumevamo svaku funkciju
f: X = N, gde X C N,

Simbol =. Ako su f(x) i g(x) aritmeticke funkeije, onda f(x) = g(«) znaci da je
vrednost f(x) definisana ako i samo ako je definisana vrednost g(x), i ako je f(x)

definisano, onda f(x) = g(x).

Supstitucija. Neka su g(y), hi(x), ..., hn(x), x,y € N (ovde, x = &1,... , 2y,
Y = Y1,...,Yn), aritmeticke funkcije. Funkcija f dobijena je supstitucijom iz fun-
kcija g, hy, ..., hy akko za sve x vazi

f(X) = g(hl(X), e 7hn(X))



Primitivna rekurzija sa parametrima. Funkeija f dobijena je primitivhom rekurzijom
iz funkcija g 1 h ako

f(x,0) = g(x)

g(x
fxy+1) = h(x,

Primitivna rekurzija bez parametara. Funkcija f dobijena je primitivnom rekurzijom
iz. konstante a € N i funkcije h ako: f(0) =a, f(y + 1) = h(y, f(y)).

Minimizacija. Funkeija f dobijena je minimizacijom iz funkcije g ako za sve x,
X =121,...,%Lm_1, Vazl:

f(x) = najmanji y takav da (Vz < y)(g(x,2)) A g(x,y) =0)

X=T1,...Tm-1

y, f(x,9)).

12

Tada pisemo f(x) = uy(g(x,y) = 0).
Klasa svih parcijalno rekurzivnih (p.r.) funkcija je presek svih klasa A parcijal-
nih aritmetickih funkcija takvih da:

1. A sadrzi konstantne, funkciju naslednik s:@ — x + 1, 1 projekcijske funkeije
Uli(@1,... ,2q) — x4,
2. A je zatvorena za operacije supstitucije, primitivne rekurzije 1 minimizacije.
- p.r. funkcija f je totalna ako za sve x€ N, f(x)|. Za totalnu p.r. funkciju
kazemo da je opste rekurzivna.
- Funkcija f je primitiono rekurzivna ako se dobija primenom samo operacija
substitucije 1 rekurzije polazeéi od naslednik 1 projekcijskih funkeija.

Primer: 1. Polinomi sa koeficijentima u N i eksponencijalne funkcije (27,37,...)
su primitivno rekurzivne

2. Niz prostih brojeva 2,3,5,7,11,... je primitivno rekurzivna funkcija.

3. Akermanova funkcija a(n) je primer opste rekurzivne funkcije koja nije primitivno
rekurzivna. Funkeija a(n) raste brze od bilo koje primitivno rekurzivne funkcije f:

a>f: (3m)(Vn>m) a(n) > f(n)

as=n?nd,. .20 3n 22" 3 L

a(x) = Az, z,x), gde je A, (x,y) = A(z,z,y) it

A0, 2,y) =y + o, A(l,z,y) =y -2, A2,z,y) =y, ...
Alz+ 1, 2,y) = A (y, A (y, ... A (y,y) ...)) (x — 1 puta).

4. Izracunljive funkcije iz prakse ogranicene su hipereksponencijalnom funkecijom:

f<n"



