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Desanka Radunovic — NUMERICKE METODE

Aproksimacija

Srednjekvadratna aproksimacija
Metoda najmanjih kvadrata
Fourier-ova analiza

TalasiCi

Ravnomerna aproksimacija
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Aproksimacija u HILBERTOVOM prostoru

norma |||l = /(£ f). rastojanje  [|f — gl =(f—g, f —9)
n
Element najbolje aproksimacije Qo= >, ¢ gi
i=1
5 n 2 n n
(En(D) ==Y Sa| =(r-D. S0, - a
=1 1=1 1=1

POSTOQOJI, jer je prostor linearan i normiran,

JEDINSTVEN JE, jer je prostor strogo normiran



o EN=1-Ql = (- @=0 Y@=} cs

Kako odrediti element najbolje aproksimacije za f ?

n

Q=g;, (f—Qo, g;)=0, > ¢ (gi95) = (frg5)| i=1,...,n,

1=1

(95> 95) = 6ij, ¢t =(f. 95)

n

Qo= (f9) g,  (Ba(D)?=Ff = Qoll>= 1117 = > I(£, 90
1=1

1=1

Bessel-ova nejednakost, Parseval-ova jednakost (n = o0)
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¢ Lagrange-ova interpolacija funkcije sa cvorovima

ravnomerno rasporedjenim, CebiSev-ljevim



Interpolacija funkcije

14
12

10F

Hermite-ovim polinomom (2, 3, 2, 1, 1), kubnim splajnom
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Srednjekvadratna aproksimacija funkcije polinomom osmog stepena

sa teZzinskom funkcijom p(z) = 1, sa tezinskom funkcijom p(z) = 192,



SREDNJEKVADRATNA aproksimacija (c,)

skalarni proizvod (f, g) = «w@@v f(zx) g(x) dz, p(x) >0

b
norma 1£12 = [ p(a) (£(2))? da

@
(En(H)? =11 - Qoll® =inf \ %:37@@%%



¢ Procena broja stanovnika SAD godine 2000. odredena diskretnom varijantom

srednjekvadratne aproksimacije

Linear polynomial approximation Cubic polynomial approximation
300 300
e predicted value v e predicted value ¥
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250 © data o o data
—— approximation 25011 — approximation
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polinomom prvog stepena, polinomom treceg stepena.



Metoda NAJMANJIH KVADRATA

Gauss (1801-02), procena orbite asteroida Ceres

n
skalarni proizvod (f, 9) = > pi f(x;) g(x;) dez, p; >0
i=0

norma 1£]1% = .Muo?. CA&N.VVM

(Ea(H))? = IIf - Qol> = inf > b (Fe) - Q(z;))° da
1=0



¢ Procena broja stanovnika SAD 2000. godine pravom

Pi(z) =cg+c1z, (gi(z) =27)

20
F(cg,c1) = Y (ulx;) —co — c12;)°
w”_.AHsv ”\Q\Amdsvu 1 =0,...,20, 1=0

20 20 20
@H”o noMUH.HleHM&NJHHMQQSV.H
dcg " 1=0 i=0 i—=0
OF —0 J 20 20 20
dc1 QOMH.&&._.SM&.&&HMia&v.a&
1 g u(zo)
\»._'\wo — \»._l#uu @Qm _.m A= H H.H , C= AMOV , b= QAHHV
. : 1 :

1 x50 u(xo0)



Procena eksponencijalnom funkcijom

10"

Exponential approximation

|o<o

predicted value
true value

data
approximation

10 -

107

u(x) =~ Q(x) = ¢cpe“1®

20

. F(co,c1) = ) (ulzi)—2o €171

004 =0

_JA:ARVV 7 _sA@ARvV

= In(¢py) + c1x

co+ cix
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¢ Aproksimacija taCaka kruznicom

05F

-1.5r

-2.5r

(v = 1)+ (y — )% =17

nelinearan problem

F(c1,co,1) =

n

S (12— (zi—c1)?~(gi—c2)?)?

i=1
linearan problem
c3 = re — ow — ow

2x;c1 + 2y;co0 +c3 = &w + Sm

AlAc=A"b
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Harmonici

1,sinx,cosx,sin 2x,cos2x,...,Sinnx, CoOSnx, . ..
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FOURIER-ova ANALIZA (Joseph Fourier,1807)

Q(z) =L+ ) (aycoskz + bysin kz).
k=1

v v
HW\ f(x) cos kx dux, g”w\ f(x)sinkxdx
. —T

2

T

n
lim f—9 - Mu??o?i.ﬁm_:wé dx = 0.

e
n—oo [_

O

f@) = 3 o, =1 m (@) da

k=—oc0
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Kompresija signala u frekvencijskom domenu

15
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¢ Suma Fourier-ovog reda Dirac-ove funkcije

30

251

15

10F

5 sabiraka, 100 sabiraka

17
http://www.matf.bg.ac.yu/r3dnm/NumericalMethods/index.html — 4.2 FFT



¢ Suma Fourier-ovog reda Heaviside-ove funkcije

15

05

5 sabiraka,
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¢ Suma Fourier-ovog reda linearne funkcije

5 sabiraka,

100 sabiraka
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mocmzm:mE:_Ao:.m%m%aﬂ%m%ﬁ Dm%&“ Am%wﬂpv m%a
Neperiodicha funkcija x = w%ﬁ fr(t) = 2%; K = \aw% = kAK

T T
2 27 2

Cl — %\Mﬂ \Awﬂﬁ.wvwswﬂw dt = %\Mﬂ .\.ﬂvawst‘w &wg
2 2

T
Nﬂ@v — MU Q\Amlsmﬁw — MU %mlsmﬁ \M Nﬂ@vmgﬁ dt
2

T — oo

~~ ~

F(t) =+ [ F(K)e"tdKk, F(K)= [ F(@t)eKtdt
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Diskretna Fourier-ova transformacija

2T
Sw”%ﬂu &W”.\»A&uvv M”Ov v3\|”_.v W =
n—1 L 1 n—1 .
MUQ\AS\ / ”eww,f J =0, ,n—1, m MU&@:\\AQ — Ck»
k=0 3=0
1 \”_. 1 1
F*c=f, —Ff=c 1 W w2
" F=|1 w2 w4
* . : : :
ANU F= 3Nv /“_. wn—1 S\MASIHV

S\Aiulew\
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y = Fpx

yj = yi + Wiy

Um+j = Y5 — Wiy

(0]

(=0

;m—1,n=2m)

—
~NOoO O bh,WNREO
_

~
N—

0

28
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—-4+1.68i

—4+4j
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Stacionaran i nestacionaran signal

fl

, cos (27 * 10 x )

+ cos (27 * 25 * )
1 | 1 L | A + cos (27 * 50 * )
| | ; 1 ; + cos (27 * 100 * x)
; ) 3 ) >m; 3 ( cos (27 % 10 * ), 0,300]

cos(2m *x25*xx), [300,600]
cos (2r x50 xx),  [600, 800]
| cos (2w x 100 x x), [800,1000]

A VT

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
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Fourier-ov spektar
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Talasi¢é - oscilatorna funkcija sa kompaktnim nosacem

Yo p() = (70

Translacija talasiCa (parametar b)

psi(X) psi(X—2)




sin(x)

6.28

sin(2x)

3.14

sin(4x)

1.57

15

psi(x)
3 o
Dilatacija
psi(2x) sinusoide
| talasica
(param. a)
psSi(4x)

0.75
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Diskretni talasici o =127, b=£k2J, k.jEZ

bip(a) = 2792927z — k), Yi(z) #0, =z € [27k,27(k + 1)].

log(a)

ONONONONONONONONONONONONONONONONONONONONONONONONONONONONONONONONG

c o0 o o o 0 o o o o 0o o o o o o o

@) O O O O @) O O O
@) O O O O
O O O
O O
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& Multirezolucija prostora L»

(a) v CVoCVICVgCV_1CV_oC...
(b) DmeJ\w = AOHT CmmNﬁm = L>(R)
(¢) VieL>(R)I1VjeZ, f(x) € <u. & f(2x) € <,Q.|H

(d) Vie L>(R) i Vke Z, f(x)eVyg < f(x—k)€eVy

(e) Jdp € Vg takodaje {o(x —k)}rez Rieszovbazisu V.

w;r(z) = 2712 p(27V2—k), j, k€ Z; {¢; k(x)}pey Riesz-ovbazisu V),

N-1
Dilataciona jednacina o(x) = M c(k) V2p(2x — k), \SA@ dt =1



Prostor talasica Wi Viqa=V;0oW,;, j€2

7

Talasi¢c "majka” 1 (x) € Wy definisan je jednacinom talasica
N-1

P(z) = ) d(k)V2e(2z — k)

k=0

bip(x) =2792p02 79 —k) ke Z,  {P;p(@)lrey bazisu W;
Multirezolucijski razvoj

J
flz) = MU MU bikvjr(z) = MU ajpeir@+ Y Y bigvin)

1€EZ kez keZ Jj=—00 keZ
Vj D Wy OWy;_1D---
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p(x) = 9(2z) + 2z-1)
17 :
...I.|ﬂ.|.. [ , , |
0 1 0 1 0 1
() = e2x) — p2r—1)
L
0 HHl 0 4H mv Hﬂl
-1 —

http://www.matf.bg.ac.yu/ dradun/talasic1024.html

Haar-ova Cetvrtka

1
c(0) =¢(1) = 7
Haar-ov talasic
1
d(0) = —d(1) = /M

30



¢ Daubechies Db2 funkcija skaliranja i talasi¢ (ortogonalni sistem)

_ _1-V3 _ n_ 3-8
d(0) =c(3) = VR d(1) = —c(2) = ok
1) = (1) = 3FY3 4@y = ey = 1 FY3

4~/2

4v/2

31



¢ Generisanje linearnog splajna kaskadnim algoritmom: SSX&V je Cetvrtka,

1 1
o) (z) = 5 oM (2z) + o™ (22 — 1) + 5 oM (22 -2), n=0,1,.
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Piramidalni algoritam — dekompozicija

ajk = MUQQ —2k)a;_1,
N

&

c(0) =c(1) = W

d(0) = —d(1) =

1
2

bj = DAl —2k)a; 1,
[

37 35 28 28 58 18 21 15
/ N

36 28 38 18 1 0 20 3
YN

32 28 4 10

N

30] 2

30, 2 4 10 1 0 20 3
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Razlaganje signala piramidalnim algoritmom
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Piramidalni algoritam — rekonstrukcija

aj_1; =Y (c(l—2k)a;;+ d(l—2k)b; )

k

Kompresija* prag = 2
30| 2 4 10 1 0 20

30| O 4 10 O 0 20

30 30| 4 10 O 0 20
34 26 40 20 O O 20

34 34 26 26 60 20 23 17

prag = 4
30| 2 4 10 1 0 20 3
30 O O 10 O 0 20 O
30 30 O 10 O 0 20 O
30 30 40 20 O 0 20 O
30 30 30 30 60 20 20 20

*e(0)=c(1)=d(0)=-d(1)=1
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e Obrada signala (analiza, sinteza, kompresija )
— lociranje i1 predvidanje zemljotresa,
— proucavanje udaljenih galaksija,
— analiza i kompresija medicinskin signala ( ECG, EEG),
— kontrola kvaliteta analizom zvucnog signala,
— komunikacije (kompresija).
e Obrada slike
— kompresija otisaka prstiju u odnosu 20:1 (JPEG 2000),
— kompresija slike,
— kompjuterska grafika (uzastopno renderisanje),
— kompjuterska vizija (multirezolucijski pristup).

e NumeriCke metode
— teorija aproksimacija,
— multigrid tehnika,
— modeliranje diferencijalnim jednacCinama.

37



RAVNOMERNA aproksimacija ()

[f]l = sup _[f(z)|, En(f) =inf | sup |f— M cigi(x))|
x€[a,b] € \z€la,b] =0
’ Wm_umwmﬁ \;AHNV — @OA&NV — QA|”_.VS__,\,J — @O__v i=0,n+1, a==+1
HL [ —

<(]
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& Aproksimacija konkavne funkcije pravom

Qo(z) = cg + c17

fla) —co—cra
f(d) —co—c1d
f(b) —cog—c1b

F'(d) — Qo(d)

ol
—al

ol

39
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¢ Aproksimacija funkcije polinomom osmog stepena

srednjekvadratna, ravnomerna
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Polinomi Cebiseva Tn(x) = cos(narccosz), n=1,.
To(z) =1, Ti(z) ==z,  Thy1(z) =22Tn(z) —Th—1(z)

szA&v“WAHnT HMIHv +WAHI<HMIHv

\H:Aavﬁs@uv

—1 /\Hla

0
Ortogonalnost (Th, Tm) = = mv m=mn%#0
7T

m=n=2~0

& Najmanje odstupanje od O

max |Pn(z)| > max [217"T,(z)| =217
xe[—1,1] xe[—1,1]

http://www.matf.bg.ac.yu/r3nm/NumericalMethods/index.html — 3.3 Orth. polynomials
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