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(1) Skripta Mini kurs o simplektiqkim mnogostrukostima,

http : //poincare.matf.bg.ac.rs/ ∼ milinko/skripta/simplekticke.pdf

zadaci 1{29 (str 1{12).
(2) Harmonijski oscilator. Neka je Hamiltonov sistem zadat Hamil-

tonijanom

H(p,q) =
n+1∑

k=1

ak(p2
k + q2

k),

gde su a1, . . . , an+1 pozitivni brojevi.
(a) Rexiti ovaj sistem.
(b) Na�i sva periodiqna rexe�a na hiperpovrxi H ≡ h > 0.
(v) Hopfova fibracija. Dokazati da za a1 = · · · = an+1 = 1 ovaj

sistem definixe dejstvo grupe S1 na S2n+1 i da je prostor orbita
(koliqniqki prostor) ovog dejstva CPn.

(g) Dokazati da je

Vol(CPn) =
1
2π

Vol(S2n+1).

(3) Posmatrajmo autonomni sistem na mnogostrukosti M .
(a) Neka je H : T ∗M → R Hamiltonijan sistema i θ Liuvilova forma

na T ∗M . Dokazati da su trajektorije sistema ekstremale inte-
grala

A0(γ) :=
∫ 1

0

γ∗θ

u prostoru krivih

γ : [0, 1] → T ∗M

koje le�e na hiperpovrxima {H ≡ const} ⊂ T ∗M i zadovo	avaju
graniqne uslove

π(γ(0)) = q0, π(γ(1)) = q1,

gde je π : T ∗M → M kanonska projekcija i q0, q1 ∈ M fiksirane
taqke.

(b) Dokazati da su trajektorije sistema ekstremale funkcionala

γ 7→
∫

γ

〈
∂L

∂q̇
(t), q̇(t)

〉
dt

(gde je L = K − V Lagran�ijan sistema) na prostoru krivih

γ : [0, 1] → M

sa graniqnim uslovima γ(0) = q0, γ(1) = q1, koje su parametrizo-
vane tako da je H(∂L

∂q̇ ,q) ≡ const.
(v) Dokazati da trajektorije ne moraju da minimizuju (ni da mak-

simizuju) funkcional u (b).
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(g) Neka je g Rimanova metrika koja definixe kinetiqku energiju

K =
1
2
g(v,v)

sistema na mnogostrukosti M , i neka je V : M → R �egova poten-
cijalna energija. Dokazati da je

〈
∂L

∂q̇
, q̇

〉
= 2K =

(
ds

dt

)2

,

gde je s prirodni parametar (tj. du�ina put).
(d) Dokazati da su trajektorije parametrizovane tako da je H ≡ E0

ako je parametar t izabran tako da je

dt =
ds√

2(E0 − V )
.

(�) Dokazati da su u oblasti
{q ∈ M | V (q) < E0} ⊂ M, E0 ∈ R

trajektorije sistema sa energijom E0 geodezijske linije Rimanove
metrike

h := (E0 − V ) g.

(4) Neka je S : R2n → R2n linearno preslikava�e dato matricom

S =
[

A B
C D

]
.

(a) Dokazati da je S simplektiqko ako i samo ako je

S−1 =
[

Dt −Bt

−Ct A

]
.

(b) Dokazati da je 2× 2 matrica simplektiqka ako i samo ako je �ena
determinanta jednaka 1.

(5) Neka je S : Cn → Cn linearno simplektiqko preslikava�e.
(a) Dokazati da je

StJS = J,

gde je
J =

[
0 I
−I 0

]

standardna kompleksna struktura na Cn.
(b) Dokazati da va�i i obrnuto tvr�e�e: ako je S : Cn → Cn linearno

preslikava�e za koje va�i StJS = J, onda je ono simplektiqko.
(v) Dokazati da za karakteristiqni polinom P preslikava�a S va�i

P (λ) = λ2nP
( 1
λ

)
.

(g) Ako λ ∈ C sopstvena vrednost preslikava�a S, dokazati da su i
1
λ

, λ̄,
1
λ̄

�egove sopstvene vrednosti. Drugim reqima, sopstvene vrednosti
simplektiqke matrice su raspore�ene simetriqno u odnosu na re-
alnu osu i jediniqni krug {z ∈ C | |z| = 1}.


