
Odabrana poglav	a mehanike 2009. Deveti doma�i zadatak

(1) Neka je ψ ∈ Symp (P, ω) simplektiqki difeomorfizam.
(a) Dokazati da je sa

Tψ(h) = ψ ◦ h ◦ ψ−1

dobro definisan homomorfizam
Tψ : Ham (P, ω) → Ham(P, ω)

grupe Ham(P, ω) Hamiltonovih difeomorfizama.
(b) Dokazati da je Tψ izometrija u odnosu na Hoferovu metriku.
(v) Dokazati da, ako je simplektomorfizam ψ Hamiltonov, va�i

ρ(h, Tψh) ≤ 2ρ(id, h),

gde je ρ Hoferova metrika.
(g) Neka je Symp0 (P, ω) komponenta putne povezanosti u Symp (P, ω)

koja sadr�i id. Dokazati da je
G := {ψ ∈ Symp0 (P, ω) | sup

h∈Ham (P,ω)

ρ(h, Tψh) < +∞}

normalna podgrupa grupe Symp0 (P, ω) koja sadr�i Ham(P, ω).
(2) Neka je ω0 =

∑
dpk∧dqk standardna simplektiqka forma u euklidskom

prostoru Cn, ψ ∈ Ham(Cn, ω0) i neka je, za λ > 0,
ψλ := λψ(λ−1z).

(a) Dokazati da je ψλ ∈ Ham(Cn, ω0).
(b) Dokazati da je ρ(id, ψλ) = λ2ρ(id, ψ), gde je ρ Hoferova metrika.

(3) Neka je fn ∈ C∞(R) funkcija koja zadovo	ava

fn(x) =





x za 0 ≤ x ≤ n2

n2 + ε za x > n2 + ε

−ε za x < −ε

i neka je χn ∈ C∞(R × R) glatka funkcija sa kompaktnim nosaqem
takva da je
χn(x, y) = 1 na pravougaoniku

{
0 ≤ x ≤ n2, 0 ≤ y ≤ 2n−1

}

i ‖∇χn(x, y)‖ ≤ n−2 za sve (x, y) ∈ R× R. Neka je
ψn : R2 → R2

Hamiltonov difeomorfizam generisan Hamiltonijanom

Hn(x, y) =
1
n

fn(x)χn(x, y).

Dokazati da je
lim

n→∞
d∞(id, ψn) = 0, lim

n→∞
ρ(id, ψn) = ∞,

gde je
d∞(f, g) = sup

(x,y)∈R×R
‖f(x, y)− g(x, y)‖

C0{metrika na prostoru difeomorfizama R×R→ R×R sa kompakt-
nim nosaqem, a ρ Hoferova metrika.
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