13. [NoaymapHoCT Ay>u u yrnosa

e ayxun AB n CD cy nogysapHe ako nocToju n3omMeTpuja Koja
cuka AB y CD. [llpn Tom ce TemeHa cnnkajy y TeMeHa.

Cpeguwite ayxun AB je tauka O Te gyXKu, TakBa Aa Baxku
AO = BO.

Mpumepba Youumo ga je [ZOBOBHO TPAXKXUTU Yy MAPETXOZHOJ
aepununynin ga je O taqka npase AB 1.4. je AO =~ BO, oHga
oHa Mopa npunagatin ayxun AB. Haume, ako bu HAp. Bakuio
B(O,A,B) u AO = BO oHpa 6u nocrojane gBe pasHe Taqke
A u B Ha unctoj nonynpasoj ca temeHom O 3a koje bu Baxuno

OA = OB.

Teopema (11.1)

Ceaka Ay MMa jeJUHCTBEHO CpeauLuTe.

Ooxa3s. [oka>kumo npBo erancreHyumjy.
Heka je C Tauka BaH npase AB u D Tauka T.4.

/N saxu C,D=AB, u (A,B,C)=(B,A D) (y

o\ ogroeapajyhioj nonypaBHM NOCTOj TavyHO jeAHa

A WB Takea Tadka). C obsupom ga je C,D+AB cnean
aa npasa AB ceue gyx CD y nekoj taukn O.

C obzupom ga je (A,B,C) = (B,A,D), noctoju jeguncreeHa

nsometpuja Z Te paguu, 1.4. Z: A B, C— B, A, D.

Mpu Tom je AABC = ABAD (nnp. nanay ABCDBAD nema

npeopujeHTaumnja), na je Z AnpekTHa U3oMeTpuja.

C ob3vpom pa je Z: A, B+~ B, A npasa AB je unsapujaHtHa y

nsomeTpujn 7.

Baxu Z(C) = D. Wra je Z(D)? Heka je Z(D) = G.




TagaZ:B,A,D— A/B,C naje (B,A, D)= (A B,(), nan
(A,B,C) = (A,B, (). V cBakoj nonypaBHuM aaTe paBHu ca pybom
AB nocToju TayHO jeAHa TakBa Tadka u jeaHa of teux je C. lpn
Tom, Z je gupektHa, na C;,D<AB. 3ato je C; =C, 1j. Z(D) =C.

Hakne Z: C,D ~ D, C na je n npaea CD wuHeapujaHTHa 3a Z.
3aTo ce Tadka O € ABn CD cnuka y Tauky npeceka
Z(AB)nZI(CD)=ABnCD, T1j. Z(0O) = O.

Nakne Z: A, O~ B,0 naje (A, 0)~(B,0). C obzupom ga O
npunaga npasoj AB (Bugetn npumegby) cnegmn pa je O cpeguwiTe
ayxu AB.

Mokakumo jegurcteeHocT. lNpetnocrasumo ga je u O; # O
cpeanwte AB v nokaxumo, npeo ga je Taga u O nHBapujaHTHa
Tauyka 3a Z. Hanwme, Heka je Z(O1) = O. Taga

I:A, B, 01 = B,A, 02, na je A01 = BO2, 801 = AOQ, a KakKo je n
AO; 2 BO; cBe yeTupu ayxun cy nogygapHe. 3aTo je AO; 2 AO,.

Mpu Tom, kako je B(A, O1,B) u Z "uyea" pacnopege, oHga je u
B(A, 0y,B). 3ato cy O1 n O, Tauke ucTe nonynpase ca TEMEHOM
A, Takse ga je AO; 2 AO, na je 01 = Os.

Hakne Z(0;) = O1. 3ato cy O n O; aBe pasHe Tauke npase AB
MHBapunjaHTHe 3a Z.

Mpecnukasarse Z|ap je nsometpuja npase AB ca 6ap ase
nHBapujaHTHe Tayke. Kako je nsometpuja npase ogpeljeHa aeema
Taykama y nutamy je komHungeHuuja Z|ag = Eap.

MebhyTum, Tapga bu cee Tauke npaee AB Tpebano aa byay dukcHe,
aBaxu paje Z(A)=B=#A.{

Hakne, cpeguuTe je jefMHCTBEHO. 0

Hedunnuynja

Heka cy AB u CD gge pyxxn. Ako noctoju Tadka E gyxun CD
Takea ga je AB = CE, onpa je AB mama og CD (nuwemo
AB < CD), 1j. CD je Beha og AB (nuwemo CD > AB).

Mpumepnba Penayumja marbe nnn jegHako (< wam =) je penayuja
noTAYHOr NOPeTKa.
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HeduHunynja

Oyx AB je 36up ayxu A1 Bi,...,A,B, (nuwemo AB = A; By +
--++ ApB,) ako noctoje Tauke Xi,...,X,-1 T.4. je B(A, Xq,...,
Xn—l, B) n AXy = AlBl, X1 X5 2 A5 .. ag Xn-1B = ALB;.

[




Teopema

MocToju nsometpuja Z paBHM Koja CcAUKa AaTu yrao <pqg y cebe, a
Kpake p,q Pefom y g, p.

Ooxas.

[Moka>kumo 3a HeonpyxeHu yrao. Heka je
O teme yrna pgu P e p, Q € q, Takse ga je
OP = OQ. Tapa je (O,P,Q)=(0,Q,P)
na nocToju nsomeTpuja pasHum Z Takea ga

S p  p Z:0,P,Q~ 0,Q,P.

Hame je Z:p,q,(PQ) ~ q,p,(QP), na ce KOHBEKCHN yrao pq
cnuka y cebe U rbemMy KOMNJIEMEHTHU yrao y cebe. O

Ako noctoju usometpuja Iy Kojom ce yrao <ab cauka y pq,
Tako WTo a — p,b — g, oHAa KoMMOHOBaweMm ca L, noctoju u
M30MeTpuja Kojom ce a+—> q u b — p.

Teopema (11.3)

[Ba koneekcHa (HekonsekcHa) yrna «pOg n «p'0'q’ cy
noayaapHa akko noctoje Tauke Pep, Qeq, P ep’, Q' € ¢’ Takee

paje (P,0,Q)= (P, 0 Q").

[oka3. [lokaxnmo 3a KOHBEKCHE, HEOMPY>KEHE YrIOBe.
=: AKO cy yrnoBv nogygapHu, NocToju

L n3ometpuja Z KOjOM Ce jefiaH CnKa y
apyrn, Oy O', 3a 360r npetxogHe Teopeme
© P (BUAM KOMEHTap) MOXXEMO NPeTNoCTaBMTH
K paZ:p,gq—p',q. Hekacy Pep, Qegq
npomssoshe, Z(P) = P, Z(Q) = Q. Taga
° F je (P,O,Q)=(P,0", Q.

«<: Heka noctoje tauke P, Q, P’ Q' takse pa je
(P,0,Q) = (P',0',Q"). Taga noctojun nsometpuja Z,
Z:P,0,Q~ P ,0"Q".

Taga Z:p,q+— p',q v I cnuka oteopeny ayx (PQ) y ayx (QP),
Na C& U KOHBEKCHUN Yrao £ pqg CAnNKa Yy KOHBEKCHU < gp. O

Teopema (11.4)

VrnoBn HanopefHW NodyAapHUM YrioB/MMa Cy Takohe
noaynapHu. b

Teopema (11.5)
VHakpcHu yraosu cy mehycobHo noaymnapHu. b4

HeduHuymnja

BucekTtpuca yrna «pOq je noaynpasa Or Tor yrna koja ra
pa3nake Ha gBa mehycobHO moayaapHa yraa.




Teopema (11.7)

Ceaku yrao uma jenHCTBeHY bucekTpucy.

[Joxa3. [TokaXknmo 33 KOHBEKCHE, HEOMPY>KEHE YI10BE.

Erauncrenuymnja: Hekacy Pepn Qegq, 1.4

OP = OQ. Heka je S cpegnwte gyxn PQ. Taga,
Tpueunjanto saxm (P,0,S5) 2 (Q,0,S), na cy,
npema T11.3, yrnoeu < POS n <« QOS
noayzapHu, na je nonynpaesa OS bucekTpuca.

JepuncteenocT: Heka je Os bucektpuca. Ona npunaga yray na
cede gyx (PQ) y Hekoj Tauku Sy. Mpn tom < POS; = QOSy, Te
noctoju nsomeTtpuja Z Koja CAMKa jeaaH Ha Apyru, T.4.
Z:p,5,0~q,s,0. Kako je 3a Tauky Pep, OP = 0OQ, roe Q € q,
cnegn pa je Z(P) = Q. Candyno Z(S51) = S1, Te ce gyx PS; cavka
y QS:. N3 PS; 2 QS1, na je 51 cpeguwte gyxn PQ, 1j. S=51n
Os ce noknana ca nonynpasom OS. O

HeduHunynja

Heka cy <ab n <cd pBa yrna. Ako nocroju noaynpaga ey yray
< cd Koja Ma ca HUM 3ajefHNYKO TEME, TaKBa Aa je <ab X Zce
oHpa je <ab mamm op <cd (nnwemo < ab < «cd), ogHocHo < cd
je Behin og < ab (<cd > < ab).

Mpumepnba Penayumja marbe nnu jegHako (< wam %) je penayuja
NOTAYHOr MOPETKa Ha CKyry yr/oBa.

b d X1 -
a / b1 a2 b2/ as
an

HedunHnuynja

Vrao <ab je 36up yrnosa <ayby, 2axby, ... 2apb, (nuwemo
zab= zayby +... 2apbp), ako nocToje nonynpaee Xi, ..., Xp-1
KOje pasfiaxy yrao Zab Ha Z£aixy, £x1X2, ..., £Xn-1b, TakBe ga
Cy pefoM mogymapHu <aibi, <aphy, ..., 2apb,.

Hedunnymja

Vrao je npaB, owTap vuan Tyn y 3aBUCHOCTY Of, TOra Aa Jiu je
noayaapaH, mMarby uan Befin og CBOr HanopegHor yria.

/? Teopema (11.9)
>/ \% Vrao nogygapaH npasom je npas. BA




? Teopema (11.10)
—
. J MNpaBu yrnoeu cy mehycobHo
noayzapHN. b4

Teopema

Cnosbawtsy yrao Tpoyrna je Befiv of HECYCEAHOr YHYTpalUH-er

yrna.
Heka je E Tauka Takea ga je B(B,C,E).
Mokaxxumo ga je <« ACE > 2« BAC. Heka je
S cpegnuwre gyxun AC n D Taksa ga je

) s : B(B,S,D) n BS 2 SD. Taga cy yrnosu
“ 2ASB v < CSD nogygapuu. Vsometpuja
7 xoja civka «ASB yy «CSD Tako wto

ce kpaun SA n SB caukajy y SC u SD
pesom,

cnuka oHpa Tadke Au By Cu D, jep SAz2 SC, SB = SD. 3aTo
(A, S,B)=(C,S,D). Crorajen «£SAB = 25CD.

Tpeba 3aT10o nokazsatu ga je «SCD < «SCE. [JososbHo je
nokasatu ga noaynpasa CD npunaga yray <ACE.

MocmaTpajmo ABSE un npasy CD. Ona cede usnyy BE y Tauku
C, B(B,C,E), a npasy BS y taukn D, 1.5. -B(B,D,S) na 36or
Mawoee akcnome npasa CD cede pyx SE y taukm X. 3ato
npaea CD uma Tauke y yriay < ACE n temy yHAKPCHOM yriy.

Mocmatpajmo ABCD v npasy SE. Ona ceve BD y S, T1.4.
B(B,S,D), ceve BCy E 1.5. -B(B, E, C), na 36or lNawose
akcmome mpaea SE cede gyx CD (y X). Jakne, Tauke gyxu
CD, na n nonynpaee CD npunagajy koHeekcHom yrny < ACE, na

je 2£ACD < «ACE. O

Teopema (11.12-13)

Hacnpam nogysapHux uBuua HeKkor Tpoyrna Cy nofyLapHU YrioBu
n obpHyTO.
JepHa nBuua je Beha of gpyre akko je Hacnpam ke Behn yrao.

Doka3. Ako je AB = AC oHnga je (A,B,C) = (A, C,B), najen

2ABC = £ ACB.

Ako je AC > AB, oHpa nocTtoju Tauka D,

T.4. B(A,D,C) n AB = AD. lpso, 360r

B(A,D, C) cnegmn pa je nonynpasa BD y

B c yrny <ABC, naje 2ABD < 2£ABC . Ca
apyre ctpate, us B(A, D, C) cnegn pa je

A < BDA cnomawmu 3a Tpoyraoc BDC, rge
D je 2 BCD jepan og HecyceaHux
B c yHYTpawmux, na je 2ADB > 2ACB .

A




Kako je AB 2 AD, cnegn v ga je 2ABD = 2ADB . 3avo, us
npetxogHe Tpu penaunje, gobujamo 2 ABC > 2 ACB. 3Haun
AC > AB = 2ABC > £ACB. Canuyno,

AC<AB = 2ABC < £ACB.

ObpatHo, Heka je £ABC > 2 ACB v npetnoctasumo aa je uaw
AC 2 AB nnn AC < AB. 3 npeTxoaHo aokasaHor oHaa 6w
cneauno, pegom, unu 2ABC = 2ACB wan 2ABC < 2ACB. 4
3ato £ABC > £ACB = AC > AB.

CnnyHo Baxku n y npeoctana Aga caydaja. Ul

A HedbunHuunja

Tpoyrao ABC 3a koju Baxu AB = AC je
jeanakokpakn. Nenua BC je ocHoBuua, a AC u
AB cy kpauu.

Mpumepba Ako je B(X,B, C) saxu «XBA> «BCA =z « CBA,
rpe je npea penayuja usmeby crnospallHer U HeCYCeAHOr YH-
yTpawmer yrna. 3ato je « XBA tyn, a « CBA owrTap.

Teopema (11.14)

36up aee nenue y Tpoyry je Befinm og Tpehe neuue.

Ookas.
S Heka je D tauka 1.5. B(B,A,D) n ga je
AC 2 AD. Taga jen <ADC 2 2 ACD, a Takohe
jem BD = BA+ AC. Kako je B(B,A,D) cnegn un
A aaje £BCD > 2ACD. 3ato Baxu
B ¢ <«BCD > «BDC,

n npu ToMm cy y nuTawy yrnosn ABCD. [Name cnegn BD > BC, Tj.
AB + AC > BC. O




