
14. Podudarnost trouglova i qetvorouglova

Dva trougla su podudarna ako postoji izomterija koja slika

jedan u drugi. Dokaza�emo sada stavove podudarnosti trou-

glova.

Teorema (11.15)

Dva trougla ABC i A′B ′C ′ su podudarna akko:
1. (SUS) AB ≅ A′B ′, AC ≅ A′C ′, ∠BAC ≅ ∠B ′A′C ′;
2. (USU) ∠BAC ≅ ∠B ′A′C ′, ∠ABC ≅ ∠A′B ′C ′, AB ≅ A′B ′;
3. (SSS) AB ≅ A′B ′, BC ≅ B ′C ′, CA ≅ C ′A′;
4. (SSU) AB ≅ A′B ′, BC ≅ B ′C ′, ∠ACB ≅ ∠A′C ′B ′ dok su

uglovi ∠BAC i ∠B ′A′C ′ oba oxtra, oba prava ili oba tupa ;

5. (SUU) AB ≅ A′B ′, ∠ABC ≅ A′B ′C ′, ∠BCA ≅ ∠B ′C ′A′.
U xkoli nismo koristili stav SUU. Pokaza�emo tokom

kursa da je zbir uglova u trouglu euklidske ravni podudaran

opru�enom, pa su onda stavovi USU i SUU, u euklidskom

sluqaju trivijalno ekvivalentni.

U hiperboliqkom sluqaju zbir uglova u trouglu zavisi od

trougla, pa su tada ova dva stava suxtinski razliqita.

Uslov da je par uglova istog tipa u stavu

SSU je neophodan. Recimo, neka u △ABC
va�i AB ≅ AC , pa i ∠ABC ≅ ∠ACB. Neka

je X proizvo	na taqka osnovice BC . Trou-
glovi XAB i XAC zadovo	avaju prva tri

uslova stava SSU, ali ne i posled�i. Bez

tog uslova bi onda sledilo da su trouglovi

podudarni, pa i da je XB ≅ XC .

Dokaz. ⇒∶ Ako su dva trougla podudarna, postoji izometrija

koja slika jedan u drugi pa su svi parovi odgovaraju�ih

stranica i uglova podudarni.



⇐∶ 1. Kako je ∠CAB ≅ ∠C ′A′B ′ postoji
izometrija I koja slika jedan ugao u drugi i

krake AB i AC redom u A′B ′ i A′C ′. S
obzirom da je AB ≅ A′B ′ tada je I(B) = B ′ i
sliqno I(C) = C ′. Zato I ∶ A,B,C ↦ A′,B ′,C ′
i I(△ABC) = △A′B ′C ′.
2.

Da bismo primenili SUS potrebno je da je

BC ≅ B ′C ′.
Pretpostavimo da ¬BC ≅ B ′C ′. Tada je jedna
du� ve�a od druge, npr. B ′C ′ > BC . Sledi,
postoji taqka C1, t.d. B(B ′,C1,C

′) i
B ′C1 ≅ BC .

Na osnovu SUS va�i △ABC ≅ △A′B ′C1, pa je i∠BAC ≅ ∠B ′A′C1, a da	e ∠B ′A′C ′ ≅ ∠B ′A′C1. Me�utim, kako

va�i B(B ′,C1,C
′) va�i ∠B ′A′C ′ > ∠B ′A′C1.☇

Zato je BC ≅ B ′C ′ i na osnovu SUS △ABC ≅ △A′B ′C ′.

3. Kako je (A,B,C) ≅ (A′,B ′,C ′) postoji izometrijaI ∶ A,B,C ↦ A′,B ′,C ′, pa i I(△ABC) = △A′B ′C ′.
4. Pretpostavimo ¬CA ≅ C ′A′, npr. C ′A′ > CA.
Tada postoji A1, t.d. B(C ′,A1,A

′) i C ′A1 ≅ CA.
Tada je △ABC ≅ △A1B

′C ′, po SUS, pa je i

B ′A1 ≅ BA i ∠BAC , ∠B ′A1C
′ su istog tipa.

Kako je B ′A′ ≅ B ′A1, △B ′A′A1 je jednakokraki pa

je ∠B ′A′C ′ oxtar, a ∠B ′A1C
′ tup.☇

Dakle CA ≅ C ′A′ i △ABC ≅ △A′B ′C ′ po SUS.
5. Pretpostavimo ¬BC ≅ B ′C ′, npr. B ′C ′ > BC .
Tada postoji C1, t.d. B(B ′,C1,C

′) i BC ≅ B ′C1.

Tada je △ABC ≅ △A′B ′C1, po SUS. Zato je∠A′C1B
′ ≅ ACB ≅ A′C ′B ′. Pri tom su ∠A′C1B

′
i ∠A′C ′B ′ spo	ax�i i nesusedni unutrax�i

uglovi u △A′C ′C1.☇
Zato BC ≅ B ′C ′ i △ABC ≅ △A′B ′C ′ po SUS.

Teorema (11.16)

Neka su △ABC i △A′B ′C ′ t.d. AB ≅ A′B ′ i AC ≅ A′C ′. Tada je
BC > B ′C ′ akko je ∠BAC > ∠B ′A′C ′.

Pretpostavimo da je ∠BAC < ∠B ′A′C ′. Tada
postoji poluprava A′p ⊂ ∠B ′A′C ′ t.d.∠BAC ≅ ∠(A′B ′,A′p). Neka je C1 ∈ A′p t.d.

AC ≅ A′C1. Sledi da je △BAC ≅ △B ′A′C1, po

SUS. Da	e je i BC ≅ B ′C1. Dakle treba da

uporedimo B ′C1 i B ′C ′.
Ako C1 ∈ B ′C ′, zbog ∠B ′A′C1 < ∠B ′A′C ′ sledi B(B ′,C1,C

′) pa
je B ′C1 < B ′C ′.
Ako C1 ∈/B ′C ′, neka je As bisektrisa ∠C1A

′C ′. Neka As seqe
B ′C ′ u X . Tada A′XC1 ≅ A′XC ′ po SUS, pa je i XC1 ≅ XC ′. Pri
tom su B ′,X ,C1 nekolinearne taqke. Zato je

B ′C ′ = B ′X +XC1 > B ′C1.



Sliqno, iz ∠BAC > ∠B ′A′C ′ sledi BC > B ′C ′.
Obratno, ako je BC < B ′C ′ pretpostavimo da je∠BAC ≅ ∠B ′A′C ′ ili ∠BAC > ∠B ′A′C ′. Tada je ili
BC ≅ B ′C ′ ili BC > B ′C ′.☇ Dakle ∠BAC < ∠B ′A′C ′.
Sliqo i u ostalim sluqajevima.

Definicija

Qetvorougao ABCD je Lambertov ako su uglovi ∠A,∠B,∠C
pravi. Ivice AB i BC su osnovice tog qetvorougla.

Definicija

Qetvorougao ABCD takav da su uglovi ∠A i ∠B pravi i da je

AD ≅ BC je Sakerijev. Ivica AB je osnovica, ivica CD
protivosnovica, a ivice AD i BC boqne strane.

Neka su M i N sredixta osnovice AB i

protivosnovice CD Sakerijevog

qetvorougla ABCD. Tada je△DAM ≅ △CBM po SUS. Zato je i∠ADM ≅ ∠BCM, (1)∠AMD ≅ ∠BMC , (2)

MD ≅MC .

Sad je i △DMN ≅ △CMN po SSS. Sledi da je i

∠NDM ≅ ∠NCM, (3)∠DMN ≅ ∠CMN, (4)∠DNM ≅ ∠CNM. (5)

Uglovi u (5) su pri tom i naporedni i podudarni pa su pravi,

dakle ∠MND je prav.

Iz (1) i (3) sledi i da je ∠ADN ≅ ∠BCN.
Sliqno, iz (2) i (4) sledi da je i ∠AMN ≅ ∠BMN. Pri tom, u

pita�u su naporedni uglovi pa su i oni pravi, tj. ∠AMN je

prav. Pokazali smo da va�i:

Teorema (11.17-18)

Neka je ABCD Sakerijev qetvorougao i M i N sredixta

osnovice AB i protivosnovice CD. Tada va�i da su uglovi na

protivosnovici me�usobno podudarni, a qetvorouglovi AMND
i BMNC su Lambertovi.


