
15. Upravnost pravih i ravni

Definicija

Ako prave p i q sadr�e krake pravog ugla onda su one

upravne, normalne ili ortogonalne i pixemo p�q.
Ako je E podno�je upravne iz temena A trougla ABC na pravoj

BC , du� AE je visina tog trougla.

Teorema (12.1)

Ako taqka P i prava p pripadaju ravni π, tada u π postoji

jedinstvena prava n koja sad�i P i ortogonalna je na p.

Dokaz. Ako P ∈ p komplementne poluprave prave p sa temenom

P odre�uju dva opru�ena ugla. Neka je s bisektrisa jednog od

�ih. Tada je prava n, P ∈ n ortogonalna na p akko sadr�i s,
pa postoji jedinstvena takva prava n.

Neka P ∈/p. Neka su M,N ∈ p proizvo	ne i Q t.d. P,Q −..p i(M,N,P) ≅ (M,N,Q).

Zbog P,Q −..p, prava p seqe du� PQ u taqki O. Taqka O je

razliqita od bar jedne od taqaka M i N, npr. O ≠M. Prvo,△PMN ≅ △QMN (SSS), pa je i ∠PMN ≅ ∠QMN. Zato je i∠PMO ≅ ∠QMO (parovi ∠PMN, ∠PMO i ∠QMN, ∠QMO se

istovremeno poklapaju ili su naporedni.)

Da	e je △PMO ≅ △QMO (SUS), pa je i ∠POM ≅ ∠QOM. Pri

tom su u pita�u naporedni uglovi, pa su i pravi. Zato je

PQ�p.



Jedinstvenost: Neka je n1�p, P ∈ n1. Neka n1 ∩ p = {O1}, i neka

je Q1 t.d. B(P,O1,Q1) i PO1 ≅ O1Q1. Ako je M ≠ O1 va�i△PO1M ≅ △Q1O1M (SUS), pa je i PM ≅ Q1M. Ako je M = O1

onda trivijalno va�i PM ≅ Q1M. Sliqno PN ≅ Q1N.

Dakle (P,N,M) ≅ (Q1,N,M), pa i (Q,N,M) ≅ (Q1,N,M).
Pri tom, Q i Q1 su taqke iste poluravni sa rubom NM pa je

Q = Q1 i n = n1.

Definicija

Neka je AB du� ravni π. Prava ravni π koja sadr�i sredixte

du�i AB i upravna je na AB je medijatrisa te du�i.

Teorema

Neka je AB du� ravni π. Taqka X ∈ π pripada medijatrisi

du�i AB akko je XA ≅ XB.

Dokaz. Neka su S i s sredixte i medijatrisa AB. Za taqku

X = S ∈ AB tvr�e�e va�i, pa neka je X ∈/AB.
Va�i i AS ≅ BS i XS ≅ XS . Tada je X ∈ s ⇔∠XSA ≅ ∠XSB ⇔ △XSA ≅ △XSB ⇔
XA ≅ XB.

Definicija

Prava p i ravan π su upravne, normalne ili ortogonalne

(p�π), ako se seku u nekoj taqki O i ako je p ortogonalna na

svakoj pravoj ravni π koja sadr�i O.

Primedba Specijalno, tada mo�emo re�i i da je p ortog-

onalna na sve prave ravni π, qak i na one sa kojima je mi-

moilazna.

Teorema (12.4)

Ako je prava p upravna na dve prave a i b ravni π
(a ∩ b = {O}), onda je p�π.
Dokaz. Treba pokazati da je p�c, za proizvo	nu pravu c ⊂ π
O ∈ c .

Neka je P ∈ p, P ≠ O i Q ∈ p t.d. je O
sredixte PQ. Prava c pripada paru

unakrsnih uglova odre�enih sa a i b.
Neka su A ∈ a i B ∈ b taqke kraka jednog

od tih uglova. Tada c seqe du� AB u

taqki C .



Prvo, △POA ≅ △QOA (SUS). Zato je PA ≅ QA. Sliqno je i

PB ≅ QB. Zatim je △PAB ≅ △QAB po SSS, a iz toga sledi∠PAC ≅ ∠QAC . Sada je i △PAC ≅ △QAC po SUS, pa je da	e

i PC ≅ QC .

Sada sledi da je △POC ≅ △QOC po SSS. Zato je i∠POC ≅ ∠QOC , a pri tom su u pita�u naporedni uglovi, pa

su zato i pravi, tj. PQ�c.
Teorema (12.5)

Sve prave koje sadr�e taqku P ∈ p i ortogonalne su na p
pripadaju jednoj ravni koja je tako�e ortogonalna na p.

Dokaz. Neka su a,b t.d. P ∈ a,b, a,b�p. Neka je π ravan koja

sadr�i a i b.

Tada je π�p, odnosno sve prave ravni π
koje sadr�e P su normalne na p.
Pretpostavimo da postoji prava c�p
koja ne pripada π. Kako se p i c seku,

postoji ravan σ koja ih sadr�i. Va�i

P ∈ σ ∩ π, pa je σ ∩ π = c ′, P ∈ c ′.
Tada su p, c, c ′ prave iste ravni σ i pri tom P ∈ c , c ′ i c , c ′�p
pa je c = c ′.☇
Teorema (12.6)

Postoji jedinstvena prava koja sadr�i datu taqku P i

normalna je na ravan π.

Dokaz. Egzistencija: Neka P ∈ π. Neka su a,b ⊂ π, a ∩ b = {P}
i a�b. Neka je α t.d. P ∈ α, α�a i sliqno P ∈ β, β�b. Ravni α
i β se seku po pravoj p koja sadr�i P.

S obzirom da sadr�i P i pripada α sledi p�a. Sliqno, p�b.
Iz p�a,b sledi p�π.

Neka, sada P ∈/π. Neka je p ⊂ π proizvo	na i Q podno�je

normale iz P na p. Neka je q ⊂ π, Q ∈ q, q�p. Neka je R
podno�je normale iz P na q. Poka�imo da je PR�π.
Ako je R = Q onda je PR ortogonalna na p i q pa je i PR�π.
Neka je P ≠ R. PR�q, pa treba pokazati da je PR normalna na

bar jox jednu pravu ravni π kroz R. Neka je S ∈ p, t.d.
SQ ≅ PR. Tada je △PRQ ≅ △SQR po SUS. Zato je i PQ ≅ SR.
Sada je △PRS ≅ △SQP (SSS). Zato je ∠PRS ≅ ∠SQP, te je
prav, odnosno PR�RS . Dakle, PR�q,RS ⇒ PR�π.



Jedinstvenost: Pretpostavimo da postoje P ∈ n1,n2, n1,n2�π,
n1 ≠ n2. Tada postoji ravan σ, t.d. n1,n2 ⊂ σ. Neka je σ ∩ π = a.
Prava a sadr�i prodore n1 i n2 kroz π. Dakle, n1,n2 su prave
kroz P obe ortogonalne na a.☇

Teorema (12.7)

Postoji jedinstvena ravan koja sadr�i datu taqku i

ortogonalna je na datu pravu. BD

Teorema (12.8)

(Teorema o tri normale) Neka prava q
seqe ravan π u taqki C , neka je p ⊂ π,
C ∈ p i neka je B podno�je upravne iz

A ∈ q na π, B ≠ C . Tada je q�p akko je

BC�p. BD

Teorema (12.9)

Dve prave upravne na ravni π su komplanarne. BD

Definicija

Ravan koja sadr�i sredixte du�i AB i

ortogonalna je na AB je medijalna

ravan du�i AB.

Teorema (12.10)

Taqka X pripada medijalnoj ravni du�i AB akko je

XA ≅ XB. BD

Definicija

Diedar je prav ako je podudaran svom naporednom diedru.

Ravni α i β koje sadr�e p	osni pravog diedra su upravne,

normalne ili ortogonalne (pixemo α�β).
Teorema (14.1)

Neka je ν�µ i ν ∩ µ = s. Neka je n ⊂ ν,
n�s. Tada je i n�µ. BD



Teorema (14.2)

Neka je n�µ i n ⊂ α. Tada je α�µ. BD

Teorema (14.3)

Za svaku taqku prostora P i ravni α i β postoji ravan π, t.d.
P ∈ π, π�α,β. BD

Teorema (14.5)

Neka je α,β�µ i α ∩ β = s. Tada je s�µ. BD


