
16. Refleksije

U ovoj lekciji bavi�emo se refleksijama, posebnom vrstom

izometrijskih transformacija, koje su generatori grupe

izometrija.

Teorema

Postoji jedinstvena neidentiqka izometrija
prave/ravni/prostora koja ima invarijantnu 1/bar 2/ bar 3
nekolinearne taqke.

Dokaz. Izometrija prave. Neka je I ∶ p → p i neka jeI(A) = A. Kako je (X ,A) ≅ (X ′,A) na svakoj polupravoj prave p
sa temenom A postoji jedinstvena taqka koja ispu�ava ovaj
uslov, jedna od �ih je taqka X . Ako je X ′ = X , I ima bar dve
fiksne taqke pa je I = Ep, ☇.

Zato je X ′ ≠ X i X ′ je taqka takva da je B(X ,A,X ′) i
XA ≅ X ′A. Ovim je na jedinstven naqin odre�eno
preslikava�e I ∶ p → p koje je pri tom i izometrijska

transformacija. Pri tom je A sredixte XX ′.
Izometrija ravni. Neka je I ∶ A,B ↦ A,B. Tada je prava AB
invarijantna za I, a transformacija I∣AB je izometrija prave
sa bar dve fiksne taqke tj. I∣AB = EAB , pa su sve taqke prave
p = AB fiksne.

Neka je X ∈/p i I(X ) = X ′. Tada je(X ,A,B) ≅ (X ′,A,B) pa u svakoj poluravni sa
rubom AB postoji jedinstvena taqka koja
ispu�ava ovaj uslov. Jedna od �ih je taqka X .
Ako bi bilo X ′ = X onda bi I imala bar 3
nekolinearne fiksne taqke pa bi bilo I = E
(☇). Zato je X ′ t.d. je X ,X ′ −..p.



Ovim je na jedinstven naqin odre�eno preslikava�e I koje je

pri tom i izometrija. Uoqimo: XA ≅ X ′A ⇒ A pripada
medijatrisi du�i XX ′, a sliqno va�i i za B. Dakle p je
medijatrisa du�i XX ′.
Izometrija prostora. Neka I ∶ A,B,C ↦ A,B,C gde su
A,B,C nekolinearne taqke. One odre�uju ravan π. Tada je I∣π
izometrija ravni π sa bar tri nekolinearne fiksne taqke, pa
je I∣π = Eπ, tj. sve taqke ravni π su fiksne.

Neka je X ∈/π i I(X ) = X ′. Tada je(A,B,C ,X ) ≅ (A,B,C ,X ′) pa u svakom
poluprostoru sa rubom π postoji taqno
jedna takva taqka, a jedna od �ih je X .
Ako bi bilo X = X ′ tada bi I imala
qetiri nekomplanarne fiksne taqke pa
bi bilo I = E (☇). Zato je X ′ t.d.
X ,X ′ −.. π.

Ovim je na jedinstven naqin odre�eno preslikava�e

prostora koje je i izometrija. Pri tom iz XA ≅ X ′A sledi da
A pripada medijalnoj ravni du�i XX ′. Sliqno va�i i za B i
C . Dakle π je medijalna ravan XX ′.
Definicija

Ove izometrije nazivamo centralnom refleksijom praveSA, osnom refleksijom ravni Sp, ravanskom refleksijom

prostora Sπ. A, p, π su osnovice tih refleksija.

Primedba Videli smo da je taqka fiksna za refleksiju akko

je incidentna sa �enom osnovicom.

Teorema (15.1-2)

Svaka refleksija je indirektna izometrija i involucija
(S2σ = E).

Dokaz. Doka�imo za osne refleksije. Koristimo oznake iz
prethodne teoreme.Sp(△ABX ) = △ABX ′. Kako je △ABX ⇄△ABX ′,

sledi da je Sp indirektna transformacija.
Neka je I(X ′) = X1. Tada je (A,B,X ′) ≅ (A,B,X1)
i s obzirom da X ′ ∈/p va�i i X ′ ≠ X1, pa je
X1 = X . Zato S2p ima fiksne nekolinearne taqke

A,B,X , pa je S2p = E . Dakle S−1p = Sp.

Teorema (15.3/4/5)

Svaka indirektna izometrija prave/ravni/prostora sa /bar
jednom/bar dve invarijantne taqke je refleksija.

Dokaz. Poka�imo za izomteriju ravni. Neka je I(A) = A, I
indirektna. Tada je I ≠ E pa postoji taqka X t.d.I(X ) = X ′ ≠ X . Neka je p medijatrisa XX ′.



S obzirom da je (A,X ) ≅ (A,X ′) sledi da
A ∈ p. Va�i Sp ○ I ∶ A,X ↦ A,X , pa je Sp ○ I
ili koincidencija ili osna refleksija. Kako
su i I i Sp indirektne Sp ○ I je direktna.
Zato

Sp/ Sp ○ I = E ,
S2

p ○ I = Sp ⇒ I = Sp.

Teorema (15.6)

Neka su SΣ i SΠ dve refleksije, Σ ≠ Π. Tada je taqka X
fiksna za SΣ ○ SΠ akko je incidentna i sa Σ i sa Π.

Dokaz. Doka�imo za osne refleksije. Neka je p ≠ q. Ako
X ∈ p ∩ q trivijalno je i Sq ○ Sp(X ) = X .

Obratno, neka je Sq ○ Sp(X ) = X (*).
Pretpostavimo da X ∈/p. Tada je
Sp(X ) = X ′ ≠ X , a zatim Sq(X ′) = X . Zato je p,
a zatim i q medijatrisa XX ′ pa je p = q.☇
Znaqi X ∈ p, a direktno je iz (*) Sq(X ) = X ,
pa X ∈ q.

Teorema (15.7)

(Teorema o transmutaciji) Neka je SΣ refleksija, I
izometrija i I(Σ) = Π. Tada je I ○ SΣ ○ I−1 = SΠ.
Dokaz. Doka�imo za izometrije ravni. Neka je I(p) = q i
neka je X ′ ∈ q proizvo	na. Tada postoji X ∈ p t.d. I(X ) = X ′,
tj. I−1(X ′) = X .

Tada I ○ Sp ○ I−1(X ′) = I ○ Sp(X ) = I(X ) = X ′,
pa je X ′ fiksna za ovu kompoziciju. Pri tom
je I ○ Sp ○ I−1 indirektna. Zato je I ○ Sp ○ I−1
neka osna refleksija Sq′ i va�i Sq′(X ′) = X ′,
tj. X ′ ∈ q′. Kako je X ′ ∈ q proizvo	na, sledi
q′ = q.

Teorema (15.8)

Va�i SΣ ○ SΠ = SΠ ○ SΣ akko je Σ = Π ili Σ�Π.
Dokaz. Doka�imo za izometrije ravni.

Sp/ Sq ○ Sp = Sp ○ Sq ⇔
Sp ○ Sq ○ Sp = (S2

p) ○ Sq = Sq ⇔
(S−1p = Sp, teorema o trans.) SSp(q) = Sq ⇔

Sp(q) = q.



Dakle Sq ○ Sp = Sp ○ Sq ⇔ Sp(q) = q. Ispitajmo kada jeSp(q) = q.
1) Ako je p = q tada Sp(q) = q trivijalno va�i.
2) Neka je p ∩ q = {O} i P ∈ p, Q ∈ q, P,Q ≠ O.

Tada Sp ∶ P,O,Q ↦ P,O,Q ′ i ∠POQ ↦∠POQ ′, pa
je ∠POQ ≅ ∠POQ ′ (*). Tada je Sp(q) = q akko Q ′ ∈ q
tj. akko su podudarni uglovi (*) ujedno i naporedni,
tj. pravi. Dakle u ovom sluqaju Sp(q) = q⇔ p�q.
3) Neka je p ∩ q = ∅. Tada je q u jednoj poluravni sa
rubom p, a q′ = Sp(q) u komplementnoj poluravni, pa
je q′ ≠ q.

Dakle Sp(q) = q⇔ p = q ∨ p�q.
Teorema (15.9/10/11)

Svaka izometrija prave/ravni/prostora mo�e se predstaviti
kao kompozicija najvixe 2/3/4 refleksije.

Dokaz. Poka�imo za izometriju ravni I. Neka su A,B,C tri
nekolinearne taqke.
Ako je I(A) = A, I(B) = B, I(C) = C onda je I = E = S2p .
Ako to nije sluqaj, npr. I(A) = A1 ≠ A, neka je p medijatrisa
AA1. Tada Sp ○ I(A) = A.

Ako Sp ○ I(B) = B, Sp ○ I(C) = C , onda Sp ○ I ima tri
nekolinearne fiksne taqke pa je Sp ○ I = E , a zatim I = Sp.
Ako to nije sluqaj, npr. Sp ○ I(B) = B1 ≠ B, neka je q
medijatrisa BB1. Uoqimo da je AB ≅ AB1 pa i A ∈ q. ZatoSq ○ Sp ○ I ∶ A,B ↦ A,B.

Ako Sq ○ Sp ○ I (C) = C onda Sq ○ Sp ○ I ima tri nekolinearne
taqke fiksne pa je Sq ○ Sp ○ I = E , a zatim je i I = Sp ○ Sq.
Ako je Sq ○ Sp ○ I(C) = C1 ≠ C , neka je r medijatrisa CC1. Iz
AC ≅ AC1 sledi da A ∈ r i sliqno B ∈ r . Zato Sr ○ Sq ○ Sp ○ I ∶
A,B,C ↦ A,B,C , pa je Sr ○ Sq ○ Sp ○ I = E , te jeI = Sp ○ Sq ○ Sr .

Teorema (15.13)

(Teorema Hjelmsleva) Neka su a i b dve komplanarne prave.
Ako a ∩ b = {O} tada postoje taqno dve prave s1 i s2 t.d.Ssi (a) = b i pri tom s1�s2, O ∈ s1, s2. Ako su a i b disjunktne,
onada postoji jedinstvena prava s t.d. Ss(a) = b. BD


