
17. Pramenovi pravih i epicikli

Definicija

Maksimalan podskup X skupa svih pravih jedne ravni takvih

da za proizvo	ne a,b, c ∈ X va�i da je Sc ○ Sb ○ Sa osna
refleksija je pramen pravih.

Primedba Ako je Sc ○ Sb ○ Sa = Sd , onda je Sb ○ Sa = Sc ○Sd , pa je Sb ○ Sa ○ Sc = Sc ○ Sd ○ Sc = SSc(d). Sliqno se

poka�e i za ostale permutacije osnih refleksija Sa,Sb,Sc
da definicija ne zavisi od redosleda u kompoziciji.

Primer (obavezan) Neka je X skup svih pravih jedne ravni

koje sadr�e taqku O. Neka a,b, c ∈ X .
Tada je kompozicija I = Sc ○ Sb ○ Sa
indirektna transformacija. Pri tomI(O) = Sc ○ Sb ○ Sa(O) = Sc ○ Sb(O)= Sc(O) = O, pa I ima bar jednu fiksnu

taqku, te je u pita�u osna refleksija.

Primer ...Dakle I = Sd za neku pravu d . Pri tom jeSd(O) = O, pa i O ∈ d , tj. d ∈ X .
Da li je ovaj skup maksimalan takav? Neka O ∈/ e. Pret-

postavimo da je Se ○ Sb ○ Sa osna refleksija Sf . Tada

je Sb ○ Sa = Se ○ Sf , pa kako je Sb ○ Sa(O) = O sledi iSe ○ Sf (O) = O, te je O ∈ e ∩ f .☇
Dakle X je pramen. Zovemo ga pramenom konkurentnih

pravih , O je centar tog pramena i jox ga oznaqavamo saXO . Uoqimo, ako se a i b seku u O e, a,b pripadaju istom

pramenu akko O ∈ e.
Primer (obavezan) Neka je X skup svih pravih date ravni

ortogonalnih na pravu s.
Neka a,b, c ∈ X seku s u A,B,C . Kako je s�a,
sledi Sa(s) = s. Tada je Sa∣s izometrija prave
s, sa fiksnom taqkom A koja pri tom nije

identiqka. Zato Sa∣s = SA je centralna

refleksija prave s.



Primer ...Neka je I = Sc ○ Sb ○ Sa. Sledi da je I(s) = s,
a I∣s = SC ○ SB ○ SA indirektna izometrija prave, pa je I∣s
centralna refleksija prave SD . Dakle postoji D ∈ s t.d. je

D fiksna za I. Pri tom je I indirektna, kao kompozicija

tri indirektne transformacije. Zato je I osna refleksija

ravni Sd .
Va�i da je Sd(s) = I(s) = s, pa je ili s = d ili s�d . Ako bi

bilo s = d onda bi Sd ∣s = Is bila koincidencija prave s, Es ,
direktno preslikava�e prave (☇). Zato s�d te je i d ∈ X .
Da li je X maksimalan takav? Neka je e ∈/X , neka je Se ○Sb○Sa
osna refleksija Sf i a ≠ b. Neka je O ∈ e i neka je e1 prava,
O ∈ e1, e1�s. Tada je i Se1 ○ Sb ○ Sa = Sf1 , f1�s.

Sb ○ Sa = Se ○ Sf = Se1 ○ Sf1 ⇒Se ○ Se1 = Sf ○ Sf1 ,Se ○ Se1(O) = O ⇒ Sf ○ Sf1(O) = O ⇒ O ∈ f ∩ f1.

Primer ...Tada O ∈ e1, f1, e1, f1�s, pa je e1 = f1 a onda i Sb ○Sa = E , tj. a = b ☇.
Zato je X pramen, zovemo ga pramenom ortogonalnih pravih

i oznaqavamo ga sa Xs , s je �egova osnovica . Uoqimo, ako su

a,b ortogonalne na s, tada e, a,b pripadaju jednom pramenu

akko e�s.
Teorema

Ako a,b, c ∈ X tada je Sc ○ Sb ○ Sa = Sa ○ Sb ○ Sc .
Mo�e se pokazati da va�i ekvivalencija, mi �emo dokazati

jedan smer.

Dokaz. Ako a,b, c ∈ X onda je Sc ○ Sb ○ Sa = Sd , a kako jeSd = S−1d sledi Sd = (Sc ○ Sb ○ Sa)−1 = S−1a ○ S−1b ○ S−1c= Sa ○ Sb ○ Sc .

Ako se a i b seku u O, �ihove ose simetrije sadr�e O.

Ako a i b imaju zajedniqku normalu p, koju seku u A i B, neka
je O sredixte AB. Prava s�p, O ∈ s je osa simetrije a i b a

po teoremi Hjelmsleva drugih osa simetrije za a i b nema.

Dakle ako a,b ∈ XO ili a,b ∈ Xp i �ihova osa simetrije

pripada istom pramenu.

Teorema (16.1)

Neka su a,b, c ,d qetiri prave jednog konkurentnog ili

ortogonalnog pramena. Tada je Sc ○ Sb ○ Sa = Sd akko je osa

refleksije pravih a i c istovetna sa osom refleksije b i d .



Dokaz. Neka je s osa simetrije pravih a i c. Tada jeSc = Ss ○ Sa ○ Ss . Da	e je
Sc ○ Sb ○ Sa=Ss ○ Sa ○ Ss ○ Sb ○ Sa´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶=Ss ○ Sa ○ Sa ○ Sb ○ Ss´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶ (jer s,b, a ∈ X)
=Ss ○ Sb ○ Ss = SSs(b).

Teorema (16.2)

Medijatrise ivica trougla pripadaju jednom pramenu.

Ne nu�no konkurentnom!

Dokaz.
Neka su a,b, c medijatrise ivica BC , CA i AB
trougla ABC . Neka je I = Sb ○ Sa ○ Sc . Tada jeI indirektna transformacija. Pri tomI(A) = Sb ○Sa ○Sc(A) = Sb ○Sa(B) = Sb(C) = A,
pa I ima i bar jednu fiksnu taqku. Zato je I
osna refleksija. Skup {a,b, c} se mo�e
dopuniti do maksimalnog X t.d. je X pramen,

pa a,b, c pripadaju jednom pramenu.

Teorema (16.3)

Simetrale unutrax�ih uglova trougla pripadaju

konkurentnom pramenu.

Dokaz. Neka su a,b, c simetrale ∠BAC , ∠CBA, ∠ACB.
Izometrija I = Sc ○ Sb ○ Sa je indirektna. Pri
tom se orijentisana du� AC slika putem Sa u
du� istosmernu sa AB, koja se zatim putem Sb
slika u du� istosmernu sa CB, a ona se da	e

putem Sc slika u du� istosmernu sa CA.
Dakle I slika pravu CA u sebe i pri tom jeI∣AC je indirektna, odnosno postoji taqka

D ∈ AC t.d. I∣AC = SD .
Zato I ima bar jednu invarijantnu taqku, te je u pita�u osna

refleksija, a onda prave a,b, c pripadaju jednom pramenu.

Simetrala unutrax�eg ugla ∠BAC seqe BC u E , a simetrala∠ABE seqe AE u S . Dakle dve simetrale se seku, pa je u

pita�u pramen konkurentnih pravih.



Teorema (16.8)

Prave koje sadr�e visine trougla pripadaju jednom

pramenu. BD

Ne nu�no konkurentnom.

Teorema (16.11-14)

Ako su a i b dve razne prave jedne ravni tada postoji

jedinstveni pramen pravih te ravni takav da sadr�i a i b.
(Oznaqavamo ga X(a,b).)
Ako je P taqka te ravni onda postoji jedinstvena prava p, t.d.
P ∈ p i p ∈ X(a,b). BD

Teorema (16.15-17)

Neka je a,b, c ∈ X . Tada je Sc ○ Sb ○ Sa = Sd akko je osa

simetrije a i c istovetna sa osom simetrije b i d . U tom

sluqaju je i d ∈ X . BD

Definicija

Neka je X pramen pravih ravni π i X ∈ π taqka koja ne pripada

svim pravama X . Skup svih taqka ravni π osnosimetriqnih

taqki X u odnosu na prave pramena X je epicikl E(X ,X ).

Primer Neka je XO pramen konkurentnih pravih. Tada

X ′ ∈ E(XO ,X ) akko OX ≅ OX ′. Ovaj epicikl je krug , ko-

jeg jox oznaqavamo sa k(O,OX ), O je �egov centar , a OX
polupreqnik .

Primer Neka je Xs ortogonalni pramen. Neka su X0 i X ′
0

projekcije taqaka X ,X ′ na s. Tada je X ′ ∈ E(Xs ,X ) akko
X ′X ′

0
≅ XX0 i X ,X ′ −.. s. Ovaj epicikl je ekvidistanta , s je

�ena osnova , a XX0 �ena visina .

Primedba U opxtem sluqaju, u apsolutnoj ravni, ekvidis-

tanta NIJE prava. Ipak ako je visina ekvidistante E nula,

onda je E = s prava.

Teorema

Dva epicikla E(X ,X ) i E(X1,X1) su istovetna akko X = X1 i
X1 ∈ E(X ,X ). BD



Ako dve taqke pripadaju epiciklu, simetrala

du�i �ima odre�ene pripada odgovaraju�em

pramenu. Kako je pramen odre�en dvema

pravama, epicikl je odre�en sa tri svoje

taqke. Neka su A,B,C proizvo	ne taqke.
Ako su kolinearne, simetrale du�i BC ,CA,AB pripadaju

jednom ortogonalnom pramenu. Ako su nekolinearne, onda su

tri medijatrise ivica trougla △ABC prave jednog pramena.

Zato, za svake tri taqke postoji taqno jedan epicikl koji ih

sadr�i.

Zato, dva razna epicikla (ili prava i epicikl) mogu imati

najvixe dve taqke zajedniqke.

Definicija

Neka je E epicikl odre�en pramenom X , X ∈ E
i p ∈ X , X ∈ p. Prava t, t.d. X ∈ t, t�p je

tangenta epicikla E u X .

Mo�e se pokazati:

ako epicikl nije linearan onda �egova tangenta sa �im

ima taqno jednu zajedniqku taqku;

sve taqke nelinearnog epicikla su sa iste strane �egove

proizvo	ne tangente;

epicikl "ograniqava" konveksnu oblast.


