
19. Aksiome neprekidnosti

Qetvrta grupa aksioma sadr�i dve aksiome, na kojima se

zasniva geometrijska teorija neprekidnosti.

IV1 (Arhimed-Eudoksova aksioma) Neka su AB i CD dve du�i.

Na polupravoj AB postoji konaqan niz taqaka A1, . . . ,An t.d.

va�i B(A,A1, . . . ,An), B(A,B,An) i
AA1 ≅ A1A2 ≅ ⋅ ⋅ ⋅ ≅ An−1An ≅ CD.

Dakle, postoji n ∈ N t.d. je n ⋅ CD > AB.

IV2 (Kantorova aksioma) Ako je [A1B1], [A2B2], . . . , [AnBn], . . .
niz zatvorenih du�i jedne prave t.d. za svako n va�i[An+1Bn+1] ⊂ [AnBn], onda postoji bar jedna taqka X takva da

X ∈ [AnBn], za svako n.

Geometrija koja je zasnovana na aksiomama I − IV grupe je

apsolutna geometrija.

Teorema (21.5)

(Dedekindova teorema) Neka su sve taqke neke prave p
(poluprave, du�i) pode	ene u dva skupaM i N tako da va�i:

1. svaka taqka iz p pripada taqno jednom od skupovaM i N ,

2. skupoviM i N su neprazni,

3. Izme�u dve taqke jednog skupa nema taqka drugog skupa.

Tada postoji jedinstvena taqka X ∈ p takva da su sve taqke izM∖{X} sa jedne, a iz N ∖ {X} sa druge strane taqke X .

Dokaz. Neka su M1 ∈ M i N1 ∈ N proizvo	ne.
Neka je A takva da je B(A,M1,N1). Ako bi

A ∈ N onda bi izme�u dve taqke A i N1 skupaN postojala taqka skupaM xto nije mogu�e.
Zato A ∈ M. Sliqno, ako je B(M1,N1,B) onda je B ∈ N .

Neka je S1 sredixte du�i M1N1. Taqka S1 pripada jednom od

ova dva skupa. Npr. neka S1 ∈ M.



Oznaqimo tada M2 = S1, N2 = N1. Uoqimo da sve taqke izme�u

M1 i M2 pripadaju skupuM.

Nastavimo ovaj postupak: neka je Sn sredixte du�i MnNn.

Ako Sn ∈ M onda Mn+1 = Sn,Nn+1 = Nn, a u suprotnom

Mn+1 =Mn i Nn+1 = Sn. Sve taqke izme�u Mn i Mn+1 pripadaju
skupuM, a sve taqke izme�u Nn i Nn+1 pripadaju N (ako npr.

Nn = Nn+1 onda to va�i trivijalno).

Na ovaj naqin dobijamo beskonaqan niz zatvorenih du�i[M1N1], [M2N2],. . . , [MnNn], . . . gde je svaka du� sadr�ana u

prethodnoj. Zato, na osnovu IV 2 postoji bar jedna taqka X koja

im svima pripada. Pri tom su sve taqke Mi ≠ X sa jedne, a

Ni ≠ X sa druge strane X .
Pretpostavimo da postoji taqka X1 ≠ X koja pripada svim

du�ima [MnNn]. Uoqimo da je

M1N1 =M2N2 +M2N2 = 2M2N2= . . . = 2n−1MnNn > 2n−1XX1.

Znaqi, tada bi za proizvo	no n zbir 2n−1 du�i podudarnih

XX1 bio ma�i od M1N1 xto je u kontradikciji sa IV 1. Dakle,

X je jedinstvena taqka koja pripada svim ovim du�ima.

Neka npr. X ∈ M. Tada su po postavci sve taqke poluprave sa

temenom X koja sadr�i Mi iz skupaM.

Neka je Y taqka komplementne poluprave. Treba pokazati da

Y ∈ N . Za proizvo	no i va�i NiX < NiMi . Postoji n t.d. je

M1N1 < 2n−1XY . Tada

2n−1NnX < 2n−1MnNn =M1N1 < 2n−1XY ,
pa je NnX < XY i Nn ∈ (XY ). Ako bi Y ∈ M onda bi izme�u

dve taqke Y i X skupaM postojala taqka drugog skupa (☇).
Zato Y ∈ N .

Ka�emo da X razdvaja skupoveM i N .

Uz pretpostavku da va�e prve tri grupe aksioma mo�e se

pokazati da su aksiome IV 1 i IV 2 ekvivalentne Dedekin-

dovom tvr�e�u.

Jedna od najva�nijih posledica aksioma neprekidnosti je

mogu�nost da se uvede mera du�i.

Definicija

Funkcija L ∶ D → R+, gde je D skup svih du�i, je mera du�i

ako za �u va�i:

1. postoji d ∈ D, L(d) = 1,
2. ako je d1 ≅ d2 onda je L(d1) = L(d2),
3. ako za d1,d2,d3 ∈ D va�i d1 + d2 = d3 onda je i
L(d1) + L(d2) = L(d3).
Du� d , za koju je L(d) = 1, je jediniqna du�.



Lako se mo�e pokazati za meru du�i L:
1. a < b⇔ L(a) < L(b),
2. a ≅ b⇔ L(a) = L(b).
Teorema (22.2)

Neka je L mera du�i. Tada je funkcija L′ tako�e mera du�i
akko postoji pozitivan realan broj λ t.d. L′ = λL. BD

Teorema (22.3)

Ako je d proizvo	na du�, onda postoji jedinstvena mera L t.d.

L(d) = 1. BD

Teorema (22.4)

Ako je L data mera i α pozitivan realan broj, onda postoji

du� d t.d. je L(d) = α. BD

Neka je L mera du�i. Preslikava�e ρ iz skupa parova taqaka

u R+
0
, dato sa

ρ(A,A) = 0,
ρ(A,B) = L(AB)

je funkcija rastoja�a ili metrika. Ona qini apsolutni

prostor metriqkim prostorom .

Na sliqan naqin, mo�emo uvesti funkciju mere ugla koja

uglovima dode	uje pozitivne brojeve, t.d. podudarni uglovi

imaju istu meru i koja je usaglaxena sa sabira�em uglova.

Sve mere uglova su me�usobno srazmerne, a mi �emo nada	e

koristiti onu koja pravom uglu dode	uje vrednost π
2
.

Sliqnost. Druga va�na posledica aksioma neprekidnosti je

mogu�nost uvo�e�a pojma sliqnosti.

Definicija

Preslikava�e P prave, ravni ili prostora na sebe je

sliqnost sa koeficijentom k , k > 0 ako za proizvo	ne dve

taqke A,B va�i ρ(P(A),P(B)) = kρ(A,B).
Uoqimo da su izometrije sliqnosti sa koeficijentom k = 1.
Definicija

Ako postoji sliqnost P takva da je P(Φ) = Φ′ onda su likovi
Φ i Φ′ sliqni i pixemo Φ ∼ Φ′.
Svaka sliqnost je bijekcija. U analogiji sa izometrijama,

mo�e se pokazati da za sliqnosti P1 i P2, sa istim domenom,

va�i da su P−1
1

i P1 ○ P2 sliqnosti.



Zato je skup svih sliqnosti sa istim domenom grupa u odnosu

na kompoziciju transformacija, a relacija ∼ je relacija

ekvivalencije.

Teorema (22.11-14)

Neka je P sliqnost. Tada va�i:

1. B(A,B,C) ⇒ B(P(A),P(B),P(C)),
2. (A,B) ≅ (C ,D) ⇒ (P(A),P(B)) ≅ (P(C),P(D)),
3. za proizvo	ni ugao α va�i P(α) ≅ α. BD

Primedba Dakle, P "quva" kolinearnost, pa slika prave u

prave, ravni u ravni,... Tako�e, sliqnost "quva" uglove.


