
20. Le�androve teoreme

Dokaza�emo qetiri teoreme o zbiru unutrax�ih uglova u

trouglu.

Teorema (23.1)

Zbir unutrax�ih uglova proizvo	nog trougla nije ve�i od π.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji trougao ABC qiji je zbir

unutrax�ih uglova ve�i od π.

Neka su C1, . . . ,Cn t.d. B(B,C ,C1, . . . ,Cn) i BC ≅ CC1 ≅ C1C2⋅ ⋅ ⋅ ≅ Cn−1Cn i neka su A1,A2, . . . ,An taqke poluravni sa rubom

BC kojoj pripada i A t.d. △ABC ≅ △A1CC1 ≅ ⋅ ⋅ ⋅ ≅ △AnCn−1Cn.

Tada je AB ≅ A1C ≅ ⋅ ⋅ ⋅ ≅ AnCn−1, AC ≅ A1C1 ≅ . . .AnCn,∠ABC ≅ ∠A1CC1 ≅ ⋅ ⋅ ⋅ ≅ ∠AnCn−1Cn(= β) (∗),∠ACB ≅ ∠A1C1C ≅ ⋅ ⋅ ⋅ ≅ ∠AnCnCn−1(= γ) (∗∗).
Tada je i ∠ACA1 ≅ ∠A1C1A2 ≅ ⋅ ⋅ ⋅ ≅ ∠An−1Cn−1An, kao dopune

uglova iz (∗) i (∗∗) u temenima C , C1, . . .Cn−1 do opru�enog.

Sada je △ACA1 ≅ △A1C1A2 ≅ ⋅ ⋅ ⋅ ≅ △An−1Cn−1An po SUS, pa je i

AA1 ≅ A1A2 ≅ ⋅ ⋅ ⋅ ≅ An−1An.

Pretpostavka je da je

∠BAC +∠ACB +∠CBA > ∠ACA1 +∠ACB +∠A1CC1(= π),
pa je ∠BAC > ∠ACA1. Kako jox za trouglove △BAC i △A1CA

va�i BA ≅ A1C i CA ≅ AC , sledi da je BC > AA1 i postoji

du� d1 t.d. BC −AA1 = d1. Zbog nejednakosti trougla

prime�ene na △ABC postoji i du� d2 t.d. BA +AC −BC = d2.



Zbog nejednakosti trougla "najkra�i put" izme�u taqaka B i

Cn je preko du�i BCn, pa je

BA +AA1 +A1A2 + ⋅ ⋅ ⋅ +An−1An +AnCn > BCn

BA + nAA1 +AC > (n + 1)BC
BA +AC −BC > n(BC −AA1)

d2 > n ⋅ d1, za svako n, ☇.
Za proizvo	ni trougao △ABC oznaqimo sa σ(△ABC) zbir
�egovih unutrax�ih uglova. Tada je σ(△ABC) ≤ π. Oznaqimo
sa δ(△ABC) = π − σ(△ABC) defekt trougla ABC . Tada je

0 ≤ δ(△ABC) < π.
Neka je X proizvo	na taqka ivice BC trougla

ABC i neka su mere uglova ∠BAX = α1,∠XAC = α2, ∠ABC = β, ∠ACB = γ, ∠AXB = ω,
pa je ∠AXC = π − ω. Tada je

δ(△ABX ) + δ(△ACX ) = π − (α1 + β + ω) + π − (α2 + γ + π − ω)= π − (α1 + α2 + β + γ) = δ(△ABC).
Dakle defekt je usaglaxen sa razlaga�em jednog trougla na

("ma�e") trouglove.

Teorema (23.2)

Ako postoji trougao kome je zbir unutrax�ih uglova π, onda je
svakom trouglu zbir unutrax�ih uglova π.

Dokaz. Neka je σ(△ABC) = π. Prvo , razlo�imo ga na dva

pravougla trougla. U proizvo	nom trouglu zbir uglova je ne

ve�i od π.

Zato su bar dva ugla trougla oxtri, npr. ovde∠ABC i ∠ACB. Tada je podno�je visine D iz

taqke A na BC , t.d. B(B,D,C).

Sada je δ(△ABD)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
0≤

+ δ(△ACD)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
0≤

= δ(△ABC) = 0, pa je i
δ(△ABD) = 0.
Drugo , "konstruiximo dovo	no veliki trougao" kome je

defekt 0.

Neka su A1 i B1 t.d. su A i B redom, sredixta

du�i DA1 i DB1. Neka je K t.d. K ,D −..AB i(A,B,D) ≅ (B,A,K). Tada je∠KAB +∠BAD ≅ ∠ABD +∠BAD = π
2
, pa je∠KAA1, a sliqno i ∠B1BK prav. Sada su, po

SUS, △B1BK ≅ △KAA1 ≅ △BDA. Zato je

∠KB1B ≅ A1KA ≅ ∠ABD = β i ∠B1KB ≅ ∠KA1A ≅ ∠BAD = α.
Sledi ∠B1KB +∠BKA +∠AKA1 = π, pa su taqke B1,K ,A1

kolinearne i va�i B(B1,K ,A1). Zato su i ∠KB1B i ∠KA1A
uglovi trougla △A1B1D, pa je σ(△A1B1D) = α + β + π

2
= π.



Nastav	aju�i postupak, neka su A2, . . . ,An i B2, . . . ,Bn takve

da su Ai i Bi , redom sredixta du�i DAi+1 i DBi+1. Tada je
DAn = 2nDA, DBn = 2nDB i σ(△AnBnD) = π.
Tre�e , neka je sad △PQR proizvo	ni trougao. I on se mo�e

nekom svojom visinom razlo�iti na dva pravougla, npr.

visinom PS .
Posmatrajmo △PSQ. Postoji n t.d. je

istovremeno DAn > SP i DBn > SQ. Neka su X i

Y t.d. B(S ,P,X ), B(S ,Q,Y ), SX = DAn i

SY = DBn. Tada je, po SUS, △XSY ≅ △AnDBn, pa

je δ(△XSY ) = δ(△AnDBn) = 0. Sada
0 = δ(△XSY ) = δ(△XYQ) + δ(△XQS)= δ(△XYQ)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

0≤
+ δ(△XQP)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

0≤
+ δ(△PQS)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

0≤
, pa je

δ(△PQS) = 0. Sliqno je i δ(△PRS) = 0, pa je i
δ(△PQR) = δ(△PQS) + δ(△PRS) = 0 + 0 = 0.

Teorema (23.3)

Postoji trougao kome je zbir unutrax�ih uglova π akko svaka

prava normalna na jednom kraku proizvo	nog oxtrog ugla

seqe drugi krak tog ugla.

Dokaz. Neka je zbir uglova u trouglu π i pOq proizvo	an

oxtar ugao. ⇒∶ Neka je P ∈ p i Q podno�je normale iz P na

q. Neka su P1 i Q1 t.d. su P i Q, redom,
sredixta OP1 i OQ1. Tada, po SUS,△OQP ≅ △Q1QP. Neka je K t.d. Q,K −..PQ1 i(P,Q,Q1) ≅ (Q1,K ,P). Tada je ∠POQ ≅ ∠PQ1Q≅ ∠Q1PK = α, ∠OPQ ≅ ∠Q1PQ ≅ ∠PQ1K = β.
Va�i α + β = π

2
. Zato je ∠P1PK = π − 2β − α = α,

pa je △P1PK ≅ △POQ, po SUS.

Zato je i ∠PP1K = β, ∠P1KP = π
2
. Sada, ∠P1KQ1 = π

2
+ π

2
, pa

su taqke P1,K ,Q1 kolinearne i va�i B(P1,K ,Q1). Zato je∠KQ1Q = α + β = π
2
ujedno i ugao △P1Q1O. Dakle, Q1 je

podno�je normale iz P1 na q.

Nastavimo postupak. Neka su P2, . . . ,Pn i Q2, . . . ,Qn t.d. su Pi

i Qi sredixta du�i OPi+1 i OQi+1. Tada je Qn podno�je

normale iz Pn na q. Pri tom je OPn = 2nOP, OQn = 2nOQ.
Neka je n ⊥ q proizvo	na i n ∩ q = {X}.
Postoji n t.d. je OQn > OX . Tada n seqe jednu

ivicu △OPnQn, pa seqe jox taqno jednu

ivicu. Ako bi se prave n i PnQn sekle

postojale bi dve razne normale iz preseqne

taqke na q. Zato n ∩ PnQn = ∅ i n seqe du�

OPn u nekoj taqki.



⇐∶ Neka svaka prava normalna na jednom kraku oxtrog ugla

seqe drugi krak. Pretpostavimo da je zbir uglova u trouglu

ma�i od π.
Neka su Q,Q1 ∈ q t.d. je Q sredixte OQ1 i

neka normale na q u Q i Q1 seku p u P i P1.

Va�i △PQO ≅ PQQ1 po SUS, pa je

δ(△PQO) = δ(△PQQ1) > 0. Pri tom je

δ(△OP1Q1) = δ(△PQO) + δ(△PQQ1) + δ(△PP1Q1)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶>0
pa je δ(△OP1Q1) > 2δ(△PQO). Neka su Q2, . . . ,Qn t.d. je Qi

sredixte OQi+1 i Pi , i = 2, . . . ,n preseci normala iz Qi na q sa

p. Tada je 2n δ(△OPQ)´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
0<

< δ(△OPnQn) < π, xto je u

kontradikciji sa neprekidnox�u realnih brojeva .

Teorema (23.4)

Postoji trougao kome je zbir unutrax�ih uglova π akko za

svaku taqku A i pravu p koja je ne sadr�i, u �ima odre�enoj

ravni postoji taqno jedna prava a incidentna sa A i

disjunktna sa p.

Dokaz.
Neka je P podno�je normale n iz A na p. Neka
je a prava, A ∈ a i a�n. Tada su a i p
disjunktne, jer bi u protivnom iz preseqne

taqke postojale dve normale na n. Dakle, bez
obzira na pretpostavku, uvek postoji bar

jedna takva prava.⇒∶ Neka je zbir uglova u trouglu π. Treba pokazati da p seqe

svaku pravu c ≠ a, A ∈ c .

Neka je X ∈ c , t.d. X ,P −.. a. Tada ∠PAX
pripada jednom pravom uglu izme�u AP i a, pa
je ∠PAX oxtar. Kako je zbir uglova u trouglu

π, svaka prava normalna na kraku AP tog

oxtrog ugla seqe drugi krak, pa kako je p�AP
sledi p seqe AX , tj. c .⇐∶ Neka jedino a ispu�ava uslov.

Pretpostavimo da je zbir uglova svakog

trougla ma�i od π. Neka je B ∈ p, B ≠ P. Neka
je C ∈ a, C ≠ A, C ,B −.. n. Kako je∠PAB +∠PBA < π

2
, a ∠PAB +∠BAC = π

2
,

sledi da je ∠BAC > ∠PBA. Zato postoji

poluprava Ax ⊂ ∠BAC t.d.∠(AB,Ax) ≅ ∠PBA. Kako, po pretpostavci p
seqe sve prave kroz A sem a, sledi da postoji

Ax ∩ p = {D}.
Sada je ∠PBA ≅ ∠BAD, a pri tom su to spo	ax�i i nesusedni

unutrax�i ugao za △ABD (☇). Dakle δ(△APB) = 0.


