20. JlexxaHapoBe Teopeme

Jokazahemo yeTupu Teopeme o 30Upy yHYTpaLUHUX YrA0Ba Yy
TPOYI1y.
Teopema (23.1)

36up yHyTpaLHKX YrioBa Npou3BosbHOT Tpoyria Huje Befin og .
[oka3s. [lpetnoctaBumo ga noctoju Tpoyrao ABC uujn je 36up

YHyTpalwmux yrnoea eehu og .
A Al Az A

. ‘ ®
B C Cles - Cn1 Cn
Heka cy C1,...,Cn T.4. B(B, C, C1,...,C,,) n BC = CC1 = C1C2
-2 Cy1Cy v Heka cy A1, Ay, ..., A, Tauke nonypaeHun ca pybom

BC «xojoj npunaga n At.g0. AABC 2 AA1CG 2 -+ 2 AALC 1 G

Tapaje ABz A1 Czx-- 2 A,Cq, AC2AIG 2. AG,

2ABC = AA1CC1 Z... = AA,,C,,_1C”(= ﬁ) (*),

2ACB=z= £AGC 2 2 2A,CChi1(=7y) (4%).

Tapajen cACA; 2 £ A1GAy 2 2 2 A-1 Cho1An, Kao ponyHe
yrnoea u3 (*) n (xx) y Temenuma C, Cy, ... C,_1 BO ONPY>KEHOT.
Capa je AACAI 2 0A1GAY 2 -2 AA, 1Ch 1A, o CVC, najen
AAl = A1A2 2... = An—lAn-

[NpetnocTaeka je ga je
2BAC+ 2ACB+ «CBA> £ACA; + 2£ACB + £ A1 CCi (=),

na je «BAC > 2 ACA;. Kako jow 3a tpoyrnose ABAC n AA;CA

Baxxu BA2 AiC n CA=x AC, cnegn pa je BC > AA; v noctoju
ayx di 1.4. BC — AA; = di. 360or HejefHakoCTu Tpoyrna
npumerseHe Ha AABC noctoju n gyx dr 7.54. BA+ AC - BC = d>.

[



36or HejegHakocTn Tpoyrna "Hajkpahn nyT” namely Tavaka B u
C, je npeko pyxu BC,, na je
BA + AA; + AjAs +---+ A1 An + ARG > BC,
BA + nAA; + AC> (n+1)BC
BA+ AC - BC > n(BC - AA;)

dp>n-dy, sacsakon,s. [

3a npownssosbhu Tpoyrao AABC o3zHauumo ca o(AABC) 36up
HEroBuX yHyTpawux yrioea. Taga je o(AABC) < w. O3Hauumo
ca 0(2AABC) =7m-0(AABC) pedekt tpoyrna ABC. Taga je
0<d(AABC) <.

Heka je X npoussosbHa Tauka neuye BC Tpoyrna
ABC n Heka cy mepe yrnoea <« BAX = aj,
2XAC =y, 2ABC =03, £ACB =+, £AXB = w,
naje zAXC=n-w. Taga je

0(AABX) +0(2ACX) =t (a1 +B+w)+m—(p+y+T-w)
=m—-(a1+ap+P+7)=0(2ABC).

Hakne pedbekT je ycarnalleH ca pasfiararbem jefHOr TPOyria Ha
("marbe” ) Tpoyrnose.

Teopema (23.2)

AKo mocTojn Tpoyrao Kome je 36up yHyTpallrbux YrioBa 7, oHAa je
CBAKOM TpOyray 30mp yHyTpalUukbUX YrioBa 7.

Hoka3. Heka je 0(AABC) =7. [lpBo, pasnoxumo ra Ha aga
npasoyrna Tpoyrna. Y npousBosbHOM Tpoyray 30up yrioea je He

sehin on .
A 3aTo cy bap ABa yrnia Tpoyria OWTpU, HNpP. OBAE
AL 2ABC n £ACB. Taga je nogHoxje BucuHe D us
Walch . Tauke A Ha BC, t.a. B(B,D, ().

Capa je (AABD) +6(AACD) =6(AABC) =0, na jen

0< 0<
0(AABD) =0.
Apyro , " KOHCTPYULINMO LOBOJ/bHO BENMKU TPOyrao” KoMme je
nedexT 0.

Heka cy A1 n By 1.5. cy A n B pegom, cpeguiTa
ayxu DA; v DB;. Heka je K 1.4. K,D<AB n
(A,B,D) % (B,A,K). Taga je

2KAB+ «BAD = 2ABD + «BAD = 7, na je

2 KAA1, a canddo n < By BK npae. Caga cy, no
CVYC, AB1BK 2 AKAA; 2 ABDA. 3aTo je

B B
2KBi1B=AKAz= 2ABD = un «BiKB~ 2KA1A~ 2BAD = a.
Cnegn 2B KB+ «BKA+ 2AKA; =7, na cy Tadke By, K, A;
konuueapHe n Baxxu B(Bi, K,A1). 3atocy u «KB1B n < KA A
yrnosu Tpoyrna AA1BiD, na je 0(AABID)=a+ [+ 75 =m.




Hacraesmajyhin nocrtynak, Heka cy Az,...,Ap n By, ..., B, Takee
fa cy A; n B;, pegom cpeguwta ayxun DA; 1 v DBj,1. Taga je
DA, =2"DA, DB, =2"DB n o(AA,B,D) = .

Tpefie , Heka je cag A PQR npounssosbHn Tpoyrao. V1 oH ce moxe
HEKOM CBOjOM BUCWHOM Pa3fioXXWUTW Ha ABa NpaBoyria, HAp.

BucuHom PS. i i i
Mocmatpajmo APSQ. Moctoju n 1.4. je

ncrospemero DA, > SP n DB, > SQ. Heka cy X u
P Y 1.4 B(S,P,X), B(S,Q,Y), SX = DA, u
AA SY = DB,. Taga je, no CYC, AXSY = AA,DB,, na
a s R je 0(AXSY) =6(2A,DB,) =0. Capa

b 0=0(AXSY)=06(AXYQ) +5(2XQS)
=5(AXYQ)+0(AXQP)+d(APQS), na je

0< 0< 0<
0(APQS) =0. Chnuno je n 6(APRS) =0, na jen
d(APQR) =6(APQS)+6(APRS)=0+0=0. O

Teopema (23.3)

[MocToju Tpoyrao kome je 36Up yHYTpalUHUX Yr0Ba T aKKO CBaKa
npaBa HOpMaJiHa Ha jeAHOM KpaKy MpOU3BOJbHOI OLITPOr yria
ceye Apyru Kpak Tor yrna.

Hdoka3. Heka je 36up yrnosa y tpoyray m n pOg npoussosbaH

owTap yrao.
=: Heka je P € p n Q nogHoxje Hopmane n3 P Ha

q. Hekacy Py n Q1 1.a. cy P n Q, pegowm,

P cpeanwTa OP; v OQq. Tapa, no CYC,
o 7 AOQP =2 A@QQP. Heka je K 1.a. Q,K=PQ1 n
RIP ? K (P, Q, Ql)E(Ql,K,P). Ta,u,a je LPOQE LPQlQ
d (Q‘ , o * 2 QPK=a, 20PQ=z £@Q1PQ = 2P\ K =4.
Q1

Baxun a+f=75. 3atoje 2zPIPK=7-28-a=q,
na je APPK 2 APOQ, no CVC.

3atojeu «PPiK =3, 2P1KP = g Capa, £ P1K@Q = g +Z na
cy Tauke P1, K, Q1 konuneapre n Baxu B(P1, K, Q1). 3aTo je
LK Q=a+p8= g yjeaHo n yrao APy Q1 0. Jakne, @1 je
nogHoxje Hopmane n3 P; Ha q.
Hacrasumo noctynak. Hekacy Ps,...,Ppun Qo,...,Q, T.4. cy P;
n Q; cpeanwta gyxun OP;1 n OQ;y1. Taga je Q, noaHoxje
Hopmasne us P, Ha q. [Npu Tom je OP, =2"0P, 0Q, =2"0Q.
Heka je n L g npoussosmsHa n nnq = {X}.
Moctoju n 1.4. je OQ, > OX. Taga n ceye jegHy
P, neuuy AOP,Q,, na ceye jow Ta4yHO jeaHy
neuuy. Ako 6u ce npaee n n P,Q, cekne
nocTtojane b6y ABe pa3sHe HOPMaJe U3 MPeceYHe
Tauke Ha g. 3aTto nN P,Q, =@ n n ceve gyx
OP,, y HeKoj TauKu.




<=: Heka cBaka npaBa HopManHa Ha jeAHOM KpaKy OLUTPOr yria
ceve gpyru kpak. [Npetrnoctasumo ga je 36up yrnoea y tpoyray
Marbl Of 7.

Heka cy Q, Q1 € g T.4. je Q cpeanwte OQ; n
Heka Hopmane Ha gy Q u Q1 ceky py P n Py.

P
: Baxu APQO = PQQ; no CVC, na je
P S(APQO) =6(APQRQRy) > 0. Mpu Tom je
S5 > d(AOPLQ1) =0(APQO) +0(APQRR:) +5(APPLQy)
—_———
>0
na je 5(AOP1Q1) > 25(APQO) Heka cy @,...,Q, 1.4 je Q;
cpeanwte OQj1 v P, i=2,...,n npeceun Hopmana ns Q; Ha g ca
p. Taga je 2"5(AO0PQ) < 0(20P,Q,) <, wTo je y
————
0<
KOHTPaguKLMju ca HenpekngHowhy peanHux bpojera . O

Teopema (23.4)

[MocTojn Tpoyrao kKome je 36Up yHYTpalltbnX YrOBa T aKKo 3a
CBaky Tauyky A 1 npaBy p koja je He cagpxxu, y kbumMa ogpeheHoj
paBHU MOCTOjU Ta4yHO jefHa MpaBa a UHUMAEHTHa ca A u
JUCjYHKTHA ca p.

okas.
A Heka je P nogHoxje Hopmane n n3 A Ha p. Heka
A je anpaea, Acanaln. Tagacyanp
e OUC]YHKTHe, jep 61 y NPOTUBHOM U3 MpecedHe
n Tayke nocTojasie aBe Hopmase Ha n. Hakne, bes
—ph—p ob3npa Ha npeTnocTaBky, yBek noctoju bap

jenHa TakBa npaea.
=: Heka je 36up yrnoea y tpoyrny w. Tpeba nokasaTtu ga p cede

cBaky npaBy c #+ a, Aec.

Heka je X e ¢, 1.a. X,P=a. Taga « PAX

A npunaga jegHom npasom yrny nsmehy AP n a, na

a_qw je < PAX owrtap. Kako je 36up yrnoea y Tpoyray
7, CBAKa npasa HOpMasHa Ha kpaky AP Tor

—ph—p OLWITPOr yria ceye ApPyru Kpak, na kako je pLAP

cnegn p cede AX, Tj. c.
<: Heka jeguHo a ncnywasa ycnos.

[NpeTtnocTaBumo pa je 36up yrnoea ceakor
Tpoyrna mawu of 7. Heka je Bep, B+ P. Heka
je Cea, C+A, C,B=n. Kako je

— et 2PAB+ 2PBA<Z,a «PAB+ 2 BAC =
R cnean pa je < BAC > « PBA. 3aTo nocToj
B nonynpasa Ax c < BAC T1.4.

B

=N

< (AB,Ax) = 2 PBA. Kako, no npetnocrasuyu p
ceye cBe npase kpo3 A cem a, cieam aa nocToju
Axnp={D}.

Capa je £PBA =z 2BAD, a npn ToM Cy TO CNo/ballkbi 1 HECYCEAHU
yHyTpawksy yrao 3a AABD (4). Lakne §(AAPB) = 0. O




