
21. Paralelnost u apsolutnom prostoru

Prvo �emo dokazati teoremu na osnovu koje �emo mo�i da

uvedemo pojam paralelnosti.

Teorema (25.1)

Neka su A i p, taqka i prava jedne ravni i A ∈/p. Me�u svim

polupravama te ravni sa temenom A koje ne seku p postoje

taqno dve, b′ i c ′, t.d. proizvo	na poluprava sa temenom A
seqe pravu p akko pripada onom od uglova sa kracima b′ i c ′
kojem pripada i p.

Poluprave b′ i c ′ ne seku p i p pripada jednom od uglova

�ima odre�enim. Po teoremi sve poluprave tog ugla sa

temenom A seku p, a b′ i c ′ su "prve" koje ne seku p.

Dokaz. Neka je n prava, A ∈ n, n�p, n ∩ p = {P} i a prava t.d.

A ∈ a, a�n. Tada su a i p disjunktne. Neka je X ∈ a, X ≠ A.
Poka�imo da postoji b′ ⊂ ∠PAX koja "razdvaja" poluprave∠PAX sa temenom A na one koje seku i koje ne seku p.

Svaka od polupravih ∠PAX seqe du� PX .
Podelimo taqke du�i PX u skupoveM i N
t.d. taqka Y pripada skupuM ako poluprava

AY seqe p, a inaqe pripada N . Ovim svaka

taqka pripada taqno jednom od skupova. Pri

tom P ∈ M, X ∈ N , pa su oni neprazni.

Neka su M1,M2 ∈ M. Tada AM1 i AM2 seku a u nekim taqkama

A1 i A2. Ako je B(M1,T ,M2), onda poluprava AT pripada

konveksnom uglu M1AM2, pa seqe i du� A1A2 kojoj su temena

na kracima tog ugla. Dakle, tada T ∈ M, tj. izme�u dve taqke

skupaM nema taqaka skupa N .



Neka je N1,N2 ∈ N . Pretpostavimo da postoji taqka T ∈ M,

t.d. B(N1,T ,N2). Tada P,N1,T ,N2 mo�emo linearno urediti

i P nije izme�u N1 i N2, npr. B(P,N1,T ,N2). Tada je
P,T ∈ M, pa je i N1 ∈ M, ☇. Znaqi i izme�u dve taqke iz N
nema taqaka izM.

Po Dedekindovoj teoremi tada postoji taqka B ∈ PX koja

razdvajaM i N .
Kom skupu pripada B? Pretpostavimo B ∈ M.

Tada AB seqe p u B1. Postoji T1 t.d.B(P,B1,T1), a tada poluprava AT1 pripada∠B1AX i seqe du� BX u T , pa jeB(P,B,T ,X ).

Sada T ∈ M, pa se taqke skupaM nalaze sa obe strane B i B
ne razdvaja skupove, ☇. Dakle B ∈ N , i sve poluprave

otvorenog ugla ∠(PAB) seku a, a poluprave ∠[BAX ] ne seku a.
Oznaqimo b′ = AB. Uoqimo Sn ∶ n, a,p ↦ n, a,p. Neka jeSn(b′) = c ′. Tada i sve prave otvorenog ∠(c ′,AP) seku p.
Poluprave b′, c ′ ispu�avaju uslove teoreme.
Definicija

Poluprave b′, c ′ su paralelene pravoj p (pixemo b′∣∣p).
Tako�e, ako je b prava koja sadr�i b′ onda je i b∣∣p. Ako je p′
poluprava prave p, t.d. b′ i p′ pripadaju istoj poluravni qiji

rub sadr�i �ihova temena onda su i poluprave b′ i p′
paralelne.

Primedba Dakle, uveli smo relaciju na skupu pravih, zatim

na skupu polupravih i izme�u pravih i polupravih. Nijedna

od ovih relacija, po definiciji, nije refleksivna.

Primedba... Tako�e, ako su c i b prave koje sadr�e c ′ i b′,
va�i b∣∣p, c ∣∣p (mo�e se pokazati p∣∣c), ali b ∩ c = {A}, i
relacija na skupu pravih nije tranzitivna.

Dakle poluprava b′ sa temenom B je paralelna

polupravoj a′ sa temenom A ako su a′ i b′
disjunktne, a sve poluprave sa temenom B iz

ugla ∠(BA,b′) seku a′.
Definicija

Ugao ∠PAB = ∠(AP,b′) ≅ ∠(AP, c ′) je ugao paralelnosti za

taqku A i pravu p, odnosno za du� AP.

Ako su b′ i c ′ poluprave prave a onda je ugao paralelnosti

prav, a inaqe je oxtar.



Neka je poluprava b′ sa temenom A paralelna pravoj p i P
podno�je normale iz A na p. Neka je I izometrija,I ∶ b′,p,P ↦ b′

1
,p1,P1. Kako I "quva" kolinearnost, I slika

poluprave ∠(PAB) koje seku p u poluprave ∠(P1A1B1) koje �e
se�i p1 pa je i b′

1
∣∣p1. Dakle, izometrije "quvaju"

paralelnost.

Teorema (25.4)

(Teorema o transmisibilnosti) Ako

poluprava m′ sadr�i polupravu n′ tada je
jedna od �ih paralelna pravoj a akko joj je

paralelna i druga. BD

Teorema (25.5)

(Teorema o simetriqnosti) Ako je poluprava

c ′ paralelna polupravoj b′, onda je i b′
paralelna c ′. BD

Teorema (25.6)

(Teorema o tranzitivnosti) Ako su a′, b′, c ′ tri disjunktne

poluprave jedne ravni i ako je a′∣∣b′ i b′∣∣c ′ onda je i a′∣∣c ′.BD
Teorema (25.8-9)

Neka su a i b dve me�usobno paralelne prave ravni π i C ∈/π.
Presek ravni α i β koje sadr�e taqku C i redom prave a i b je

prava c paralelna svakoj od pravih a i b. Pri tom je ona

jedinstvena poluprava koja sadr�i C i paralelna je a i b. BD

Teorema (25.11)

Skup X koji se sastoji iz prave koja sadr�i polupravu p′
ravni π i svih pravih ravni π paralelnih polupravoj p′ je
pramen pravih. BD

Definicija

Ovaj pramen nazivamo paraboliqkim pramenom, odnosno

pramenom paralelnih pravih. Odgovaraju�i epicikl naziva

se oriciklom.


