
23. Aksioma Lobaqevskog

Neka uz aksiome prve qetiri grupe va�i i slede�a aksioma:

V-H (Aksioma Lobaqevskog) Postoje taqka A i prava p koja je

ne sadr�i takve da u �ima odre�enoj ravni postoje bar dve

prave koje sadr�e A i disjunktne su sa p.

Geometrija izgra�ena pomo�u aksioma prve

qetiri grupe i aksiome V-H je hiperboliqka

geometrija, odnosno geometrija

Bo	aj-Lobaqevskog.

Ako va�i V-H, zbog 4. Le�androve teoreme postoji trougao

kome je defekt strogo ve�i od nule, pa je svakom trouglu

defekt pozitivan (2. Le�androva t.), pa zato va�i

Teorema (30.1)

Za svaku taqku A i pravu p koja je ne sadr�i u �ima odre�enoj

ravni postoje bar dve prave koje sadr�e A i disjunktne su sa p.

Slede�i iskazi su ekvivalentni aksiomi Lobaqevskog:

-ugao paralelnosti je oxtar;

-zbir unutrax�ih uglova proizvo	nog trougla je ma�i od π;
-zbir unutrax�ih uglova prostog, ravnog qetvorougla je ma�i

od 2π;
-uglovi na protivosnovici Sakerijevog qetvorougla su oxtri;

-jedan ugao Lambertovog qetvorougla je oxtar;

-postoji prava u ravni oxtrog ugla normalna na jednom

�egovom kraku, koja ne seqe drugi krak.

U hiperboliqkoj geometriji postoji jox jedan stav

podudarnosti trouglova.

Teorema (30.3)

(UUU) Dva trougla su podudarna akko su im podudarni

odgovaraju�i uglovi.



Dokaz. Ako su dva trougla podudarna, onda su im podudarni i

odgovaraju�i uglovi. Treba pokazati da va�i obrnuto.

Neka su △ABC i △A′B ′C ′ t.d.∠BAC ≅ ∠B ′A′C ′, ∠ABC ≅ ∠A′B ′C ′ i∠BCA ≅ ∠B ′C ′A′. Ako va�i AB ≅ A′B ′ onda
su trouglovi podudarni po USU.

Pretpostavimo da to ne va�i, tj. ¬AB ≅ A′B ′. Tada je jedna od

ove dve du�i ma�a od druge, npr AB < A′B ′. Zato postoji

taqka B1 t.d. B(A′,B1,B
′) i AB ≅ A′B1.

Neka je C1 taqka poluprave A′C ′ t.d. AC ≅ A′C1.

Tada va�i jedna od relacija B(A′,C1,C
′), C ′ = C1,B(A′,C ′,C1) (∗).

U svim sluqajevima va�i da je △CAB ≅ △C1A
′B1 po SUS.

Zato je i ∠A′C1B1 ≅ ∠ACB ≅ ∠A′C ′B ′(∗∗),∠A′B1C1 ≅ ∠ABC ≅ ∠A′B ′C ′.
1) Pretpostavimo da je B(A′,C1,C

′). Tada je zbir uglova u

qetvorouglu C ′C1B1B
′ jednak 2π jer∠C ′C1B1 +∠C1C

′B ′ = ∠C ′C1B1 +∠A′C1B1 = π i sliqno∠C1B1B
′ +∠B1B

′C ′ = π, (☇).
2) Pretpostavimo da je C ′ = C1. Iz B(A′,B1,B

′) sledi da je∠A′C ′B1 < ∠A′C ′B ′ xto je u kontradikciji sa (∗∗).
3) Pretpostavimo da je B(A′,C ′,C1). Tada C1,B1 −..C ′B ′, pa
C1B1 seqe C ′B ′ u nekoj taqki X . Tada su podudarni uglovi∠A′C ′X i C ′C1X , spo	ax�i i nesusedni unutrax�i u

trouglu △C ′C1X , (☇).
Dakle, nijedan od sluqajeva (∗) nije mogu� i pretpostavka da

je ¬AB ≅ A′B ′ je pogrexna. Zato va�i AB ≅ A′B ′ i trouglovi

su podudarni.

Primedba Setimo se da sliqnost "quva" uglove. Ako

sliqnost P slika △ABC u △A′B ′C ′ odgovaraju�i uglovi

su podudarni, a po prethodnoj teoremi onda su i trou-

glovi podudarni. Zato, u hiperboliqkoj geometriji,

svaka sliqnost je podudarnost .

Neka je A1A2 . . .An prost, ravan poligon. Tada je zbir �egovih

unutrax�ih uglova strogo ma�i od (n − 2)π.
Definicija

Zbir unutrax�ih uglova prostog, ravnog poligona A1A2 . . .An

je σ(A1A2 . . .An), a defekt tog poligona i odgovaraju�e

poligonske povrxi p je

δ(p) = δ(A1A2 . . .An) = (n − 2)π − σ(A1A2 . . .An).
Va�i 0 < δ(A1A2 . . .An) < (n − 2)π.



Teorema (30.5)

Ako je poligonska povrx p razlo�ena

poligonskom linijom na poligonske povrxi

p1 i p2 onda je δ(p) = δ(p1) + δ(p2). BD

Teorema (30.8-10)

Trougaone povrxi jednakih defekata su me�usobno

razlo�ivo podudarni likovi.

Poligonske povrxi jednakih defekata su razlo�ivo

podudarni likovi. BD

Defekt poligonske povrxi pozitivan, sla�e se sa

razlaga�em povrxi na "ma�e" poligonske povrxi i

podudarni likovi imaju isti defekt.

Definicija

Defekt poligonske povrxi δ(p) je povrxina te povrxi.


