
26. Asimptotski poligoni i funkcija

Lobaqevskog

Ako dopustimo da dve susedne ivice poligona ne budu du�i

ve� dve me�usobno paralelne poluprave (ili prave), dobijeni

lik zva�emo asimptotskim poligonom. Smatramo da tim

dvema paralelnim polupravama odgovara nesvojstveno teme.

Asimptotski poligon mo�e imati vixe nesvojstvenih temena.

Setimo se da mo�emo smatrati da se paralelne prave seku

u beskonaqno dalekoj taqki. U tim terminima, asimptotski

poligon ima bar jedno teme koje je beskonaqno daleka taqka

i koje nazivamo nesvojstvenim.

Teorema (33.1)

Spo	ax�i ugao α′ kod svojstvenog temena A trougla kome je

teme N nesvojstveno, ve�i je od unutrax�eg ugla β kod

svojstvenog temena B.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je α′ < β ili α′ ≅ β.
Ako je α′ < β, onda u uglu β postoji poluprava Bx koja sa BA
odre�uje ugao α′. Kako je poluprava BN paralelna AN,
poluprava Bx seqe AN u nekoj taqki X . Tada trougao ABX
ima podudarne spo	ax�i i nesusedni unutrax�i ugao, (☇).



Ako je α′ ≅ β, neka je S sredixte du�i AB. Tada se
centralnom simetrijom SS taqka A slika u B i obratno, prava

AB u sebe, a prava AN koja u taqki A zaklapa sa AB
orijentisani ugao α′ u pravu kroz B koja sa BN zaklapa isti

orijentisani ugao, dakle u BN.
Neka je n prava S ∈ n, ortogonalna na AN. S obzirom da

sadr�i S , ona se slika u sebe, pa su n i BN, kao slike n i AN,
tako�e ortogonalne. Dakle, onda paralelne prave AN i BN
imaju zajedniqku normalu, (☇).
Teorema (33.2)

Trouglovi ABN i A′B ′N ′ sa nesvojstvenim temenima su

me�usobno podudarni akko su:

(1) me�usobno podudarni uglovi A i A′ i AB ≅ A′B ′;
(2) me�usobno podudarni parovi uglova A i A′, i B i B ′.

Dokaz. Ako su trouglovi podudarni postoji izometrija koja

slika jedan u drugi, i tada su im svi odgovaraju�i uglovi i

stranice me�usobno podudarni. Poka�imo da va�i i obratno.

(1) Neka su X i X ′ taqke
polupravih AN i A′N ′ t.d.
AX ≅ A′X ′.

Tada je △BAX ≅ △B ′A′X ′, zbog SUS i postoji izometrija I
koja slika jedan u drugi. Tada se poluprava AN slika u

polupravu A′N ′. Kako izometrija "quva" paralelnost, prava

BN se slika u pravu kroz B ′ paralelnu A′N ′ tj. B ′N ′. Dakle I
slika ABN u A′B ′N ′.

(2) Pretpostavimo ¬AB ≅ A′B ′.
Tada je jedna du� ve�a od druge,

npr. A′B ′ > AB.

Zato postoji taqka B1 t.d. B(A′,B1,B
′) i A′B1 ≅ AB. Tada su

asimptotski trouglovi ABN i A′B1N
′ me�usobno podudarni,

zbog prethodne stavke. Zato je ∠B ≅ ∠B1. Da	e sledi da su

kod asimptotskog trougla B1B
′N ′ podudarni spo	ax�i i

nesusedni unutrax�i ugao, (☇).
Dakle AB ≅ A′B ′, pa su je i △ABN ≅ A′B ′N ′.
Mo�emo posmatrati dva nesvojstvena trougla ABN i A′B ′N ′
t.d. su uglovi u taqkama B i B ′ pravi. Prethodna teorema
implicira:

Teorema (33.3)

Ako su ABN i A′B ′N ′ asimptotski trouglovi sa nesvojstvenim

temenima N i N ′ i pravim uglovima u temenima B i B ′ onda
va�i: ∠A ≅ A′ akko AB ≅ A′B ′.



Sada mo�emo definisati funkciju Π,
funkciju Lobaqevskog, koja �e du�i AB
mere x dodeliti ugao ∠A = Π(x) (odgovaraju�i
ugao paralelnosti). Dakle Π ∶ D → (0, π

2
).

Zbog prethodne teoreme podudarnim du�ima odgovaraju

podudarni uglovi paralelnosti i obrnuto.

Teorema (33.6)

Ako je A′ taqka poluprave BA onda je A′B > AB akko

Π(A′B) < Π(AB).
Dokaz. Neka je p, B ∈ p, p�AB i neka su s i s ′ poluprave sa
temenima A i A′ me�usobno paralelne i paralelne p. One
odre�uju asimptotske trouglove ABN i A′BN.

Ako je AB < A′B tada je ∠BAN spo	ax�i za

asimptotski trougao AA′N, pa je∠BAN > ∠BA′N, tj. Π(A′B) < Π(AB).
Sliqno, AB > A′B povlaqi Π(A′B) > Π(AB).

Obratno, ako va�i Π(A′B) < Π(AB) a pretpostavimo da va�i

AB > A′B ′ ili AB ≅ A′B ′ zbog prethodnog dobijamo
kontradikciju. Zato je AB < A′B ′.
Sada vidimo da je funkcija Lobaqevskog monotono opadaju�a.

Mo�e se pokazati da je, za jednu odabranu meru du�i u hiper-

boliqkoj ravni, funkcija Lobaqevskog data sa

Π(x) = 2 arctan(e−x).
Odavde se najlakxe vidi da je za x →∞, Π(x) → 0+.
Sliqno, za x → 0+ va�i Π(x) → π
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−, odnosno ugao paralel-

nosti te�i π
2
. Zato mo�emo smatrati da se u hiperboliqkoj

ravni na malim rastoja�ima realizuje geometrija koja je

praktiqno euklidska.


