
4. Poluprava, poluravan, poluprostor

Poluprava

Definicija

Neka su A,B,O taqke prave p i neka je A,B ≠ O. Ukoliko

ne va�i B(A,O,B) onda su taqke A i B sa iste strane

taqke O i pixemo A,B −..O, a u suprotnom A i B su sa raznih

strana taqke O i pixemo A,B −..O.

Teorema (4.1)

Relacija sa iste strane taqke O je relacija evivalencije na

skupu p ∖ {O} sa taqno dve klase ekvivalencije.

Dokaz. (Refleksivnost) Neka je X ∈ p,X ≠ O. S obzirom da

ne va�i B(X ,O,X ) jer bi inaqe X ,O,X bile razne taqke,

sledi da je X ,X −..O.

(Simetriqnost) Neka je A,B −..O, tj. ¬B(A,O,B). Tada¬B(B,O,A), tj. B,A−..O.

Poluprava

(Tranzitivnost) Neka su A,B,C ∈ p razliqite od O. Ukoliko

se neke dve od �ih poklapaju, tvr�e�e trivijalno va�i

(proveriti!) . Nada	e mo�emo smatrati da su A,B,C

razliqite. Neka je A,B −..O, B,C −..O. Dakle, ¬B(A,O,B) pa

va�i ili B(A,B,O) ili B(B,A,O).
(PPS) Pretpostavimo da ¬A,C −..O, tj. neka je B(A,O,C).
Tada:B(A,B,O) i B(A,O,C) povlaqi B(A,B,O,C), aB(B,A,O) i B(A,O,C) povlaqi B(B,A,O,C).
Zato je B(B,O,C), pa bi tada va�ilo B,C −..O.☇
Zato ipak mora va�iti A,C −..O.

(Klase ekvivalencije) Postoji A ∈ p,A ≠ O. Tako�e, postoji

taqka B t.d. je B(A,O,B). Zato je A,B −..O, pa su �ihove klase[A] ≠ [B].



Poluprava

Poka�imo da ne postoje druge klase sem ove dve. Neka je

C ∈ p,C ∈/ [A]. Potrebno je pokazati da tada C pripada [B].
C ∈/ [A] ⇒ A,C −..O ⇒ B(A,O,C). Tako�e va�i i B(A,O,B).
Ukoliko se taqke B i C poklapaju, trivijalno dobijamo da

C ∈ [B].Ukoliko su razliqite, iz B(A,O,B) i B(A,O,C)
sledi da je B(A,O,B,C) ili B(A,O,C ,B), pa nijeB(B,O,C), tj. C ∈ [B].
Definicija

Svaku od ovih klasa ekvivalencije nazivamo otvorenim

polupravama, a taqka O je �ihovo teme. Unija otvorene

poluprave i �enog temena je zatvorena poluprava. Dve razne

poluprave jedne prave sa zajedniqkim temenom su

komplementne.

Poluprava

Teorema

Skup n raznih taqaka jedne prave razla�e tu pravu na (n − 1)
otvorenu du� i dve otvorene poluprave. BD

Definicija

Neka su A,B i p dve taqke i prava ravni π koja ih ne sadr�i.

Ako prava p ne seqe du� AB, onda su A i B sa iste strane

prave p i pixemo A,B −.. p, a u suprotnom su sa raznih strana

prave p, pixemo A,B −..p.

Poluprava

Teorema (4.3)

Relacija sa iste strane prave p ravni π je relacija

ekvivalencije na skupu π ∖ p, sa taqno dve klase.

Dokaz. (Refleksivnost) Neka je A ∈/p. S obzirom da ne

postoji taqka X takva da va�i B(A,X ,A), ni prava p ne mo�e

sadr�ati taqke du�i sa temenima A i A. Zato A,A−.. p.
(Simetriqnost) Neka je A,B −.. p. Tada p ne seqe du� AB, pa ne

seqe ni du� BA, tj. B,A−.. p.
(Tranzitivnost) Neka A,B −.. p i B,C −.. p. Pretpostavimo da¬A,C −.. p, tj. neka p seqe du� AC u taqki O.

Ukoliko su taqke A,B,C kolinearne relacija

sa iste strane prave p se za taqke prave AC
svodi na relaciju sa iste strane taqke O, te

onda iz A,B −..O i B,C −..O dobijamo i da je

A,C −..O, ☇.



Poluprava

Neka su taqke A,B,C
nekolinearne. Tada prava p seqe

du� AC u taqki O, a iz A,B −.. p
sledi da p ne seqe du� AB. Tada,
na osnovu Paxove aksiome sledi

da p seqe du� BC . To bi znaqilo

da B,C −..p, ☇.
Dakle, va�i da je A,C −.. p.
(Klase ekvivalencije) Postoje taqka O ∈ p, taqka A ∈/p i taqka

B t.d. je B(A,O,B). Zato je [A] ≠ [B]. Neka je C ∈/p taqka te

ravni i neka je C ∈/ [A], odnosno p seqe du� AC u nekoj taqki X .

Ukoliko su taqke A,B,C kolinearne, tada je X = O iB(A,O,C), pa su B,C −..O i B,C −.. p.

Poluprava

Ako su taqke A,B,C nekolinearne,

onda prava p seqe ivice AB i AC
trougla ABC u taqkama O i X .

Zbog posledice Paxove aksiome

tada p ne mo�e se�i i ivicu BC ,
pa je B,C −.. p, tj. C ∈ [B]. Zato
postoje taqno dve klase

ekvivalencije.

Definicija

Svaku od ovih klasa nazivamo otvorenim poluravnima, a

prava p je �ihova ivica odnosno rub. Unija otvorene

poluravni i �enog ruba je zatvorena poluravan. Dve razne

poluravni jedne ravni sa zajedniqkim rubom su

komplementne.

Poluprava

Svaka od otvorenih poluravni je povezan lik, a unija dve

komplementne otvorene poluravni nije. Dakle, dve taqke iz

komplementnih poluravni ne mogu se povezati poligonskom

linijom koja ne seqe �ihovu ivicu.

Neka su A,B dve taqke koje ne pripadaju ravni π. Ako π ne

seqe du� AB onda su A i B sa iste strane ravni π i pixemo

A,B −.. π, a u suprotnom su sa razliqitih strana ravni π
(pixemo A,B −.. π).
Relacija sa iste strane ravni π je relacija ekvivalencije na

skupu S ∖ π (S je prostor), sa taqno dve klase ekvivalencije.

Te klase nazivamo otvorenim poluprostorima, π je �ihov

rub. Unija otvorenog poluprostora i �egovog ruba je

zatvoreni poluprostor.

Dva razna poluprostora sa istim rubom su komplementni.

Svaka poligonska linija koja povezuje dve taqke iz

komplementnih poluprostora seqe �ihov rub.


