
6. Poligonska povrx

U ovoj lekciji posmatramo prost i ravan poligon p.

Ci	 je da uoqimo da takav poligon

razla�e ravan na dve oblasti, od ko-

jih �emo jednu nazvati unutrax�ox-

�u a drugu spo	ax�ox�u. Re�i �emo

da taqka X pripada unutrax�osti ako

proizvo	na poluprava sa temenom X
seqe poligon u neparnom broju taqaka.

Teorema

Neka su a i b dve poluprave ravni π poligona p, sa
zajedniqkim temenom O ∈/p, koje pri tom ne sadr�e ni jedno

teme poligona p. Tada su brojevi k(a) i k(b) preseqnih
taqaka tih polupravih sa p, iste parnosti.

Dokaz.

Polupravih sa temenom O koje sadr�e temena

poligona p ima konaqno mnogo. One razla�u ravan

π na uglove ∠a1a2,∠a2a3, ...,∠ana1 (*). Ako je

PkPk+1 ivica poligona, Pk ∈ ai ,
Pk+1 ∈ aj , tada PkPk+1 pripada konveksnom uglu ∠aiaj . Ako su

ai+1, . . . , aj−1 poluprave koje pripadaju tom konveksnom uglu,

onda su i aiai+1,..., aj−1aj konveksni, a pri tom PkPk+1 ima
zajedniqke taqke samo sa �ima.



Zato samo konveksni uglovi sadr�e taqke ivica poligona.

Ako neka unutrax�a taqka X ivice PkPk+1 pripada uglu

(konveksnom) ∠aiai+1 onda ta ivica seqe obe poluprave ai ,
ai+1, gde mo�e i teme ivice da pripada kraku.

Zaista, ako tako ne bi bilo, npr. ne seqe polupravu ai tada su

taqka X i jedno teme Pk u istoj oblasti povezanosti u odnosu

na ugaonu liniju aiai+1 (povezani su jednom du�i koja ne seqe

ugaonu liniju). Zato bi i teme Pk pripadalo tom uglu, a onda

bi postojala i poluprava al , Pk ∈ al koja pripada tom uglu, te

(*) ne bi bilo razlaga�e ravni.

Poluprave a i b pripadaju nekim od ovih uglova. Sad mo�emo

razmotriti tri razliqita sluqaja.

a i b pripadaju istom uglu aiai+1.
Ako a seqe neku ivicu, ta ivica seqe

krake ai , ai+1 te dobijamo otvorenu du�

qija temena pripadaju kracima

konveksnog ugla. Tada b seqe tu du�, jer

pripada datom uglu. Dakle a i b seku

iste ivice poligona. k(a) = k(b).
a i b pripadaju susednim uglovima aiai+1 i ai+1ai+2. Ako a
seqe neku ivicu poligona, ta ivica ima unutrax�e taqke u

aiai+1 i stoga seqe poluprave ai i ai+1.
Tada se ostvaruje jedna od 5 mogu�nosti sa slike:

Dakle, brojevi preseka k(a) i k(b) se razlikuju za paran broj.



a i b pripadaju nesusednim uglovima aiai+1 i ajaj+1.

Neka su ai+1ai+2,...,aj−1aj uglovi iz

razlaga�a (*). Neka su qi+1, qi+2,..., qj−1
poluprave koje im redom pripadaju.

Tada je k(a) ≡ k(qi+1)≡ k(qi+2)...≡ k(qj−1) ≡ k(b).

Definicija

Ukoliko poluprava sa temenom O ∈/p, koja ne sadr�i temena

poligona p, ima sa p neparno mnogo taqaka, onda je O unutar

p, a inaqe je izvan p. Skup svi taqaka unutar p je

unutrax�ost, a svih taqaka izvan p je spo	ax�ost p.

Teorema

Unutrax�ost i spo	ax�ost poligona p su neprazni skupovi.

Dokaz. Neka je X taqka poligona p koja nije �egovo

teme. Neka je l , X ∈ l prava koja ne sadr�i ni

jedno teme poligona p. Prava l seqe p u

konaqno mnogo taqaka. Ako postoje bar tri

preseqne taqke onda se taj skup mo�e

linearno urediti, tj. va�i B(A1, . . . ,An).
Ako je X = Ai ≠ A1, An onda postoje taqke A i B takve da jeB(Ai−1,A,X ,B,Ai+1). Ako je X = A1 onda postoje taqke A i B
t.d. B(A,X ,B,A2). Dakle, broj preseqnih taqaka polupravih

prave l sa temenima A, odnosno B koje sadr�e Ai+1 se
razlikuju za jedan, pa je jedan od �ih paran, a drugi neparan.

Zato jedna od taqka A,B pripada unutrax�osti, a druga

spo	ax�osti. Sliqno se pokazuje za X = An ili za n ≤ 2.

Mo�e se pokazati:

- ako postoji poligonska linija koja povezuje dve taqke i ne

seqe poligon p, onda su te dve taqke ili obe unutar ili obe

izvan p. Dakle, taqka iz unutrax�osti i taqka iz

spo	ax�osti nisu u istoj klasi ekvivalencije povezivosti

parova taqaka;

-i unutrax�ost i spo	ax�ost poligona p su povezani likovi.

Dakle, "cela" unutrax�ost pripada jednoj klasi

ekvivalencije, isto to va�i i za spo	ax�ost.

Zak	uqak je da je relacija povezivosti parova taqaka relacija

ekvivalencije sa dve klase: unutrax�ox�u i spo	ax�ox�u.
Definicija

Unutrax�ost prostog, ravnog poligona p je otvorena

poligonska povrx, oznaqavamo je (p), a p je �en rub. Unija

otvorene poligonske povrxi i �enog ruba je zatvorena

poligonska povrx, [p].



Neka su P,O,Q tri uzastopna temena

poligonske povrxi. Ugaona linija∠POQ razla�e ravan poligona na dva

otvorena ugla α i α′. Mo�e se pokazati:

ako jedna otvorena poluprava sa

temenom O koja pripada uglu α i ne

sadr�i ni jedno teme poligona ima sa

poligonom neparno mnogo zajedniqkih

taqaka, onda to va�i za svaku takvu

polupravu ugla α.
Tada je taj ugao α unutrax�i ugao poligonske povrxi, a

ukoliko je konveksan, �emu naporedni ugao je spo	ax�i

ugao.

Definicija

Dijagonala je du� qija su temena nesusedna temena poligona.

Dijagonala poligonske povrxi (p) qije su sve taqke unutar p
je unutrax�a.

Svaka poligonska povrx sa bar qetiri temena ima bar jednu

unutrax�u dijagonalu.

Definicija

Razlaga�e nekog lika na trougaone povrxi je triangulacija

tog lika.

Postoji triangulacija proizvo	ne

poligonske povrxi (sa bar qetiri

temena) �enim

unutrax�im dijagonalama .

Definicija

Neka su [p1], [p2], . . . , [pn−1] disjunktne polig. povrxi koje

pripadaju polig. povrxi (p). Geometrijski lik(p) ∖ ([p1] ∪ [p2] ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ [pn−1]) je otvorena n-povezana
poligonska povrx. p ∪ p1 ∪ . . .pn−1 je �en rub, a unija otvorene

n-povezane polig. povrxi i �enog ruba je zatvorena

n-povezana polig. povrx.

Za n-povezane poligonske povrxi se

definixu pojmovi i va�e tvr�e�a

analogna onim za poligonske povrxi.


