1. KoopgnHatey R"=1,2,3

Ha kypcy 2 cmo Bugenn kako ce akCMOMaTCKU 3aCHUBA
eyKNNACKa reoMeTpuja.

Kpefiemo og Tako 3acHoBaHe reometpuje. C 063upom ga »ennmo
4a kopucTumo anrebapckn npuctyn (kao wTo je To 6uno Tokom
kypca 1), Tpeba na yBeaeMo nojaM KOOpAMHaTA.

lNoaceTnhiemo ce NoHOBO W NojeaUHUX feduHULMja U3 eYKINACKE
reoMeTpuje.

HedunHuymnja

OtBopena pyx AB y eykiinackoM MpoCTOpy je CKyn CBMX Tadaka
X koje cy nsamebhy tayaka A n B. YHuja otBopeHe gyxxu AB u
{A, B} je 3aTBOpena gyx AB.

Cneuujanto, ako ce tadyke A n B noknanajy,
oaroeapajyfia oTBOopeHa Ay je npasaH cKkyn, a
47 % 5 3aTBOPEHa CafipXKN Ta4yHO jeAHy Tauky A = B.

HeduHunynja

Mpecnukasare £: D — R™, roe jeD ckyn CBux 3aTBOPEHUX AyXW,
a R* ckyn HeHeraTusHux peanHux bpojesa, ca ocobuHama:

1) aKo je d1,d2 eD d1 = d2 = g(dl) = E(d2),

2) aKo je d3 = d1 + d2 = g(d3) = E(dl) +£(d2),

3) noctoju gyx d Taksa ga je /(d) =1,

Ha3nBa ce MEPOM AYXW.




V eykNnACKOM MPOCTOPY NOCTOjM Mepa Ay>Xu. To je jeaHa of
HajbUTHMjUX nocneguua akcuoma HenpekngHocTu.Ceake gBe mepe
LY>XKUN Cy Cpa3MepHe, Tj. NOCTOjW NO3WTUBAH peanaH koepuuujeHT
k TakaB ga je {1 = kl. Tapa je k koedbnLnjeHT KOjUM MU
pPEeCcKanupamo Mepy, O4HOCHO oapehyjemMo Koja je oy»K jeAnHNYHA.

Heka je p eyknupcka npaea u £ Mepa gyx. n aepuHNLLINMO

npecavkaeare x : p > R Ha cnegehin HaumH.
Heka je O € p jegHa npounseossHO ogabpaHa

Tauka, caga dukcnpana. Heka je x(O) = 0. Taga
Tayky O Ha3nMBaMO KOOPAWHATHUM MOYETKOM.

Tauka O pasnaxke npaBy p Ha ABe MoJiynpage pi
n pa. Ako je A€ p; Heka je x(A) =¢(OA), a ako

je A€ pp Heka je x(A) = —¢(OA).

OBako geduHncaHo npecnnkaBarbe X je bujekumja.

[Mpu ToM, X je ycarnaweHo ca ypeherem nosba R, O[HOCHO, BaXku
na je x(B) unsmehy x(A) n x(C) y cmuncny ypehersa nosba R, oHaa
M caMO OHJAA Kagda je Tadka B eyknnacke npase p nsmely Tadaka
An C. 3aTo ce nosbe R 4ecTo BU3yenunsyje eykJngCKOM MPaBoOM 1
HasuBa peasHa npaesa.

Opabupom ogrosapajyhie mepe ¢ 6upamo n (mehycobHo
NOAYAApHE) By>KN Te MpaBe Koje Cy y AAaTOj MepU jeAUHUYHE.
Peanan 6poj x(A) HaszuBamo Taga koopaAvHATOM Tadke A, a
dyHKUMjY X KoopguHaTHOM dpyHkumjom. Eyknunacky npasy
o3Havaeamo u ca R.

HeduHunynja

®yHkuuja pacTojarba eyknmnacke npase R, p: R xR - Ry para je
ca p(A,B) =4(AB) = |x(A) - x(B)|, rae A, B eR.

Heka cy A, B, C u D npousBosbHE Tauke eyKJINACKE NpaBse.

DyHKuMja Mepa Ay>XKK je ycarnalueHa
Ca NponopuUunjoM Ay>KW Na Jako

P G D MOXXEMO BUAETU Aa je

x(B) = x(A) =x(D) - x(C) onpa n camo oHAa Kaga ce CpeanLuTa
ayxun AD n BC noknanajy.

Tapa cmatpamo ga cy ypehenn napoen (A,B) n (C,D) y
penauunjn ~. [Npn ToM, YKONUKO Ce OBe Tayke noknaanajy,
dopmanHo cmaTpamo u ga ce ogroeapajyhe cpeguwte noknana ca
tbuma. OuurnegHo je ~ penaunja eKBMBaNEHUN]E, a HEHE KJlace

—_— —>
Ha3MBaMO BeKTOpMMa 1 o3HadaBamo AB = CD.




Ckyn R, 3ajegHo ca onepaumjom cabuparba N MHOXEHA PeasiHor

6poja peanHum bpojem (Ckanapom) jecte jefHOANMEH3NOHU

BEKTOPCKM NpPOCTOp.

[pecnnkaearbe U3 R y ckyn BekTopa npase koje x € R canka y

knacy ypeheror napa (O, A) rge je x(A) = x je bujekunja koja

YMHU CKYN BEKTOpa Npage peasiHuM BEKTOPCKUM MPOCTOPOM.

Tapa BekTop BC naeHTUKKyjeMo ca peanHum bpojeM x ako u

camo ako je je x(C) —x(B) = x. Oege je x=x—-0=x(A) - x(0)
—_— —>

rae je OA = BC.

Ako je E; jepuHnyHa Tauka Te
—

i npaee, osHaunmo OFE; =1. Tapga je
0] E OA = x(A)u.

[NocmaTpajmo capa eyknMAcKy paBaH.

Mo>xkemMo younTtu y H0j ABe

OPTOrOHaJIHE NpPaBe P N g KOje ce

ceky y Taukn O. Moxemo Te npage,

WHTEPMNPETUPATN KA0 LBE peasHe

npaee, nomMoh y KOOpAUHATHNX

0] Pr(a) dyHKLMja X1 1 X2 1 TO TakKo ga 3a
Tauky O Baxn x1(0) = x2(0) = 0.

Py(b P(a,b)

Tauka O je Taga KoopauHaTHU nodeTak. Moxemo Tpaxxutn v ga
CYy jeAMHWYHe Oy>Ku npasux p n g u mehycobHo nogyaapHe,
OLHOCHO A3 CY X1 W Xp WHAYKOBaHe NCTOM Mepom £.

Heka je P nponseosbHa Tadka Te pasHu. [lpase kpo3 P,
napanesjHe pefoM, NpaBaMa g U p CeKy p n g y Tadkama Py n P;.
O3zHauumo koopaunHate Tadaka P; n P, Ha ogrosapajyhum
npasama ca a=xi(P1),b=x(P2).

[

Tauku P npugpyxyjemo ypefen nap x(P) = (a, b), nuwemo ga je
x1(P) = a, xo(P) = b n Hasnsamo ra koopguHaTama Tauke Py
paBHu. Oo npuapyxusarbe x je bujekumnja namely eyknnacke
paBHN 1 ckyna R?, ypefeHux peantux naposa. Osnavasafiemo
eyKAMACKY paBaH n ca R2.

Hedunnuynja
®ynkumja pacTojarsa y pastu R?, p: R? x R? - Ry nata je ca

p(A, B) =/ (xa(A) - x1(B))? + (xe(A) ~ x2(B))?,

3a A, B e R?.

Ha ocHosy [lutaropnHe Teopeme, CANYHO Kao u y
Cny4yajy eykJaUACKe npase, BaXn Aa je

i p(A, B) = ((AB).

|z1 (B)—z1(A)|

|z (B)—x2(A)

o




Heka cy A, B pBe pasHe Tauke n C Tayka eykJINACKE MpaBe
ogpeljeHe Taukama A n B y eyknuackoj pagHu. lNpeTtnocTtasumo,
npeo, aa ce C He noknana Hu ca A Hu ca B.

Tapa, Ha ocHoBy Tanecoee TeopeMe 3HAMO

¢ Ja Ce pasfinka KOOpAUHaTa
B Ixi(A) = x;(C)] : |xi(A) = x;(B)|,i =1,2
B opgHock kao pasmepa gyxu AC : AB. 3aTo
3 , je n ypehen nap

(x1(A) =x1(C),x2(A) — x2(C)) cpasmepan

(x1(A) = x1(B),x2(A) = x2(B)). NcTo Baxkn kapa ce tauka C
noknana ca A unn B. 3ato ce cpeguwta gyxu AD n BC
MOKanajy ako 1 CaMo ako BaXku

xi(B) = xi(A) = xi(D) - xi(C),i=1,2.

[ea ypefjena napa tauaka (A,B) u (C,D)
Cy Y peflaumnju ~ ako Ce CpeanLLTa Ay>Ku
c AD n BC noknanajy. Penaynja ~ je
penauuja ekBuBaseHuUuje, a Knace
B Ha3MBaMO BEKTOPMMA 1 O3Ha4aBaMo
—_— —>
AB = CD.
Ckyn R? ca onepauujama cabuparsa ypeljeHnx naposa n MHOXersa
ypefeHor napa peasHuM CKanapoM jeCTe BEKTOPCKW MPOCTOP.
MpecnnkaBare n3 R? y cKyn BeKTOpa jefHe paBHN Koje nap
(x1,x2) cnuka y knacy ypeheror napa (O, A) rge je
(x1(A),x2(A)) = (x1,x2) je bujekumnja KOjOM CKyMn BEKTOpa paBHM
nobuja CTPYKTYPY PeasiHOr BEKTOPCKOr NpocTopa.

A

Tagpa je sektop BC cnuka napa (xi, x2) ako je

—
x;i(C)—x;(B) =x;,i =1,2. Bektope BC un (x1,x2)
naeHTnrKkyjemo.

L = —>
Youumo ga taga Baxxun u ga je AB + BC = AC 3a npounzBosbHe
Tauke A, B, C eyknuacke paeHu, jep je

(xi(B) = xi(A)) + (xi((C) = xi(B)) = xi(C) = xi(A),i=1,2.

Heka cy E1 n Ey jeanHundHe Tauke npasux
pw q. Taga cy npaee p n q ogpehere

— - —
Ttaukom O n Bektopuma 1= Ey n j = Ep.
Ako je P npon3BosbHa Tauyka paBHU Taja je
— —
OP =x1(P)1+x(P) j .

Ako je AB = CD oHpa je {(AB) =¢(CD), a camum Tum u
p(A,B) = p(C, D). MNocmaTpajmo ckanapHu npon3eog,

(V1, V2) o (Ula U2) =viul + vaup,




Osge cy BekTOpW UAEHTUUKOBAHN Ca NapoBuMa oarosapajyfinx
KOOpPANHaTa. Youumo fa Baxku AB o AB = P*(A, B), 3a
npounssosbHe Taduke A, B. 3aT0, gatn ckanapHu npovssog y
BEKTOPCKOM npocTopy R’ oproapa mepu ayxu y ogrosapajyhioj
eyknngckoj pasin. Camum Tum, 3a fBa BEKTOpa /IB) n A_C) BaXKM 1

A—B)o/4—C'>=p(A,B)-p(A, C) cos <« BAC.

—
Youumo ga taga 1, j HuHe jeAHy OpTOHOpMUpaHy Gasy npoctopa

R2.

Vouunn cmo fa 3a konuHeapHe Tadke A, B, C, rae je A + B, jeaHe
— —

eyknngcke npaee noctoju A € R, Tako aa je AC = AAB, ogHocHo

fa BaXm

X,'(C) = X,'(A) + )\(X,(B) —X,'(A)), I = 1,2.

Mo>kemo pefin u ga je npasa AB
—>
///l;{ oapehieHa Taukom A n sekTopom AB.
7

Cetnmo ce ga cy A n B npoussosbHe Tauke Te npase, a Aa yc/ioB
A + B obesbeljyje na je sekTop AB = (v1, v2) pasnnunt og Hyne.
3ato cy koopauHaTe (X1, X2) NPOM3BOJLHE Tayke Npase Koja
cagpxu Tadky A n ogpeljena je sektopom (vi,v») mate cnepefinm
JeAHaYMHama Koje Ha3MBaMO NMapamMeTapCckuM jefHayYnHama
npaee

X1 = Xl(A) + )\Vl,
XQZXQ(A)-i-)\VQ, AeR.

EnumuHaymjom napamerpa A n3 minx gobujaMo jefHauvnHy
(x1 = x1(A))v2 = (x2 = x2(A))v1, oaHocHo

vax) — vixa + x2(A)vi — x1(A)vo = 0 nan ako 03Ha4YMMO a = vy,
b=-vi, c=x(A)vi - x1(A)vo gobujamo onwity jegHaumHy
npase y pasHun

ax1+bx2+c:0.

Mpu Tom, nap (a,b) = (va,—v1) Mopa 6uTn paznuunT of Hyne.




Heka cy npaBe

/1 taipxy + b1X2 +C = 0,

/2 tayXy + b2X2 +C = 0.

oppeheHe sektopuma (vi,vp) = (=by,a1) (u1,up) = (b, a2).
Mpage h n l cy napanesnHe ako u camo ako cy sektopu (vi, va)
(u1, up) cpasmepHmn, OQHOCHO ako Cy cpa3mepHu naposu (aj, by) un
(a2, b2). lMpn Tom, ako cy cpasmepHe Tpojke (a1, by, c1) un

(a2, by, c»), ogroeapajyfie jegHaunHe onucyjy ncTm ckyn Tadaka
OLHOCHO, npaBe ce noknanajy. AKo OBE TPOJKE HUCY CPa3MepHE,
npaee /1 n b ce He ceky.

Mpaee / n L cy opToroHanHe ako n camo ako cy sektopu (vi, Vo)
n (U1, Up) OPTOrOHaNHUN, OLHOCHO aKo je viuy + vaup =0, To jecT
ako je ajax + bib = 0.

Cee npaBe eyknaCKe PaBHU KOje CaApXKe JaTy TauKy YuHe
npameH KOHKypeHTHUX npaBux. Cee npaBe eykAngcke paBHu
KOje Cy napaJsiejiHe 4aToj Npaeoj YnHe NMPaMeH napasesiHnux

=% 7

[Be pa3zHe npase eyknuacke paeHu oapelyjy TauHO jefaH nNpameH.
AKko cy ruxoBe jefHaudnHe gate ca h:aixy +bixo+c=0wn

b :axxy + boxo + ¢ =0 Tapa je jeaHauYMHA NPON3BOJBHE NpaBe TOr
npamena gata ca A(aixy + bixo + c1) + pu(axxy + boxo + ) = 0 rae
ApeRu A+ 2 +0.

Koopauxate, nojam BekTtopa u pyHKuMja pacTojatba p Y
NPOCTOPY CE YBOAE HA C/MHAH HAYMH KA0 y CNydajy eyKJIunACKe
pagHu. Cin4HO ce  Nokasyje Ja OBaj CKyn Ca onepauujama
cabuparba N1 MHOXKEHA CKalapoOM UMa CTPYKTYPY BEKTOPCKOT
npocTopa.

CnnyHO Kao n y cayyajy eykJnACKe paBHU, CKaslapHU MPOU3BOA Y
eYKJNACKOM MPOCTOPY TaKas Aa je /@ o /@ = p*(A,B), 3a
npousBosbHe Ta4dke A, B, gat je ca

(V17 V2, V3) o (U1, uz, Uz) =vil + voup + v3us,

rae CMo ABa BeKTOpa ugeHTudukoBanu ca ogroeapajyfinm
ypefenum naposuma (vy,va,v3) n (ug, Uz, uz).




Ako cy A n B pBe pasHe Tauke, Taja npouseosbHa Tadka C

npunaga npaeoj AB eyknngckor npoctopa ako noctoju A € R,
— —

Tako ga je AC = AAB, ogHocHo ga Baxu

xi(C) = x;(A) + \(x;(B) = x;(A)),i =1,2,3. MNpasa AB ogpehena

CBOjOM MPON3BOJLHOM Ta4ykoM A 1 BEKTOPOM AB = (vi,vo,v3)

pasnnydnTM on Hyne.

KoopguHaTte (x1, X2, X3) NPOU3BOJbHE TayKe NpaBe KOja CaAp>u

Tauky A u ogpebena je sektopom (vi, v, v3) pate cnegefium

napamMmeTapckum jegHaunHama npase

X1 =X1(A) +)\V1,
X2 =X2(A)+)\V2,
X3=X2(A)+>\V3, AeR.

Enumunaymnjom napametpa A pobnjamo KaHOHCKY jefHa4uuHy
npase

X1 —Xl(A) _ X2 _X2(A) _ X3 —X3(A)
%1 V2 V3 '

Ako je Heka op koopguHaTa v; BekTopa (v, Vo, v3) jegHaka Hynu,
MO>XeMO popmMasHO AONYCTUTK OBaKae 3anuc, nogpasymesajyhin
Taga ga je v ogrosapajyha pasnuka x; — x;(A) = 0. Mpase h n h cy
napasesiHe ako U CaMo aKo Cy ruxoBu Bektopu (vi, Ve, v3) 1

(u1, up, u3) cpasmepHn, a opToroHasiHe ako cy (vi, va,v3) 1

(u1, Up, u3) OPTOrOHANHN, OAHOCHO aKO BaXKM Vi Uy + Voup + vauz = 0.

Heka je A Tauka eyknugckor npocTopa, a
(a, b, c) BeKTOp pa3nu4MT OA Hy”ne.
[NlpoussosbHa Tauka B ca koopguHaTama
(x1,Xx2,X3) Npunaga paeBHu Koja cagpxu A
n opToroHasHa je Ha (a, b, c)

ako 1 camo ako cy Bektopu (a,b,c) u AB mebhycobHo
OPTOrOHaJIHN, OAHOCHO aKO BaXkn Aa je

a(xy = x1(A)) + b(x2 — x2(A)) + c(x3 — x3(A)) = 0. Axko o03Ha4umo
d=-(axq(A) + bxa(A) + cx3(A)), gobnjamo onwTy jegHaunny
paBHu

ax] + bxp +cx3+d=0.




Heka cy

Q1 a1xy+ b1X2 + C1 X3 + dl = 0,

Qo asxy + boxo+ coxg+db =0

[IBE PaBHUN eyKJINACKOT MpoCTopa.

OHe cy napaneniHe ako 1 CaMO akKo Cy OPTOrOHaJIHE HA Cpa3MepHe
BEKTOpPE, OAHOCHO ako cy Tpojke (a1, b1, c1) v (a2, by, )
cpasmepHe. Ako cy, npu Tom, cpa3mepHe un ypeljeHe yeTBOpKE
(a1, b1,c1,d1) n (a2, b, co, d>), mate jegHaumHe onucyjy NcTu ckyn
Tayaka, Te Ce paBHU noknanajy. AKO OBE YETBOPKE HUCY
Cpa3MepHe (1 U (rp HEMAJY 3aje4HVYKUX Tavaka.

PaBHu a1 1 aip cy opTOoroHasnHe ako Cy OPTOrOHANHU HUXOBU
HOPMaJHU BEKTOPMW, OQHOCHO ako je ajay + biby + 1 = 0.

Cee paBHM MapanenHe 3a4aToj] YMHE NPAMEH MapanesHnx PaBHu,
a CBE PaBHU KOje Cafp>ke JaTy NpaBy YMHe KOAKCUjanNHU NpameH
paBHU.

[lBe pasHe paBHU eyKAMACKOr npoctopa ogpelyjy Ta4Ho jenaH
npameH npoctopa. AKO Cy HUXOBE jegHa4lHe aaTe ca

a1 :a1xq+ b1X2 + C1 X3 + dl =0m Qo ayxy + b2X2 + CrX3 + d2 =0
Tafa je jeAHa4YMHA NPOM3BOJbHE PaBHM TOr NMpaMeHa AaTa ca
)\(31X1 + b1X2 + C1X3 + d1) + u(agxl + b2X2 + X3 + dz) =0 roe
MpueRunu N +u2+0.

Heka je R" = {(x1,...,Xn)| Xj € R} ckyn peannux n-topku. Hbera
MO>XEMO UHTEPNPETNPATX Ha BULLE HAYUHA.

[MpBo, MOXeMo ra cmaTpaTy ckynom nomohy kora rpagnmo
reoMeTpujy, OfHOCHO jEAHUM Of OCHOBHUX MOjMOBa reomeTpuje u
Tafa HEroBe efleMeHTe 30BeMO TayKaMma.

Ca apyre ctpaHe, R" 3ajefHo ca onepaumjom cabuparsa nN-TopKu u
MHOXEHA N-TOPKN PeasHUM CKAIapoM JecTe N-AVMEH3NOHN
peanHn BEKTOPCKM NPOCTOp. Y TOM NPOCTOPY MOCTOjM CKafapHK
npouseog fat ca (vi,...,Vp)o (Ur,...,Uy) = ViUl + Vol + ... Vplp
KOJW ra YNHU YHUTApPHUM MPOCTOPOM.

Mpu Tom, BekTopu € = (1,0,...,0),...e,=1(0,...,0,1) unne
jeaHy opTtoHopMupaHy 6asy npoctopa R”.




[Bema pasHum Taukama A u B ca koopauHaTama
(x1(A),....xn(A)) n (x1(B),..., ..., xa(B)) moxemo
NpUAPYXNTN BEKTOP

AB = (x1(B) = x1(A),. .., xn(B) = xn(A)).

[Mpu Tom, oo nNpuapyxueare nma cnegehe ocobure:
a) 3a cBaky Tauky A un sektop (vi,...,V,) noctoju Tayka B Takea

p,ajeA_B):(vl,...,v,,),
L = = —
6) 3a npoussosbHe Tauke A, B, C Baxu pa je AB+ BC = AC.

Ckyn Tavaka R", 3ajeaHo ca yHuTapHumM npoctopom R" u
—

npecnukasarbem (A, B) — AB Ha3uBamo n-gUMEH3N0HUM
eyKAUACKMM NPOCTOPOM 1 03Ha4aBamo ca R”.




