11. KoHuke y npojeKTUBHO] paBHK

Konike u projektivnoj ravni

Cetumo ce pa je jefHaunHa KpuUBe APYror pefa y eyKanackoj
paBHU, Y acbHUM KOOpAMHAaTaMa, jaTa ca

311?% + 2a19X1 X2 + 3227% + 2a13X1 + 2ax3xs + azz = 0.

T o XL % _ X2 o :
C 0.63VIpOM Aa je Xy =31, X2 =32 rhe .cy (x1:x2:x3) c?,u,rosapajyhe
NPOJEKTUBHE KOOPANHATE, NPETXOAHA jeAHAYMHA Y NPOJEKTUBHIM

KoopauHaTama uma cnegehu obnnk
2 2 2 _
diiXy + 2312X1X2 + axXxy + 2313X1X3 + 2323X2X3 +ad33Xx3 = 07

OAHOCHO Z?,j:l ajixixj = 0. MaTpuyHo jegHauuHy Kpuse apyror
pefa y NpojekTUBHUM koopanHaTama 3anucyjemo X AX =0, rge je
A cumeTpuyHa MaTpuua.

a1 ad12 A3
A=lan2 ax ax
d13 423 4ass

Konike u projektivnoj ravni

Cee nponopuunoHanHe, He-Hysa MaTpuue 3agajy ucty kpusy. [pn
TOM, YOHMMO [a HaM je€ HEOMXOAHO, Y OMWTEM CAyHajy MNeT pa3Hux
Tadvaka ga bu kpuea 6una ogpeljeHa Ha jeJUHCTBEH HAYMH.

Heka je X = QX' npomeHa xoMoreHux koopguHaTa (uau
NPOjeKTUBHO NpecnunkaBarse). Taja AupekTHO fobujamo fa 'y
HOBUM KOOPAMHATAMA KPrBa APYror peaa nma jegHaqunHy
X'TQIAQX' =0, ogrocHo fa je maTpuua kpuse gaTta ca QTAQ.
C ob3npom ga je matpuua A cumeTpudHa, oHa je
AunjaroHanmsabuana, 0GHOCHO, NOCTOJU OPTOroHasHa maTpuuya @
TakBa ga je Q'AQ = D[\1, A2, A\3]. Vkonuko je A1 # 0 Taga
NpoMeHOM KoopauHaTa x; =/|A1|x1, X5 = x2,x3 = x3, obujamo Aa
je HoBa maTpuua kpuse je obnuka D[+1, Ay, As].




Konike u projektivnoj ravni

CAnYHMM NOCTYMKOM [0/1a3MMO 4O 3aK/byyka fAa NoCTOoju MPOMEHa
KOOPAMHaTa (MK NpOjeKTUBHO MPEC/MKaBarse), TakBO Aa je y
HOBMM KOOpAMHaTama MaTpuua kpuee obnuka A; = D[1,0,0],
A, =D[1,1,0],As = D[1,-1,0],As = D[1,1,1], As = D[1,1,-1].
Ako je maTpuua kpuse Aj, OHAA je jeflHAYNHA KpUBe x12 =0,
na je kpuea 3anpaso npaea x3 = 0.
Matpuuama Ax n A3 oagroeapajy Kpuee ca jeaHadYnHama
x12 +x22 =0mn x12 —x22 =0, Te cy y nuTamy, pesom Taudka
(0:0:1) v yHuja gBe npase x3 +x2 =0 n x3 — xp = 0.
Ako je KpuBa faTa MaTpuuoM Az NMa jefHaYNHY
Xt +x3 +x3 =0, unja cy pewera x; =xp =x3 =0, anu ¢
0631poM Ja He MOCTOoju Tayka 4Yuje Cy CBE XOMOTreHe
KOOpAWHATE Hyna, y NUTakby je NpasaH CKyn.
MaTtpuumn As onroeapa jefHa4vnHa X12 +x22 - xg =0, ofiHOCHO Y
ahUHNM KoOpAMHaTama 7% +Y% =1, Te je y nuTamy
JEANHUYHN KpYT.

Konike u projektivnoj ravni

V npea 4eTupun ciy4daja cmo fobunu gereHepucaHe Kpuee Apyror
peaa. C ob3mpom fa npojekTrBHE TpaHcopMmaLmje CAUKajy npase
y MpaBe, Tayke y Tauke, 3aK/bydyjeMO a MeTn CAyyaj oarosapa
CBUM HeflereHepucaHum KoHukama. [akne Baxku cnegehia Teopema.

Teopema

CBe HefereHeprCaHe KOHNKE MPOJEKTUBHE PABHU MPOJEKTUBHO Cy
€KBUBAJIEHTHE JEAVHNYHOM KPYyry.

LnpekTHa nocnegnua je n 4a Cy CBake ABE HeAereHepucaHe

KOHMKe MehycobHO ekBMBaNEHTHE.

Mon v nonapa. Heka je [: 33 . ajix;x; = 0 HepereHepucaHa
p - J . [7_/:]_ YA~ ik p

KOHMKA.

HedunHuynja

[Be Tauke A n B cy xapMOoHUjcKU criperHyTe (XapMOHMjCKN
KoHjyrosaHe) y ogHocy Ha [ ako Baxu H(A, B, C,D), 3a Heke gBe
Tauke C.D eT.

Konike u projektivnoj ravni

Taga tauke C v D npvnagajy npasoj AB n Baxu
- — - = = —
C=A+MB, D=A+X\B,

roe je A1 + A2 = 0. Moxkemo y 0Boj aecbuHULMjM AONYCTUTK 1 AA
ce Tauke C n D noknanajy, Taga je A1 = A2 =0, Te nucatu n ga je
H(A,B,AA). Mpu Tom, Taga npasa AB nma ca Kpusom jegHy
3ajeaHnyky Tadky Te je AB TanrenTa Ha [y Tauku A. Taga
Takofje cmaTpamo Aa je Tadka B cnperHyTta ca A.

Takofje, npasa AB He mopa ga uma 3ajefHuHKux (peanHux)
Tavaka ca I. Taga dopmanHo noctoje A1, \» € C, ogHocHO npaga
AB cede I y umarnHapHum Tadkama. Ako je A1 + \» =0 1 Taga
hemo cmaTpaTun ga cy A n B cnperHyTe y ogHocy Ha [.
[MpumeTumo ga, ¢ 063upom fa NpojekTuBHe TpaHchopmauumje
CNNKAJy CMPErHyTE Ta4Ke Y CMPErHyTe Tayke, AUPEKTHO CNean Aa
J€ 1 ofHOC Non-nosapa y OAHOCY Ha KPUBY MHBapUjaHTaH npu
NPOojeKTUBHUM TpaHcdopMaumjama.

[




Konike u projektivnoj ravni

Heka cy (a1 :ap:a3) n (B1: P2 i 3) xomoreHe koopguHaTe
Tavaka A n B.
Tauke C n D npunapajy I ako n camo ako je

3

Z a,-j(a,- + )\ﬁ;)(aj + )\ﬁj) = 0,

ij=1
rge je A= )\1,)\2.
Venoe A1 + Ao = 0 ekBMBaNeHTaH je, Ha OCHOBY
BujeTtoBux cpopmyna, Tome ga je koedbmumnjeHT y
NPeTXOAHO] KBaAPaTHO] jefHAYUHN A jefHaK
. HYAU, OLHOCHO Z?le ajjaifB; = 0. Capg sBugumo pa
@ J& CKyn Tayaka paBHMW CnperHyTux ca Ay ogHocy
Ha [ gaT jegHauuHoOMm Z?J:I aixj=0,n
npefcTaB/ba Npa.y.

Konike u projektivnoj ravni

HeduHuynja

[MpaBy a koja je ckyn CBUX Ta4aka XapMOHUWjCKM cnperHyTux ca Ay
opHocy Ha kpuey [ HasuBaMoO NONAPOM Te Tauke y OAQHOCY Ha
kKpuBy. Tauka A je non npase a.

Ako je A maTpuua KpuBe, BULMMO 4a CE XOMOIEHE KOOPAUHATE
nonape gobujajy kao

th a1
u| = A (%]
us a3

C 0b3npom ga je penaumnja xapMOHU|CKe CMPErHYTOCTU Y OZHOCY Ha
Tauke C n D cumeTpudHa no A n B, AUpekTHO cregn HapedHo
Tphemse.

Konike u projektivnoj ravni

Tepherbe

Heka cy peaom, A n a, ogHocHo B n b naposu nos-nonapa y
ofHocy Ha paTy kpusy . Tapa Baxkn ga Tauyka A npunaga npagoj
b ako u camo ako Tayka B npunaga npaeoj a.

Tephere

Heka cy P n p non n nonapa y ogHocy Ha kpusy [. Taga Baxku aa
Tauka P npunaga npaeoj p ako n camo ako npunaga kpusoj I.

Doka3. Heka je kpuBa gaTta jeaHaqmHom X'AX = 0. OsHauumo
ca P KonoHy koopauHaTa ucTe Tadke, a ca u' = [uy : up : u3]
KoopauHaTe nonape p. Taga je AP = u.

Tauka P npunaga nonapu ako n camo ako je u'P =0 wTo je
ekBuBaneHTHo ca PYAP =0 ogHocHo Tome ga Tadka P npunaga
kpueoj . Ul

[



Konike u projektivnoj ravni

Enunca, napabona v xunep6osaa y npojekTNBHOj paBHU.

. ;2 ?g
MocmaTpajmo ennncy aaty y kaHoHckom obanky 23 + 33 = 1.
1

++
. . . - X2 X22 2
Oprosapajyhia npojekTusHa jeaHaumta je -5 + 35 —x3 =0, a
MaTpuLa Kpuee je

% 0 0 a 0 0
A=|0 % 0], teje AT=|0 b 0
0 0 -1 0 0 -1

3ato je non beckoHauHo ganeke npaee x3 =0 Tayka (0:0:1),
OAHOCHO UeHTap enunce. Yo4umo fa envnca u npasa x3 =0
HeMajy 3ajeHNYKUX Ta4vaka.

Konike u projektivnoj ravni

=2 -2
. X X
Heka je pata xunepbona y kanonckom obauky 3 — 33 = 1. Candro

Kao y C/iy4vajy enunce, MaTpuua KpuBe je

% 0 0
A=10 -5 o0,
0o 0 -1

na je non beckoHayHo paneke npase x3 =0 Tauka (0:0:1),
OfHOCHO UeHTap xunepbone. Xunepbona n beckoHayHoO ganeka
npaBa x3 = 0 nmajy gBe 3ajegHuyke Tauke (a: b:0) n (a: -b:0).
One cy beckoHa4YHO Aasieke Tayke NpaBux %1 - X—b? =0wm X;l + Xf =0,
OHOCHO acumnToTa xunepbone. AcumnToTe xunepbone cy
TAHreHTE Ha Ty KpuBY 13 LeHTpa xunepbone, a goanpyjy kpusy (y
NPOJEKTUBHOM CMUCANY) Y BECKOHAYHO faneknM Taykama.

Konike u projektivnoj ravni

Heka je paTta napabosna y kaHOHCKOM 06uKy ?g = 2pX1, OAHOCHO,
X22 = 2px1x3. beckoHauyHo ganeka npaBa nMa jefHy 3ajeAHNYKY
Tauky ca napabonom (1:0:0), To je beckoHayHO faneka Tadka
oce napabone. Kako je npaea x3 = 0 TaHreHTa Ha napabony y
aatoj Tadku, Tadka (1:0:0) je non beckoHayHo paneke npase, Te
J€ Y aHaNormMju ca NPETXOLHVM MPUMEPNMA MOXKEMO CMaTpaTh
LueHTpoM napabone.

Harnacnmo ga ce ceaka gpyra eaunca, napabosa uau xunepbona
npecnvkaeajy y gate acbuHuM TpaHcopmMaLmjama, y Kojuma ce
BeckoHayHO faneka npaBa cauka y cebe (Tj. ocTaje beckoHauHO
faneka). 3aTto Moxemo pefin ga je HefereHepucaHa KOHMKa
enunca, napabona unu xunepbona y 3aBUCHOCTU oA TOra Ja nu
nma ABe, jeAHYy UM HUjeAHY 3ajefHNYKY Tauky ca beckoHaqHo
[,A71EKOM MPABOM.




Konike u projektivnoj ravni

Haeegumo, y HacTaBKy, [iBe BaKHe TeopemMe Be3aHe 3a
HeJlereHeprcaHe KOHUKE NPOJEKTUBHE PaBHIU.

Teopema

(Mackanoea) Heka cy Ay, ..., Ap Tauke
HeJlereHepucaHe KOHVKE NpojekTuBHE paBHW. Heka
ce napou npasux A;Ax n AzAs, AxAs n AsAs,
A3zA4 n AsA1 pesom ceky y Tadkama Pp, Po, Ps.

Taga cy tauke Py, P> n P3 konuHeapHe.

Teopema

(O6pHyTa [Mackanosa Teopema) Heka cy Ag, ..., As Tauke jegHe
paBHU Of KOjUX Cy CBake Tpu y onwiTeM nonoxajy. Heka ce naposu
npasux A1 A n AzAs, AxAs n AsAe, A3As n AgA1 pesom ceky y
Taukama Pi, P>, P3. Ako cy Tauke Pi, P>, P3 konnHeapHe Taga
MOCTOjN HEAEreHEPUCaAHA KOHMKA KOja cagpxXu Taudke Aj, ..., As.

Konike u projektivnoj ravni

Ako ce Taudka Ay koHuke, "npubnuxasa” Tadku Aj, Taga npaea
A1 Ao Texxn nonoxajy TaHrente y tadkm A;. Harnacumo ga
moxxemo y [lackanoBoj TeopeMn nocMaTpaTu M CneunjanHe
cNyYajeBe, Kaja je YMECTO jeAHOr Nnapa KOHCEKBEHTHUX Ta4aka y
HW3Yy AaTa Tadyka M TAHFeHTa Ha KPUBY Y TOj Tauku.

Teopema pyanHa lNackanoeoj je GpuaHwoHoga.

Teopema

(BpuaHworoBa) Heka cy Tauke Aj,...Ap Takse ga
Cy CBaKe TpU Of, WX Y OMLITEM MOMOXAjy U 43
HefereHeprcaHa KOHUKa AOAUPYje NpaBe
A1Az, AxAs, ... AgA1. Taga cy npase
A1A4, A2 As, A3 A KOHKypeHTHe. Baxku n obpHyTo:

ako 3a Tauke Aj,...As Baxn ga cy
A1As4, A2 As, A3 Ag KOHKYPEHTHE MpaBe OHAa MOCTOju
KOHUKa koja goaupyje npaee AjAs, ArAs, ... AsA;.

Konike u projektivnoj ravni

Cnvnuno kao u y cnyyajy lNackanoee Teopeme MOXEMO JOMYCTUTU
cneumnjasiHe Cay4ajeBe, peLunumMo, ako AONYCTUMO 4a Cy Tadke

A1, As, As KONIMHEapHe, Tada Teopema Baxki 3a Tadky As koja je
LOAMpHa Tadka TaHrenTe A;As Ha Kpusy.




