
12. Inverzija u odnosu na krug

Definicija

Neka je k(O, r) krug euklidske ravni E2. Inverzija u odnosu na
krug k je preslikava�e ψk ∶ E2/{O} → E2/{O} koje proizvo	nu
taqku P slika u taqku P ′ poluprave OP, takvu da je

OP ⋅OP ′ = r2. (1)

Taqka O je centar inverzije.
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Neka je O koordinatni poqetak. Uoqimo da su tada formule
inverzije ψk , gde je k(O, r) u standardnim euklidskim
koordinatama date sa
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Oqigledno je da je inverzija u odnosu na krug bijektivno
preslikava�e. Tako�e, jasno je da je ψk(P ′) = P, te je ψk i
involutivno preslikava�e, odnosno va�i ψ2

k = ε.
Neka je P ∈ E2/{O} proizvo	na. S obzirom da je OP ⋅OP ′ = r2,
direktno sledi i da je OP < r ako i samo ako je OP ′ > r ,
odnosno da se inverzijom u odnosu na krug k taqke iz �egove
unutrax�osti slikaju u taqke koje pripadaju spo	ax�osti
kruga k , i obrnuto, spo	ax�ost se slika u unutrax�ost.



Ako je OP = r tada je i OP ′ = r , odnosno P = P ′ te je taqka P
invarijantna za transformaciju ψk . Dakle va�i slede�e
tvr�e�e.

Tvr�e�e

Jedine invarijantne taqke inverzije u odnosu na krug k su
taqke kruga k.

Mo�emo euklidskoj ravni pridru�iti jednu, beskonaqno
daleku, taqku ∞, a dobijeni skup mo�emo zvati proxirenom

eukllidskom ravni. Tada, mo�emo definisati i da je
ψk(O) = ∞, ψk(∞) = O. Tako�e, uoqimo da formula (2) ima
smisla 0 ⋅ ∞ = r2, u kontekstu graniqnih vrednosti. Pri tom,
proxirena euklidska ravan je bijektivno ekvivalentna sferi.

Primedba(Stereografska projekcija) Neka je data je-

diniqna sfera euklidskog prostora S = {(x1, x2, x3)∣x21 +
x2
2
+ x2

3
= 1}. Postoji uzajamno jednoznaqna korespondencija

izme�u taqaka sfere S2 i taqaka proxirene euklidske ravni

x3 = 0, koja se naziva stereografskom projekcijom.
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Neka je N(0,0,1) "severni pol" sfere. Ako je
P ∈ S2, P ≠ N, tada prava PN seqe ravan u
konaqnoj taqki P ′ i tada definixemo da je
π(P) = P ′. Posebno, taqki P = N
pridru�ujemo beskonaqno daleku taqku
proxirene euklidske ravni.

Ako je π ∶ S2 → E2 ∪{∞} stereografska projekcija, a (x1, x2, x3)
koordinate taqke P sfere, tada su koordinate taqke P ′ date sa

π(x1, x2, x3) = { ( x1
1−x3 , x2

1−x3 ), x3 ≠ 1∞, x3 = 1.
Inverzno preslikava�e je dato sa
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π−1(∞) = (0,0,1).



Proizvo	ni krug k sfere S2 je presek te sfere i neke ravni
α ∶ ax1 + bx2 + cx3 + d = 0. Na�imo �egovu sliku u
stereografskoj projekciji. Ako su (x1, x2) koordinate
euklidske ravni, tada taqka pripada slici kruga k ako i samo
ako je π−1(x1, x2) ∈ α odnosno ako i samo ako je

a
2x1

x2
1
+ x2

2
+ 1 + b

2x2

x2
1
+ x2

2
+ 1 + c

x2
1
+ x2

2
− 1

x2
1
+ x2

2
+ 1 + d = 0.

Ekvivalentno je

(c + d)(x21 + x22) + 2ax1 + 2bx2 + (d − c) = 0,
pa je u pita�u krug, za c + d ≠ 0 ili prava za c + d = 0. Uslov
c + d = 0 je ekvivalentan uslovu N ∈ α, pa vidimo da se u prave
(proxirene taqkom ∞) slikaju krugovi koji sadr�e taqku N.

U proxirenoj euklidskoj ravni, sada i pravu mo�emo
smatrati krugom koji pri tom sadr�i beskonaqno daleku
taqku, a prave i krugove zajedno nazivati uopxtenim

krugovima.
Naglasimo da se mo�e pokazati i da stereografska projekcija
"quva uglove". Ako se neke dve krive na sferi seku pod uglom
φ, tada se i �ihove slike u euklidskoj ravni seku pod istim
uglom.
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Prona�imo sliku taqke P ∈ E2/{O}.
Pretpostavimo da P pripada spo	ax�osti
kruga k . Neka je T dodirna taqka jedne
tangente iz P na k i P ′ podno�je normale iz
T na OP.

Uoqimo da su trouglovi OP ′T i OTP sliqni. Zato je
OP ⋅OP ′ = OT 2 = r2, odnosno P ′ = ψk(P). Kako je ψk(P ′) = P
jasno je i kako konstruixemo sliku u inverziji taqke koja
pripada unutrax�osti kruga k .
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Ako je OAB trougao i ψk(A) = A′,
ψk(B) = B ′, tada iz
OA′/OB ′ = OB/OA zak	uqujemo i
da su trouglovi OAB i OB ′A′
sliqni. Zato je

A′B ′
AB

= OB ′
OA

= r2

OB ⋅OA .



Definicija

Neka su A,B,C ,D qetiri proizvo	ne razne taqke (ne nu�no
kolinearne ili koncikliqne). Tada broj AC

CB ∶ ADDB nazivamo
dvorazmerom te qetiri taqke i oznaqavamo [A,B;C ,D].
Ukoliko su taqke kolinearne oqigledno va�i∣(A,B;C ,D)∣ = [A,B;C ,D].
Neka su A′,B ′,C ′,D ′ slike taqaka A,B,C ,D u inverziji ψk .
Tada je

[A′,B ′;C ′,D ′] = A′C ′
C ′B ′ ∶ A′D ′

D ′B ′ =
r2AC
OC ⋅OA
r2CB
OB ⋅OC

∶ r2AD
OD ⋅OA
r2DB
OB ⋅OD

= [A,B;C ,D].
Definiciju dvorazmere mo�emo proxiriti, korix�e�em
graniqnih vrednosti, i za taqke O i ∞ u proxirenoj
euklidskoj ravni, a prethodna jednakost va�i i u tom sluqaju.

Dakle, va�i slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e

Inverzija u odnosu na krug "quva" dvorazmeru.

Slede tvr�e�a koja pokazuju da se prave i krugovi, odnosno
uopxteni krugovi proxirene euklidske ravni, slikaju u
uopxtene krugove.

Teorema

Neka je p prava ravni E2. Tada va�i:
a) Ako O ∈ p onda ψk(p/{O}) = p/{O}.
b) Ako O ne pripada pravoj p tada postoji krug ravni l koji
sadr�i taqku O, takav da je ψk(p) = l/{O}.

Dokaz.

O

P

P ′

O

Q

PP ′

Q′

a) Neka je P ∈ p. Tada su taqke
P,O,P ′ kolinearne, pa sve
pripadaju pravoj p, pa je i P ′ ∈ p.
S obzirom da je ψk involucija
va�i i skupovna jednakost
ψk(p/{O}) = p/{O}.

b) Neka je P podno�je normale iz O na p i ψk(P) = P ′. Neka je
l krug sa preqnikom OP ′. Neka je Q ∈ p, Q ≠ P proizvo	na
taqka. Tada, s obzirom da su trouglovi OPQ i OQ ′P ′ sliqni,
sledi i da je ∠OQ ′P ′ = ∠OPQ prav. Zato taqka Q ′ pripada
krugu sa preqnikom OP, odnosno l .



Obrnuto, ako je Q ′ ∈ l/{O}, taqka Q ′ se inverzijom ψk slika u
taqku Q poluprave OQ ′ za koju va�i i da je ∠OPQ = ∠OQ ′P ′
te Q pripada i pravoj ortogonalnoj u P na OP ′, odnosno
pravoj p. Zato va�i skupovna jednakost ψk(p) = l/{O}.
Teorema

Neka je l krug euklidske ravni. Tada va�i:
a) Ako je O ∈ l , onda je ψk(l/{O}) neka prava p te ravni koja,
pri tom ne sadr�i taqku O.
b) Ako l ne sadr�i taqku O tada je ψk(l) = l ′ tako�e krug koji
ne sadr�i taqku O. Pri tom, postoji i homotetija sa centrom
u O kojom se l slika u l ′.
Dokaz.

a) S obzirom da je ψk involucija, tvr�e�e direktno sledi iz
Teoreme 1 pod b).
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b) Neka je S centar kruga l i A i B taqke
u kojima prava OS seqe l . Neka je R ∈ l
proizvo	na. Prava OR seqe krug l jox u
taqki R1. Posebno, ako je OR tangenta
na l , tada je R = R1. Neka je ψk(R) = R ′.

Pri tom, zbog potencije taqke O u odnosu na krug l sledi da je
OR ⋅OR1 = OA ⋅OB. Kako je i OR ⋅OR ′ = r2, sledi da je i
OR ′
OR1

= r2

OA⋅OB = const. Zato taqka R ′ pripada krugu l ′, slici
kruga l u homotetiji sa centrom u taqki O i koeficijentom
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OA⋅OB . Kako je ψk involucija sledi i da va�i skupovna
jednakost ψk(l) = l ′.

Tvr�e�e

Kompozicija dve inverzije sa istim centrom je homotetija.

Dokaz. Neka su k1(O, r1) i k2(O, r2) koncentriqni krugovi i
P proizvo	na taqka. Ako je ψk1(P) = P1 i ψk2(P1) = P ′ tada je
OP ⋅OP1 = r2
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Zato je P ′ = H
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= ψk2 ○ ψk1 .

Tvr�e�e

Neka taqka P ne pripada krugu k i neka je P ′ = ψk(P). Ako
krug l sadr�i taqke P i P ′ onda su krugovi k i l ortogonalni.



Dokaz.
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Neka je k(O, r). Potencija taqke O u
odnosu na krug l je OP ⋅OP ′ = OT 2, gde je
T dodirna taqka tangente iz O na l .
Zato je r = OT , pa taqka T ujedno
pripada i krugu k . Tada se tangente na
k i l u T seku pod pravim uglom pa su
krugovi ortogonalni.

Slede�a tvr�e�a navodimo bez dokaza.

Tvr�e�e

Neka su k i l dva kruga euklidske ravni. Tada je ψk(l) = l ako
i samo ako su krugovi k i l ortogonalni ili k = l .

Tvr�e�e

Neka su A,B,P,Q qetiri razne kolinearne taqke i k krug sa
preqnikom PQ. Tada va�i ψk(A) = B ako i samo ako je
H(A,B,P,Q).
Teorema

Neka su l1 i l2 uopxteni krugovi euklidske ravni. �ihove
slike l ′

1
i l ′

2
u inverziji ψk se seku pod istim uglom kao l1 i l2

ali suprotne orijentacije.

Sada se lako mo�e se pokazati i da inverzija "quva uglove" i
izme�u proizvo	nih krivih koje se seku, ali me�a
orijentaciju.

Uoqimo tako�e da su i refleksija u odnosu na pravu i
inverzija u odnosu na krug bijektivna preslikava�a,
involucije, koje slikaju jednu od oblasti ravni koju graniqe u
drugu.

�ihove invarijantne taqke su taqke osnove
refleksije/inverzije. Ako se taqka P slika u P ′ tada je prava
PP ′ ortogonalna na osnovicu transformacije.
Ako PP ′ seqe tu osnovicu u taqkama P1 i P2 u sluqaju
inverzije va�i da je H(P,P ′,P1,P2). U sluqaju refleksije,
pored jedne konaqne taqke P1 dve prave obe sadr�e i
beskonaqno daleku taqku ∞, pa je P2 = ∞. Tada i u sluqaju
refleksije va�i da je H(P,P ′,P1,P2).
Zato u proxirenoj euklidskoj ravni, gde su i prave uopxteni
krugovi, mo�emo smatrati da je refleksija u odnosu na pravu,
zapravo, inverzija u odnosu na uopxteni krug.


