12. NHBep3nja y ogHocy Ha kpyr

HeduHunynja

Heka je k( O, r) kpyr eyknnacke pasHu [E2. WNusep3uja y ogHoCy Ha
Kpyr k je npecnukasame 1y : E2\{O} — E?\{O} koje nponssossHy
Tauky P cauka y Tauky P’ nonynpase OP, Taksy ga je

OP-OP' =1 (1)

Tauka O je ueHTap uHsep3uje.

Heka je O koopguHaTHM noyeTtak. Younmo ga cy taga dopmyne
nHBep3aunje Yy, rae je k(O,r) y cTaHgapAHUM eyKJIMLCKUM
KoopgMHaTamMa gaTte ca

2 2
r-Xxi r~Xo
X1,X2) = . 2
Q/}k( 1, 2) (X12+X22’X12+X2) ( )

OuwurnegHo je ga je nHBEp3nja y 04HOCY HA KPyr BnjekTUBHO
npecnukasarse. Takolje, jacHo je ga je Uk (P’) = P, e je ¢y n
WHBOJYTNBHO MPEC/INKABaHbE, OOHOCHO BaXKu wi = €.

Heka je P € E2\{O} npoussossHa. C o63upom aa je OP- OP’ = r?,
aupekTHo cneam u aa je OP < r ako n camo ako je OP' > r,
OLHOCHO Zla Ce MHBEP3UJOM Y OJHOCY HA KpYr Kk Tauyke U3 HErose
YHYTPaLWHOCTW CANKAJy Y Ta4yke Koje Npunagajy CnosballroCcTu
Kpyra k, n obpHyTO, CNO/ballHOCT CE CAMKA Y YHYTPALLHOCT.
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Axo je OP =r tapa je u OP' = r, oprocHo P = P’ Te je Tauka P
MHBApWjaHTHa 3a TpaHcopmaunjy Y. Hakne saxn cnepehe
TBpherse.

JeguHe nHBapujaHTHe Tadke MHBEpP3Wje Y OAHOCY Ha Kpyr k cy
Tayke kpyra k.

MoxxeMo eyKNMACKO] paBHU NPUAPYXUTK jeaHy, OeckoHa4vyHo
Janeky, Tayky oo, a AobMjeHU CKyN MOXKeMO 3BaTu MPOLUINPEHOM
eyK/IJINACKOM paBHU. Taja, MoxemMo fedUHUCATK U Aa je
Pi(0) = 00, P (00) = O. Takobe, younmo aa cdopmyna (2) uma
cmucna 0- 00 = r?, y KOHTEKCTY rpaHnYHNX BpegHocTu. Mpu Tom,
NPOLLIVPEHA EYKINACKA paBaH je bnjekTMBHO ekBrBaneHTHa cchepu.

MNpumepba(Crepeorpachcka npojekynja) Heka je para je-
auHnyHa cgpepa eyknuackor npoctopa S = {(xi,x2,x3)|xE +
x22 + x32 =1}. locroju y3ajamHoO jefHO3HAYHA KOPECTOHAEHUM)A
u3mely Ta4aka cpepe S2 u Tayaka npoluupeHe eykangCKe paBHu

x3 = 0, kKoja ce Ha3uBa cTepeorpacckomM MpojekLnjom.

Heka je N(0,0,1) "cesepru non” ccpepe. Axko je
PeS? P+N, taga npaa PN ceue paBaH y
koHauHoj Taukn P’ n Taga gedpunuwemo ga je
w(P) = P'. MNocebHo, Taukn P =N
NPUAPY>KYjeMO BeCKOHauYHO Jajneky Tauky
NPOLUMPEHe eYKINACKE PABHU.

Ako je 7:S8? - E2 U {00} cTepeorpadbcka npojekuuja, a (xi, X2, X3)
KoopanHaTe Tauke P cdepe, Taga cy koopauHaTe Tadke P’ paTe ca

T +1
7T(X1,X27X3):{ (1_X3’1—X3)’ X3

00, X3 = 1.

NHBep3HO npecnukaBatbe je aTo ca

2, .2
2x1 2x> Xi + Xy — 1)
)

-1
T (x1,X) =
( ’ ) (X12+X22+1’X12+X22+1’X12+X22+1

7 (o0) = (0,0,1).




MpounssosHu kpyr k cpepe S? je npecek Te ccpepe U Heke paBHM
«:axy + bxo + cx3 +d =0. Haljumo meroey canky y
crepeorpadckoj npojekumjn. Ako cy (X1,X2) KoopauHaTe
eyK/JIMACKE paBHU, Taja Tayka npunaga camuu Kpyra k ako u camo
ako je m1(X1,X2) € (0 OAHOCHO aKO U CaMo aKo je

271 272 7% + Y% -1
2 2 2

. — R R +d=0.
X]+X5+1 X]+X5+1 X]+X5+1

EkBunBaneHTHo je
(c+d)(X3 +X3) +2axy +2bxy + (d - ¢) = 0,

na je y nutamy kpyr, 3a ¢ +d # 0 nnn npaea 3a c+d =0. VYcnos
c+d =0 je ekBueanentaH ycnosy N € o, na Bugumo ga ce y npaee
(npowmpeHe TaukoM ©0) CAMKAjy KPYroBu Koju cagpke Tadky N.

V npowunpeHoj eykIMACKO] PpaBHU, Cada 1 NpaBy MOXXeMO
CMaTpaTy KPYroM KOju mpu TOM Caap>xu BECKOHAYHO fajeky
TayKy, a MpaBe U KPyrose 3ajeAHO HA3MBaTU YONWTEHUM
Kpyrosuma.

Harnacumo pa ce moxke nokasaTu u ga ctepeorpadpcka npojekuuja
"4yyea yrnoee”. AKo ce Heke fiBe KpUBE Ha cdepu CeKy MoA YrioMm
¢, Tafa Ce U HIXOBE CINKE Y €YKIUACKO] PaBHU CEKY NOJ NCTUM
YrnoMm.

Mpoxahumo canky Tauke P € E2\{O}.
Mpetnoctaeumo ga P npunafga cnosballrboCTy
kpyra k. Heka je T popgupHa Taudka jefHe
TaHrenTe us P Ha k n P’ nogHoxje Hopmane u3
T Ha OP.

Vouumo aa cy tpoyrnosn OP'T n OTP canynn. 3aTo je
OP-OP' = OT? = r?, oarocho P’ = 1), (P). Kako je ¥, (P') = P
JACHO je 1 Kako KOHCTPYWULIEMO CANKY Y UHBEP3UjN Tayke Koja
npunaga yHyTpawwrboCcT Kpyra K.

Ako je OAB tpoyrao n ¢ (A) = A’
. Yi(B) = B’, Taga n3
., OA’'/ OB’ = OB/ OA 3aksmyuyjemo un
pa cy Tpoyrnoen OAB n OB’A’
canyHu. 3aTo je

AB 0B r?
AB OA OB-0A




HedumHuymnja
Heka cy A, B, C, D 4eTupu npousBosbHe pasHe Tauke (He HY>XHO
KOJIMHEapHe nan KoHuuknuyHe). Taga 6poj % : % Ha3nBamo

ABOpa3MepoM Te YeTupu Taudke u o3Hadasamo [A, B; C,D].

VKOANKO Cy Tauke KOJMHEApPHE OYUMNELHO BaXKN

(A, B; C,D)| = [A,B; C,D].

Heka cy A, B’, C', D’ cnuke Tauaka A, B, C, D y uHeep3auju v)y.
Taga je

2 2
I¥all 1A/ rrAC r<AD
_ A'C . A'D _ OC-OA . OD-OA

T C'B' D'B’  _r’CB_ " _rDB
¢ OB-OC OB-OD

[A",B";C",D’] =[A,B; C,D].

JedbuHuyn)y geopasmepe Moxemo npowmputu, koputhiersem
rpaHnyHUX BpegHOCTM, 1 3a Tadke O 1 oo y NpOLNPEHO]
EYKJNACKO] PaBHUN, a MPETXO4HA jeAHAKOCT BaXWU 1 Yy TOM Cay4ajy.

Hakne, Baxxn cnegehie Tephjetse.

Tephere

NHBep3nja y oaHOCy Ha kpyr "4yBa’ mBOpasmepy.

Cnepe TBpherba Koja nmokasyjy ga ce nMpaBe U KPyroBu, OLHOCHO
YOMLUTEHU KPYrOBU MPOLLNPEHE EYKINACKE PaBHU, CANKAJY Y
YOMLUTEHE KpYroBe.

Teopema

Heka je p npasa pasru E2. Taga saxu:

a) Ako O € p onpa ¥i(p\{O}) = p\{O}.

6) Ako O He mpunaga npasoj p Taga NoOCToju Kpyr paeHu | Koju
cagpxu Tauky O, Takae ga je Y (p) = \{O}.

[Ooxas.

a) Heka je P e p. Taga cy Tauke
P, O, P’ xonuxeapHe, na cBe

. npunaaajy npasoj p, na je u P’ e p.
C ob3upom ga je Y, nHeBoNyumja

" BaXKM 1 CKYNOBHA jeHaKOCT

Yi(P\{O}) = pP\{O}.

6) Heka je P nogHoxje Hopmane us O Ha p n ¢, (P) = P'. Heka je
| kpyr ca npedHnkom OP’. Heka je Q € p, @ # P nponssosbHa
Tauka. Taga, c o63mpom ga cy Tpoyrnosn OPQ n OQ'P’ candnn,
cnean n ga je 2 OQ'P' = 2 OPQ npas. 3ato Tadka Q' npunaga
Kpyry ca npedHukom OP, ogHocHo /.




O6pHyTo, ako je Q' € \{O}, Tauka Q' ce nneepaujom 1, canka y
Tauky @ nonynpaee OQ’ 3a kojy Baxn n ga je 2 OPQ = 20Q'P’
Te Q npuvnaga v npasoj opToroHanHoj y P na OP’, ogHocHo

npaeoj p. 3aTo Baxku ckynosHa jegHakocT i (p) = \{O}. O

Heka je | kpyr eyknugcke pasHu. Taga Baxxu:

a) Ako je O €/, onga je ¥, (/\{O}) Heka npaBa p Te paBHu Koja,
npu Tom He cagpxu Tadky O.

6) Ako | He cagpxn Tauky O Taga je i (/) = 1" Takohe kpyr Koju
He cagpxu Tadky O. lNpu Tom, nocTojn n xoMoTeTHja Ca LEHTPOM
y O kojom ce [ cnuka y /.

[Ooxas.
a) C o63upom ga je 1), nHeonyuuja, Tepherse ANPEKTHO Crean m3
Teopewme 1 nog 6).

6) Heka je S uentap kpyra / n A n B Tauke
y kojuma npasa OS ceve /. Heka je Rel
nponseosbHa. Mpasa OR ceue kpyr [ jow y
Tauku Ry. MNocebHo, ako je OR TaHreHTa
Ha /, Taga je R = Ry. Heka je ¥x(R) =R’

Mpu Tom, 360r noteHymje Tauke O y ogHocy Ha kpyr | cnegn pa je
OR - ORy = OA- OB. Kako je u OR- OR' = r?, cneam pa je n

8—21 = OAOB = const. 3aTo Tauka R’ npunaga kpyry I, camum
Kpyra 'y xomoTeTujn ca ueHtpom y Tadkn O n KoeuynjeHToM
oaog- Kako je 1, uHBONyuMja cneam M Aa BaxKn CKYMoBHA

jeanakoct Ui (1) =1 O

Tepherbe

KomMnosuumnja gBe nHBep3nje ca NCTUM LEHTPOM |€ XOMOTETH]a.

Doka3. Heka cy k1 (O, 1) n ko(O, rp) KOHLEHTPUYHI KPYrOBY 1
P npoussosbHa Tauka. Ako je ¥, (P) = P1 v 1k, (P1) = P’ Taga je
OP .- 0P =r12 " OP1-OP’=r22 na je

oP’ rs

OP _r12.

=Yg, 0 Vg - O

3atoje P' = HO ,22(P), na je H
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Tepherbe

Heka Tauka P He npunaga kpyry k u Heka je P’ =, (P). Ako
kpyr | cagpxu Tauke P u P’ oHpa cy kpyrosu k n | opToroHanHu.

[



Ooxas.
Heka je k(O,r). Motenunja Tauke Oy

oaHocy Ha kpyr | je OP-OP' = OT?, rpe je
T noanpHa Tadka TaHrente n3 O Ha /.
3aTo je r = OT, na tauka T yjeaHo
npunaga n kpyry k. Taja ce TaHreHTe Ha

kwnly T ceky nog npaBum yriom na cy
KPYroBu OpPTOrOHAJAHMU. L]

Cnepeha TBpherba HaBoauMmo 6e3 goKaza.

Tepherse

Heka cy k u | gBa kpyra eyknugcke pasuu. Taga je ¥, (/) =/ ako
1 caMo ako cy Kpyroeu k un | optoroHantm wam k = /.

Tephetse

Heka cy A, B, P, Q 4eTupn pasHe KOJIMHEapHe Tavyke U k Kpyr ca
npedHnkom PQ. Tapa Baxu 1, (A) = B ako n camo ako je
H(A,B,P,Q).

Teopema

Heka cy h n b yonwTeHu kpyroeu eyknuacke paeuu. Houxoee
canke I n I} y nHeepamnjn 1y ce ceky nog UCTum yrnom kao h un b
anun CynpoTHE opujeHTauuje.

Capa ce nako MoXke ce nokasaTu U Aa nHeep3wnja "4dyea yrnoee” u
n3smehy Npou3BOJ/LHUX KPUBUX KOje Ce CEKY, aln MEeHaA
opuvjeHTaumjy.

Youumo Takohe aa cy n pedpsiekcuja y O4HOCY Ha npaBy u
WHBEP3Mja ¥ OAHOCY Ha Kpyr OUjeKTUBHA NpecinKaBama,
WHBOJYLMje, KOje CNnKajy jeaHy of obnacTn paBHU KOjy rpaHu4e y
apyry.

Houxoee nHBapnjaHTHE TaYke Cy Tayke OCHOBE
pednekcuje/nneepanje. Ako ce Tauka P canka y P’ Taga je npasa
PP’ opToroHanHa Ha OCHOBULY TpaHcdopMmaumje.

Ako PP’ ceve Ty ocHoBuuy y Taukama Py n P, y cayuajy
nHeep3suje saxxmn aa je H(P, P’ Py, P,). V cayuajy pednekcuje,
nopen jeaHe KoHadHe Tadke P; aBe npase obe cagpxe un
6eCckoHa4YHO paneky Tauky oo, na je Pr = co. Taga un y cnyyajy
pecdonekcunje saxu ga je H(P, P', Py, Py).

3aTo y NpOLMNPEHO] eYKINACKO] PaBHU, TAe Cy M NpaBe YOmnLUTEHN
KpYroBu, MOXXeMO CMaTpaTu Aa je pedfiekcrja y ogHOCY Ha npasy,
3anpaBo, UHBEP3Uja Y OLHOCY Ha YOMLITEHU KPYr.
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