
14. Poenkareov disk model

Posmatrajmo jediniqni krug k � �x1 � 1�2 � �x2 � 1�2 � 1
euklidske ravni E2. U kompleksnim koordinatama on je dat

jednaqinom Sz S � 1.
Taqke Poenkareovog disk modela, koje �emo nazivati

h-taqkama, su taqke unutrax�osti ovog kruga D2
� �z SSz S @ 1�.

Skup svih h-taqaka je h-ravan, a sam krug nazivamo

apsolutom. Specijalno, taqku O datu sa z � 0 nazivamo
centrom apsolute.

h-prave. Neka je Çl uopxteni krug ravni E2, normalan na

apsolutu k . Tada Çl i k imaju dve zajedniqke taqke X i Y .
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Tada je Çl u euklidskom smislu prava ako i

samo ako Çl sadr�i centar apsolute O. Skup
taqaka uopxtenog kruga Çl koje su ujedno i
h-taqke je h-prava i oznaqava�emo je sa l .
Taqke preseka apsolute i Çl , X i Y ,

nazivamo beskonaqno dalekim taqkama

h-prave l .

Ako je Çl u euklidskom smislu prava, koja onda sadr�i taqku O
i ako je θ ugao koji Çl odre�uje sa x1 osom, onda je jednaqina Çl
data sa

sin θx1 � cos θx2 � 0.



Neka je Çl u euklidskom smislu krug i neka je �egov centar C
dat koordinatom c � a � ib, a polupreqnik r . Ako je X jedna

zajedniqka taqka krugova k i Çl trougao OXC je pravougli, pa je

1 � r2 � Sc S2. Zato je krug Çl dat jednaqinom Sz � c S � r , tj.�x1 � a�2 � �x2 � b�2 � a2 � b2 � 1, odnosno

x21 � x22 � 2ax1 � 2bx2 � 1 � 0.

Uoqimo da za dve razne h-taqke A i B postoji taqno jedna

h-prava l koja ih sadr�i. Tada Çl sadr�i i taqke ψk�A� i
ψk�B�.

Ako je Çl u euklidskom smislu krug, smatramo da je h-taqka A
h-izme�u h-taqaka B i C ako pripada luku BC kruga Çl koji je

podskup unutrax�osti apsolute. Ako je Çl u euklidskom smislu

prava, h-taqka A h-izme�u h-taqaka B i C ako je i euklidski

A izme�u B i C . Sve h-taqke A koje su h-izme�u B i C je

h-du� BC .

Ako uopxteni krug Çl seqe apsolutu u taqkama X i Y i sadr�i

h-taqku A, onda su skupovi taqaka otvorenih lukova ÃAX i ÃAY
koji pripadaju h-ravni, otvorene h-poluprave.

Me�usobni polo�aj dve h-prave. Dva razna uopxtena krugaÇl1 i Çl2 koji odre�uju h-prave, l1 i l2 mogu da imaju zajedniqke
najvixe dve taqke.
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Ako nemaju zajedniqkih taqaka,

tada se ni l1 i l2 ne seku. Tada
ka�emo da su l1 i l2
hiperparalelne.

S obzirom da se inverzijom u odnosu na krug k , Çl1 i Çl2 slikaju
u sebe, ako je skup zajedniqkih taqaka neprazan, on se slika u

sebe.
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Zato, ako se Çl1 i Çl2 dodiruju u jednoj
taqki, ona je invarijantna za inverziju,

pa pripada apsoluti k i nije h-taqka.
Tada ka�emo da su l1 i l2 paralelne
prave.
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A1 = ψk(A)

Ako se Çl1 i Çl2 seku u dve taqke, jedna
pripada unutrax�osti, a druga

spo	ax�osti apsolute, pa se l1 i l2 seku
u jednoj taqki. Tada ka�emo da su one

konkurentne.

Ugao. Mera ugla izme�u dve h-prave je �egova euklidska mera,
odnosno, ugao izme�u dve h-prave l1 i l2 je ugao izme�u
tangenti na l1 i l2 u preseqnoj taqki.

h - normale. Neka je l1 h-prava sa beskonaqno dalekim
taqkama X i Y . Tada je uopxteni krug Çl1 normalan na

apsolutu k . Odredimo h-pravu l2 normalnu na l1.

Ako je Çl1 euklidski prava, tada je Çl2 ili prava ortogonalna naÇl1 u O ili krug sa centrom C koji pripada pravoj Çl1. Pri tom

je �egov polupreqnik r �
º
OC 2

� 1.

Neka je Çl1 krug. Ispitajmo kada je uopxteni krug Çl2
ortogonalan na k i Çl1.
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Ako je Çl2 prava, tada ona sadr�i centre

krugova Çl1 i k . Ako je Çl2�C , r� krug, tada
taqka C ima istu potenciju r2 prema
krugovima Çl1 i k , pa taqka C pripada

radikalnoj osi XY ovih krugova, a ne

pripada du�i XY . Pri tom va�i

OC 2
� 1 � r2.

Ako krug Çl2 sadr�i h-taqku A, tada, s obzirom da je

ortogonalan na k sadr�i i taqku ψk�A� � A�.

Sada lako sledi naredno tvr�e�e.

Teorema

Postoji jedinstvena h-prava n koja sadr�i datu h-taqku A i

normalna je na datu h-pravu a.

Pravu n nazivamo h-normalom. Ako je A0 zajedniqka taqka

pravih n i a, tada je A0 h-projekcija h-taqke A na h-pravu a.
Slede�e tvr�e�e navodimo bez dokaza.
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Tvr�e�e

Dve h-prave l1 i l2 su hiperparalelne ako i
samo ako imaju zajedniqku h-normalu. Pri
tom, ta normala je jedinstvena.
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Ako je A h-taqka, tada skup svih h-pravih
koje sadr�e A nazivamo pramenom

konkurentnih pravih ili eliptiqkim

pramenom pravih, sa centrom u A i

oznaqavamo XA.
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Ako je X taqka apsolute, svi uopxteni

krugovi koji sadr�e X i koji odre�uju

h-prave se dodiruju u taqki X . Zato sve
h-prave koje imaju zajedniqku beskonaqno
daleku taqku X nazivamo pramenom

paralelnih pravih ili paraboliqkim

pramenom, sa centom u X . �ega

oznaqavamo sa XX .
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Ako je s h-prava, tada skup svih

h-pravih normalnih na s nazivamo
pramenom hiperparalelnih pravih,

odnosno hiperboliqkim pramenom i

oznaqavamo sa Xs .

Uoqimo da za dve razne h-prave postoji taqno jedan pramen X
koji ih sadr�i.

h-refleksije. Neka je l h-prava. Tada je Çl uopxteni krug

ortogonalan na apsolutu k. Uopxtena inverzija ψÇl u odnosu naÇl tada slika krug k u sebe.
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Pri tom, h-taqke h-prave l su
invarijantne za ovo preslikava�e.

h-prava l razla�e unutrax�ost kruga k
na dve oblasti koje se preslikava�em ψÇl
slikaju jedna u drugu.

Restrikciju ψÇl na h-ravan nazivamo h-refleksijom i

oznaqavamo sa Sl .

Definicija

Kompozicija konaqnog broja h-refleksija je h-izometrija.
Ukoliko je h-izometrija kompozicija parnog broja
h-refleksija onda je ona direktna, a ako je kompozicija
neparnog broja h-refleksija indirektna h-izometrija.



Slede�e tvr�e�e sledi direktno.

Tvr�e�e

Skup svih h-izometrija je grupa.

Zbog osobina uopxtenih inverzija va�i i slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e

Svaka h-izometrija slika h-kolinearne taqke u h-kolinearne
taqke i quva raspored. Slika h-prave u h-prave. Pri tom,

uglovi izme�u dve h-prave i �ihovih slika su jednaki.

Konkurentne, paralelne, odnosno hiperparalelne h-prave se
slikaju redom u konkurentne, paralelne, odnosno

hiperparalelne h-prave.

Neka je h-prava l data jednaqinom sin θx1 � cos θx2 � 0. Na�imo
fomule h-refleksije u odnosu na �u.
S obzirom da je Çl (euklidski) prava koja sadr�i taqku O
tra�ene formule su formule euklidske refleksije u odnosu

na pravu Çl odnosno formula h-refleksije je

Sl�z� � e2iθz . (1)

Ako je h-prava l data jednaqinom

x21 � x22 � 2ax1 � 2bx2 � 1 � 0,

odnosno odre�ena euklidskim krugom sa centrom u c � a � ıb i

polupreqnikom r2 � Sc S2 � 1 onda su formule inverzije ψÇl , a

samim tim i Sl date sa z ( r2

z�c � c �
r2�zc�Sc S2

z�c �
cz�1
z�c , odnosno

Sl�z� � cz � 1

z � c
. (2)

Primedba Uoqimo da su (1) i (2) antihomografije, koje pri

tom slikaju D2 u D2. Pri tom, oba se mogu zapisati i kao

z ( az�b
bz�a

, gde je u prvom sluqaju a � eıθ,b � 0, a u drugom

a � ıc ,b � �ı.
S obzirom da su kompozicije antihomografija inverzivna

preslikava�a, vidimo da su sve h-izometrije inverzivna

preslikava�a koja slikaju D2 u sebe.

Poka�imo da su sve homografije kojima se D2 slika u sebe

date sa m � z ( az�b
bz�a

gde SbS @ SaS.
Neka je m � z ( az�b

cz�d homografija koja slika k ( k .

a � SaSe iα,. . . , d � Sd Se iδ. S obzirom da svaka srazmerna

qetvorka kompleksnih brojeva odre�uje isto preslikava�e

mo�emo uzeti da je δ � �α.



Za taqke 1,�1, i kruga k va�i da je Sm�1�S � 1, Sm��1�S � 1,Sm�i�S � 1, xto se svodi (posle par redova raquna) naSaS2 � SbS2 � Sc S2 � Sd S2 i ab � cd , tj. SaSSbS � Sc SSd S i
e i�α�β� � e i�α�γ�.
Zato je e iγ � e�iβ. Iz ostalih jednaqina sledi da je iliSaS � Sc S , SbS � Sd S ili SaS � Sd S , SbS � Sc S. U prvom sluqaju

ad � bc � 0, pa ostaje da je SaS � Sd S , SbS � Sc S. Pri tom, za taqku

0 > D2 treba da va�i Sm�0�S @ 1, pa sledi SbS @ SaS.
S obzirom da antihomografija Sp�z� � z slika D2

( D2 sledi

i da su sve antihomografije koje slikaju D2
( D2 oblika

m X Sl .

Neka je m�z� � az�b
bz�a

, SbS @ SaS homografija odre�ena matricom
M � �a b

b a
	 .

Poka�imo da je ona kompozicija dve h-refleksije.
Neka je b � 0. Tada mo�emo smatrati a � e iθ. Kompozicija
m X Sp � z ( m�z� je antihomografija sa matricom M i

predstav	a h-refleksiju u odnosu na h-pravu q koja odre�uje

ugao θ sa x1-osom. Zato je m � Sq X Sp.
Ako b x 0, neka je c � �

a
b
i Sl � z (

cz�1
z�c . Tada je m X Sl

antihomografija sa matricom

�a b

b a
	 �c �1

1 �c
	 � � SaS2SbS2 � 1� ��b 0

0 b
	 ,

odnosno h-refleksija u odnosu na h-pravu q koja sadr�i taqku

O. Zato je m � Sq X Sl .
Svaka antihomografija ovog oblika je tada m X Sp odnosno

kompozicija(do) tri h-refleksije.

Dakle

Teorema

Direktne h-izometrije su date sa m�z� � az�b
bz�a

, gde a,b > C i

SbS @ SaS, a indirektne z ( m�z�.
Primedba Dakle, grupa h-izometrija hiperboliqke ravnije

podgrupa grupe inverzivnih transformacija. Pri tom, di-

rektna h-izometrija mo�e predstaviti kao kompozicija dve

h-refleksije, a svaka indirektna je kompozicija do tri h-
refleksije.



Tvr�e�e

Neka je A h-taqka razliqita od centra apsolute O. Tada
postoji jedinstvena h-refleksija Sl koja slika A u O.

Dokaz. Neka je l h-prava koja ne sadr�i taqku O, odre�ena
krugom Çl sa centrom u C i koordinatom c � a � ıb. Tada je
Sl�O� � 1

c , videti (2). Ako je A x O h-taqka i w �ena

kompleksna koordinata, sledi da je c �
1

w , centar euklidskog

kruga Çl koji odre�uje h-pravu l takvu da je Sl�A� � O.

Definicija

h-prava l takvu da se h-refleksijom Sl taqka A slika u B je

h-simetrala du�i AB.

Dakle, ako je jedna od taqaka A i B centar apsolute pokazali

smo da postoji jedinstvena h-simetrala te du�i. Ako je Sq
refleksija kojom se A slika u O a B u B1 i l1 h-simetrala
du�i OB1, tada je h-prava Sq�l� simetrala du�i AB. Zato
va�i slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e

Neka su A i B dve razne h-taqke. Tada postoji jedinstvena

h-simetrala du�i AB.

Primedba Ako je w kompleksna koordinata taqke A x O
tada je formula h-refleksije kojom se A slika u O data sa

Sl�z� � 1

w
z�1

z� 1

w

�

1

w
z�1

z� 1

w

odnosno

Sl�z� � w

w

z �w

wz � 1
. (3)


