16. MeTtpuka y [loeHkapeoBom guck mopeny

HeduHuunja

Heka cy A, B h-tauke n X n Y beckoHa4Ho
JaJjleKe Tayke npase Koja cagp>xu tadke A n B,
TakBe Aa Tayka B npunaga h-nonynpaeoj AX.

Pactojarse y lMoeHkapeoBoM auck mogeny je

pato ca di(A,B) =In |% : % :

Cnepefie TBpherse ocTaBbamo 6e3 gokasa.

Tephere

[NpecnnkaBarse dj jecTe byHKUMja pacTojatba.

Heka je TyOI'ILIJTeHVI Kpyr opToroHanaH Ha ancosyTty. C o63mpom
Aa yonwiTeHa nHeepsmja 1y camka h-npaey y h-npasy, 4vysa
h-pacnopegs Tavaka 1 fBOpa3Mepy, AUPEKTHO CEAN U HApPeaHO
TBpherse.

Tephere

Heka je Z h-usometpuja, A n B aBe h-tauke n
IZ(A) = A", Z(B) = B'. Taga je dx(A, B) =d,(A", B’).

Mpumep Heka je A h-Tauyka 4uja je KOMMJIEKCHA KOOPAMHATA
z n O yentap anconyte. Heka cy X n Y beckoHaqHo paneke
Ta4ke h-npase OA Takse ga ta4ka A npunaga noaynpasoj OY .
Taga je AX =1+]|z|, AY =1-|z|, OX = OY = 1. Besa usmeby
xunepbonudkor pactojara d u eykaugekor |z| Tadaka O u A

gata cad=dp(0,A) =In Hi}

[



Teopema

Heka cy z1 n z koopguHate h-Tadaka A u B. Taga je

[oka3. Heka je S; h-pedpnekcuja kojom ce Tauka A cnuka y

Mpumep ... Taga je u ed _1
|z| = PR
e? +1

(1)

oHocHo |z| = tanh ¢

5. Tj. d =2arctanh|z|.

dn(A, B) = 2arctanh |121;Zz|.
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ueHTap anconyte O. [aTa je CbOpMyﬂOM Si(z) = S51 A Tauka
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Si(B) = B uma koopaunaty b’ = 2 250
: " _ lz-2| .
Tapa je |b| = o] N2 e
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dn(A, B) = dp(0, B") = 2arctanh |b’| = 2 arctanh =,
|].—2122|
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Mpumep Heka je M + O h-Tauka ca KOMMIAEKCHOM KOOPANHATOM

z u My h-cpeauiute gyxun OM;, ca koopauHatom z1. C 063upom
. _ 2tanhx : _ 2az]
Aa je tanh(2x) = <Z20C sax ga je |z| = T mf

OBHOCHO |z1| =

1-+/1-|z2
lzl -

Yrao napanenHocru.

Heka cy p n g aBe h-npase mehycobHO OopTOroHanHe y LeHTpy
anconyte O.

=

C ob3upom ga P % p, 7 je eyknuacku kpyr. [pn Tom, Tauka C
npunaga 1 cuMmetpanu ayxxm PX, na nocroju jeauHCTBEH Kpyr 7
KOjU UCMYyHaBa TPaXKEHe YCJIOBE.

Tapa cy u yonwTeHu kpyroeu p u § (eyknuacku)
npaee HopMmanHe y O. Heka je P € g h-Tauka.
Habhumo h-npaee koje capgxxe Tauky P u
napanente cy p. Heka cy X n Y 6eckoHauHo
Janeke Tadke h-npase p. Ako je h-npaga r
napanenHa p Tako wto X € 7, Taga je ¥ unu
npaea koja cagpxu O, OAHOCHO r = p NAN Kpyr
yujn ueHtap C npunaga npasoj kpo3 X
napaneHoj g.




Kako ce h npase p n q h-pecbnekcujom Sy, OAHOCHO €yKANACKOM
pednekcnjom Sy cnukajy y cebe, a h-nonynpasa OX 'y
h-nonynpaey OY, cnegu ga noctojn v jesmHCTBeHa h-npaea n
Kpo3 P napanenHa p Tako wTo je Y rbeHa BeckoHa4vyHO ganeka
TaukKa.

Heka cy A un a peaom h-tauka n h-npasa u A’ nogHoxje h-Hopmane
Koja cagpxun Tadky A Ha h-npasy a. Kako noctoju h-pecpnekcuja
S/ kojom ce Tauka A’ canka y uenTap anconyte O, a ocobure kao
KOJINHEAPHOCT, OPTOrOHAJIHOCT U NapasieNHOCT Cy MHBAapPUjaHTHE 3a
h-pecbnekcuje, npaee koje cagp>xe Tauky A v napanenHe cy a
cnukajy ce y npase koje cagpxe S;(A) n napanente cy p.

Takofje, younmo pa npaee r u r; oapelyjy owTpe yriose ca
npaBoM g koju cy mMehycobHo h-cMMeTpryHU Yy ofHOCY Ha (,
OHOCHO jeHAKU U Npu TOM, Ha jeAUHCTBEH HauuH oppeheHm ca
dn(P,0). Oga ocobuna je ouysaHa h-pecnekcujom S;.

3aTo Baxku cnepeha Teopema.
Teopema

Heka cy A u a h-tauka n h-npaea. Ako Tayka A He npunaga
npaBoj a, OHAA NOCTOje Ta4yHO ABe h npase Koje cagpxe A u
napanente cy a. [pu Tom je cumeTpana yrna kojer r v n
ofpeljyjy, a koju cagp>Xu npaBy a yjefHO HOopMasHa Ha a. Ako
Tayka A npunaga npaBoj a, NpaBa a je jeAUHCTBEHa Npasa
WHUMIEHTHa ca A 1 napanenHa a.

HeduHunymja

Heka Tauka A He npunaga h-npaBoj a, 1 Heka cy A n r nogHoOX|e
HopMane n3 A Ha a u h-npaBsa koja cagpxu A n napanenta je a.
OwrTap yrao koju ogpehyjy npase AA’ n r nasusa ce yrnom
napasnienHocTm 3a pacrojarse d = dip(A, A’). Mpecankasarse
M:R* - (0,7) kojom ce d cnuka y ogrosapajyfin yrao
napanenHoctu je dpyHkuumja JlobaueBckor.

Heka je p h-npaea kpos ueHTap anconyTe ca
beckoHauyHoM TaukoM X, P h-Tauka TakBa ga je
h-npasa PO nopwmanta Ha p n C ueHTtap
EYKJANACKOr Kpyra ¥ Takeor ga r cagpxu P n
npunaga napabonnykom npameHy €a LEeHTPOM Yy
X. Eyknunacku tpoyrao CPX je jegHakokpaku.
Heka je yrao npu Bpxy jegHak 2¢.

On je y kpyry 7 ueHtpanuu Hag tetusom PX, na je yrao <« OXP,
Kao yrao usmeljy Tetnee n TaHreHTe jegHak ¢. TaHreHTa y Tauku
P Ha 7 paznaxe yrao < OPX na gBa yrna. Jegan je yrao nameby
h-npasux OP u r, 03Ha4umMo ra ca «, a gpyru je Takofje yrao
n3mefy TeTuBe 1 TaHreHTe Kpyra F, ma je jeaHak ¢. 3aTo je
2p+a=7.




Mpu Tom, n3 npaeoyrnor eyknuackor tpoyrna OPX sugnmo ga

3

1-tan .
Baxun PO =tan¢ =tan(} -5) = ﬁ Ako je d = dx(O, P),
Taga je OP = %, ogakne je e tan 5 =1. C obanpom pa je
n(d)

o =MN(d) pobujamo aa saxku e~? = tan —5~, OQHOCHO

N(d) = 2arctan(e™). (2)

Mpumepn6a Younmo ga 3a d - 0" saxu N(d) - 5, yrao nap-

aNesHOCTH Y XUNEPOOSNHKOM CMUCITY TEXU YTy NapanesiHoCTHl
Y eYKJIULCKOM CMUCTY. 3aTO MOXEMO CMaTpaty fa ce y xunep-
60/1M4KOj paBHU HA BPJIO MajuM PacTojarbhMa PEeanN3yje eyk-
JIMACKA reoMeTpuja.

Ha ocHosy copmyne (2) gupektHo cneau Tepherbe.

®yHkumja Jlobadesckor je MOHOTOHO onagajyhia, ogHoCHO BaXku:

di > dr = I'I(dl) < n(dz).

Heka je A h-tauka n X npameH npasux. Ykonuko je X eannTmyku
npaMeH npetnocTas/bamo Aa A Huje meros yeHtap. Ckyn cBux
Ta4aka OCHOCMMETPUYHUX Tauyku A y ofHOCY Ha mpaee npamMeHa X
je ennumkn.

Jlako cnegwn pa je jepan enuuukn ogpefjeH ca:
- TP CBOje pasnynTe TaudkKe,
-(nnn) npameHom X n 610 KOjOM CBOJOM Tau4KOM.




Haljumo enuumnkne lNoeHkapeoBor anck Mogena npema Tuny
npameHa.

Kpyr. Heka je X enuntu4ykun npameH ca ueHtpom h-taukom M. V
pedpnekcrjama y ogHocy Ha h-npase npameHa X Tauyka M je
WHBapujaHTHA, Te enNULMKA NPeLCTaB/ba CKyn Tadaka h-pasHu X
TakBux ga je dp(X, M) = dy(A, M). Hoera Hasusamo h-kpyrom
kn(M,d), M je uentap kpyra, a d = dy(A, M) nonynpedrnk Tor
Kpyra.

O

MpeTtnoctaeumo ga je O = M. Tagpa je X npamen npasux kpo3s O,
a h-pedbnekcuje cy pecTpukumje eYKANACKUX pedhiekcnja y ogHoOCY
Ha eyknugcke npase kpo3 O. 3aTto je h-kpyr ca ueHtpom y O koju
cagpxu Tauky A n eykaungckn kpyr ca ueHtpom y O. Ako je r

XnnepboNnyky NONYNPEeYHNK KPyra, eyKANACKN MOYNPEYHUK je
e'-1

er+1° . . .
MpetnoctaBnmo capa ga je M # O. Heka je pame S; h-pecpnekcnja

Kojom ce Tadyka M cnuka y O. C ob3upom ga je pacTojarse
nHBapujaHTa 3a h-pednekcuje, h-kpyr ca ueHtpom y M koju
cagpxn A cnnka ce y h-kpyr ca uentpom y O Koju cagpxu

A’ = 5;(A). 3ato je TpaxeHn h-kpyr civka eykAnACKOr Kpyra ca
uentpom y O koju cagpxun A’y h-pecbnexcuju S;.

YonwTeHa nHBEP3Mja 17 CIMKa KPYT KOJU HE CafpXXu LieHTap
WHBEP3Uje Yy KPYT, Na je TparkeHn h-kpyr Kn, YJe4HO 1 eyKANACKN
kpyr. MeljyTum, kako nHBep3mnja He CAKMKa LEHTAp Kpyra y LeHTap
Kpyra, eykJnAcKu LeHTap Kpyra kp ce He noknana ca Tadykom M.

Opuuukn.

Heka je X napabosunukn npameH ca ueHTpom y 6eCKOHAYHO
panekoj tadkn X. Enuuukn ogpefieH napaboanyknm npameHom
Ha3uBa ce OPULMKI.

Heka je M = O, a X beckoHa4HO pajneka Tavyka ca KOMMJIEKCHOM
koopauHaTom 1. h-npase npameHa ca ueHTpom X cy oapefjeHe
eyknugckom npasom OX 1 eykINACKUM KPYrOBVMMa HYMjU LEHTPK
npunagajy eyknuackoj npaeoj x; = 1. Ako je C ueHTap jegHor
TaKBOI Kpyra T ca koopauHaTom ¢ = 1 +1b, ogroeapajyha
h-pecbnekcuja je gata ca Si(z) = C;__El, a tauka 0’ = 5/(0) nma
koopAmnHaTy

1 1
X+ === 1+b2(1+zb).




3aTo ako Tayka nNpunaja JaToM OPULMKIY OHAA Npunaga u
eyknnackom kpyry ki : (x; — %)2 +x5 = %. Kpyr ki noawpyje
anconyTy k y tauku X. ObpaTHo, 3a CBaKy Tauky cKyna

(x1,x2) € ki ~ {X} noctoju b+ 0 TakBo fa je x; = ]-_;I'T,XQ = ﬁ.
3ato je gatu enuumkn ki \ {X}. OsHauumo oBaj opuumkn ca Xo.

Ako je M £ O, noctoju h-pecpiiekcmnja kojom ce Tavka M cnmka y
O, a uyeHTap gaTor npameHa, Tadka Y y Heky apyry 6eckoHa4Ho
naneky Tadky Xj. Hasme, ykonuko je X1 # X, noctoju poTaumja
xunepbonuuke pasHu oko Tadke O (Koja je y 0BOM cay4ajy
pecTpukuuja eyknanacke potaumje oko O) kojom ce Tauka Xi
cnvka y X, pok je, HapaBHo, O MHBapujaHTHa.

Hakne, noctoju h-nsomeTpunja KOjOM Ce TPA>KEHU OPULMKAN CANKA
Y Xo 1 OBpHYTO, TPa)keHN OPULIKA je CANKa X Y HEKO]
h-n3omeTpujn. h-n3oMeTpurja je pecTpuKLmnja UHBEP3UBHON
NPeCcnkKaBarba KOJe CANKA K1 Y EYKIUACKN KPYr KOju JoAupyje
anconyTry.

Hakne, opuunkn je ckyn Tadaka eyKJANACKOr Kpyra Koju LOAMpYyje
ancoayTy y Hekoj Tadkm Y, 6e3 Tauke Y. Youumo v ga cmo
nokasaan Aa je€ CBakn OpuunKa h-n30MeTpuYaH OpuLmnKay Xo.
3aTo Baxu cnegefie Tepherse.

Teopema

Ceaka gBa opuymkna cy mehycobHo h-nsomerpuydHa.




ExBugucranta. Envunkn ogpelen xunepbonnykmum npameHom X
Ha3MBaMO €KBUANCTAHTOM. Ako je /| oOCHOBUUA TOr nNpamMeHa,
Taga je / n ocHoBuya ekBugucranre. Ako cy M u N pgge
h-Tauke Te ekBUANCTaHTEe Taga h-cumetpana gyxu MN npunaga
npameHy X. Ako cy My n Ny h-opToroHanHe npojekuunje Tadaka M
n N na | Tapa je dp(M, My) = dp(N, Ng). 3aTo je ekBugucraHTa
CKYM Ta4yaka KOje Ce Hanase ca UCTe cTpaHe npaee | U Koje cy nog
jeaHako yparsere o . Bucuna eksuguctanTe je d = dp(M, Mp).

Heka je p:x2 =0 h-npasa kpo3 O n /(C,r) kpyr koju ogpebyje
h-npaey | opToroHanny Ha p. Taga je OC =1+ r2. Heka je X
npaMeH xunepnapanesHux npaBux optoroHasHux Ha l,a X n Y
beckoHa4HO ganeke Tadke npase /. [lopeg h-npaee p oBom
npameHy npunagajy h-npaee ofpelhjeHe eykKAUACKUM KpYrogmma
OpPTOroHasIHUM Ha Kk u T.

Kpyr M(Cy, R) je opToroHanan Ha k u | ako n Camo aKo Heros
uentap (i, ca KOOPAUHATOM C, MPUNaga PagnKanHoj ocn 3a k u /,
opHocHo npaeoj XY (BaH gayxun XY) u ako je Heros nonynpeyHuk
R? =|c|? - 1.

: _ 1
PagukanHa oca uma jegHauuHy xi = Nl aTauke X nY

1 r
KOOpZMHaTE (m,im), na ueHtap C; nma KoopamHate
(ﬁ, ﬁ) rae je |b| > r. Cnuka Tauke Oy h-pedbnekcnjn y
ofHOCY Ha OBUM AeddUHNCAHY h-NpaBy je MMa KOMMJEKCHY

= VL2 (1 4 ib).

1
KOOPANHATY £ = {2

Kako je b= xx/x; cnean pa cnuke Tadke y y h-pednekcujama y
oflHOCY Ha mpaBe npamMeHa X npunagajy ckyny Tadaka onvcaHum

x2V1+r2

2,2
X1 +X2

1 1
(x1 — 5\/1 +1r2)2 4 x3 = Z(l +r?),

OfHOCHO eyknuackom Kpyry ki ca npednnkom OC, kome npunagajy
n tadke X n Y. Cama ekeugncranta je oteopenun nyk XY kpyra
ki koju npunaga h-pasuu D?. Ako je TnpaBa, Taga cavke tadke O
y h-pedpnekcujama npunagajy h-npaeoj /, Te je ckyn Ta4aka
ekBugmucraHte ogpefjeHe Tadkom O n npameHom X npecek
eyknugckor kpyra ogpeheHor Taukama X, Y u O v h-paBHu.

jeaHavYnHoOM Xy =




CnnyHo Kao n y cay4ajy opuuuknaa, ¢ ob3mpom ga cy h-potauuje un
h-pedbnekcunje pecTprkumnje MHBEP3UBHUX MPEC/NKaBarba Koja
C/INKajy YOMLUTEHE KPYrOBe Y YOMLUTEHE KPYrOBE MOXXEMO
3aksby4nTn cnegehie. Ako je xunepbonnukn npameH ogpeher
h-npasom [ ca beckoHa4Ho ganekum Tadkama X u Y, Taga je
EeKBUANCTaHTa ca OCHOBULOM [/ Koja cagp>ku Tauky M npecek
YOMLUTEHOr Kpyra eykauacke pasHu koju cagpxku X, Y, M un D?.




