2. N3omeTpujey R"=1,2

HeduHunymja

BujekTneHo npecnukasare Z : R" — R" Hasuea ce unzometpujom
npoctopa R” ykonuko 3a npounssosbHe age Tadke A, B € R"” Baxn
p(Z(A),Z(B)) = p(A, B). Ckyn cBnx nsometpuja npocropa R”
o3Hauasamo ca Iso(R").

Mpuwmep llpecinkaBare ¢ : R" —» R”

B B gato ca e(x) =x,Vx e R" je usomerpuja
—1 Tor npoctopa. Hasueamo je KOMHUM-
A Ay

AeHuuja wiv NOQEHTUTeT.

Teopema

Ckyn Iso(RR") ca onepayujom KOMNO3MUKMje NPecanKasarba YuHN
rpyny.

[doka3. 3a cBaky og akcmoma rpyne ce je4HOCTaBHO Mokasyje aa
BaXku kopuwhiersem aecuHULMje USOMETPK]a. Ol

Teopema

[MpousBo/bHOM M30METPUjoM L Ce KOJMHEAPHE TaYKe CAMKAJY Y
konvHeapHe Tadke. [lpu Tom, ako je Tauka B namely Tavaka A u
C, onpa je u Z(B) n3mehy tavaka Z(A) n Z(C).

Doka3. Heka cy tauke A, B, C konuHeapHe v Heka je Tadka B
nameljy Tauaka A n C. Taga je p(A,B) +p(B, C) = p(A, C). 3aro
saxn n p(Z(A),Z(B)) + p(Z(B), Z(C)) = p(Z(A), T(C)).
Kako dyHKkumja pacTojarba 3a40BO/bABA
HejefHaKOCT Tpoyraa, oBo je moryhe camo
o B BING ykoawvko cy Z(A),Z(B),Z(C) konuneapHe
A//IV\\A n ako je npu Tom Z(B) unsmeby Tayaka

Z(A) n Z(C). 0




Hakne, nzometpunje ”"4ysajy” KOJIMHEAPHOCT, Na Ce Npase CANKajy
y npase.

[Bee npaee koje ce ceky y Tadku X usomeTtpujom L civkajy ce y
npase Koje ce ceky y Taukn Z(X).

ObpaTHo, aKko ce ABe npaBe p; M G Ceky y Tadkn Xi oHAa ce

rouxosu opurunanu Z-(p) n I71(qy1) ceky y Tauku Z71(X;).
Ako cy A, B, C Tpn HekONMHEapHe Ta4vke

paBHW 7T, NPON3BOJ/bHA TA4Ka TE PaBHN

A
NpMNaja HeKoj 0 NPaBux Koje cafpe
jenHo Teme Tpoyrna ABC u ceky
HacnpamHy ctpaHy Tor Tpoyrna ([dpyru
b c MNeaHoe cTae). Peyumo, Heka Tauka X,
/B \X N\ npvnaga npasoj AD rae je D Tadka ay»u

BC.

Heka cy A1, B1, Gi, D1 n Xi cnnke oBux Tavaka y usometpuju Z.
C ob3mpom ga cy A, B, C HekonumHeapHe Tayke ciegn aa cy
HekonunepaHe n Ay, By n Ci. Heka je 71 paBaH koja cagpxu
A1, Bi, Ci. Tapga Ttauka D1, kao civka tauke gyxu BC, npunaga
ayxun By Ci, na npunaga v paeuu 1. [dame, kako Tauka X
npunaga npaeoj AD, Tauka X; npunaga npagoj A; D1, na npunaga
paBHU 7y.

Hasbe, aBe napanenHe npaee, Tj. KOMMNJAHApHE U ANCJYHKTHE
npaBe, CAMKAjy Ce Y KOMMJaHapHe U AUCjYHKTHe npage, Tj. Y
napanefiHe npas.e.

Tpoyrao ce cnumka y Tpoyrao 4uje cy UBMLE jelHAKE UBMLAMA
nonasHor Tpoyrnaa, na cy Taga u oaroeapajyhiv yrnosu gea
Tpoyrnia jefHaku.

[Mocnegnua

N3omMeTpurjom eykAnACKOr NMpoCTopa Ce AYXKW CAUKAJY Y AYXWU,
nosiynpage y moJsiynpaee, npaee CAUKajy Y MpaBe, a paBHM ce
C/NKajy Yy paBHW.

Mocneanua

N3omeTpurjom ce napanenHe nMpaBe v paBHW CANKAJY Y NapasiesiHe
npaee u paBHu. l1zomeTpujom ce yrnoBm ciukajy y mumMa jefHaKe
yrnose. CneunjasHo, OPTOroHaJHE NpPaBe Ce CAMKAJYy Y
OpTOroHasiHe npase.

JlnHeapHu peo npecaunkasarba. Heka je 7 jeaHa nsomertpuja.
Heka cy A, B, C, D Ta4ke TakBe ga je A_é - CD. Taga ce
cpeauwta ayxxm AD n BC noknanajy, Heka je To Tadka X.
Nsometpujom Z Tauka X ce cnnka y cpeguwte gyxu Z(A)Z(D) n

y cpeguwte Z(B)Z(C). 3ato Baxu ga je Z(A)Z(B) =Z(C)Z(D).

[




Hakne, nzometpuja Z UHAYKYje N NpecnmKaBatbe BEKTOPCKOT
npoctopa R" y cebe, 03Ha4MMO TO Mpec/ikaBatbe ca Z.

C ob3npom fa ce napanenHe npase, CAUKajy y NapafesHe npase,
KOJIHEPAHI BEKTOPW KOju ux ogpehyjy, Cnnkajy ce y KOJMHEAPHE
BEKTOpE.

Mpu Tom, ako je Tauka B nsmehy A n C, onga je

AB:BC = AB: BC =T(A)Z(B) : I(B)Z(C) = Z(A)Z(B) : Z(B)Z(C),

04HOCHO T je XOMOTEHO NpecNnKaBatbe.

—_— — —
MpouseomHu sektop PR = PQ + QR 3a Heke Tauke P,Q n R ce
cuka y Z(P)Z(R) =Z(P)Z(Q) + Z(Q)Z(R) Te je npecnnkasarse
Z v apuTuUBHO , ofHocHo Z je nuHeapHa TpaHcdopMauuja
BekTopckor npoctopa R". Hasueamo je nuHeapHum penom
npecnukapara 7.

Heka je 3a npoussosbHy Tauky X Z(X) = X’ n nocebHo
Z(0) = O'. Oszsnaummo ca [X] konoHy koopanHaTa Tadke X.

— —
Mpecnukaeatse Z cavka nuneapHo sektop OX ca KoopavHaTama
R
[X]-[0]=[X]y O'X’ ca koopamnatama [X'] -[O’]. 3at0
nocTojn KBagpaTHa MaTpuua A Takea Aa BaXu

[X']-[0"] = A([X] - [O]) oarocko aa je
X'=AX +0/, (1)

roe cmo ca X', X, O’ o3HaunAn n KONOHY KOOpAUHaTa
ogroeapajyhux tavaka.
Kako je 7 bujekTuBHO, maTpuua A je HefereHepucaHa.

Npumep Kounnynaenynja je gata jegnaqunom [X'] = [X], na je
ogrosapajyha mMaTpula AnHeapHoOr NpPecankaBarba jeguHnyHa E.

Mpecnukasarse gato dopmynom (1) je n3omerpuja ako n camo ako
je A opToroHanHa mMaTpuua, Of4HOCHO ako Baxkn AA! = ATA=E,

Hoka3. Heka je ca (1) paTta jegHa nsometpuja.
OsHauumo /-ty konoHy maTpuue A ca A.

Oge kosiOHE Cy CIMKE BEKTOPA

i opToHOpMMpaHe baze e, ...,e,. 3aTo je
. AiocAj=03ai#junAjoA =1 Camum
¢ Tum AA! = E.

O6paTHo, ako je AA' = E, onga konoHe maTpuue A npeacTtassbajy
BEKTOPE Heke opToHOpMupaHe base y kojy ce cnvka basa
e1,...,en Te I CANKa BEKTOPE y BEKTOPE HUMa NOAYAAPHNX
Hopmu. Kako je Hopma BekTopa AB jeanaka p(A, B)
npecavkasarbe Z 4yBa pacTojarba, OAHOCHO W30METpUja je. Ol




Mocneanua

Heka je dopmynom (1) pata nsomerpuja. Taga je detAe {-1,1}.
Ako cy nsometpuje 77 u Zp nate pefoMm popmMmynama

X' '=A1 X+ By n X' =AX+ B, Taga je ruUxoBa KOMNo3uumja

T, oIy je pata cbopmynom X' = AyA1 X + (AxB1 + By).

HedumHuymnja

NzomeTpuja eyknugckor npoctopa R” gaTta dopmynom
X’ = AX + B je aupekTHa TpaHccopmauymja ako je detA=1, a
MHOMpeKTHA ako je det A = -1.

Tepherse

KomMnosuumnja aBe AUpPEKTHe WAWN ABE WHANPEKTHE N3OMETpUje
npoctopa R" je gupektHa usometpuja. Komnosuuuja jeare
LVPEKTHE U jeAHe NHAWPEKTHE U3OMETPUje j& UHANPEKTHA
M30MeTpuja.

[Aoxa3. Heka cy A; n Ay maTpuue nsometpuja Zy,7>. Taga je
Ao - A1 matpuua nzometpuje Zr o Z;. C obsupom ga je
det AyA; =det A, - det A; TBperse cneguw. ]

Jlema

Ckyn cBUX gUpeKkTHNUX n3omeTpuja npoctopa R” je nogrpyna rpyne
Iso(R").

Mpumep : Pecdonekcuja y ogHocy Ha ocy q.
[locmaTtpajmo y eykauackoj paBHu
Xp-0Cy, Aaty jeaHaduHoMm x1 = 0.

P P [lpecnnkaBarbe Koje cBaky Taydky
ll pasuu P(x1,x2) cavka 'y
Q1 Q P1(—x1,x2) 4yBa pactojarbe mehy
o Ta4ykama,

na jecte W30METpHja PaBHU KOjy HA3UBAMO PedpieKCUjoM Y
ofHocy Ha mpaBy xi = 0.

Mpumep ...3a npoussosmHy Tauky P, cpeguiite ayxu PPy npu-
naga npasoj x1 = 0, u ako je P + Py npase PP; v x3 = 0 cy
OPTOrOHAaJIHE.

Martpuya npecankaBarba je gata ca

-1 0
v Baxu det A = -1 na je y nuTamy UHAUPEKTHA U30METPUJA.

Mpumep PoTtayuja oko Tauke O.
VzomeTtpuja T eyknuacke paBHu Taksa

X 4a je Z(0) = O, ok je 3a npousBoJ/bHY
apyry Tadky X Te paBHU OpUjeHTUCAHU
—_—  —

yrao uzmehy OX u OX1 nogyzapaH
Aatom yrny 0 ...




— —

Mpumep ...je potaumnja paBuu oko Tadke O. Bektopu | n |
= — — -

ce Taga npecankasarsem L pegom cavkajyy | =cosf i +sinf j
—

iy
m j'=-sinf i +cos j, naje matpuya A npecaukasarba 4ata

ca
[cos 0 -—sin 9]

sinf  cosd

a usometpuja I je gata cpopmynom X' = AX. OuurnegHo je T
JVPEKTHA TPaHCopMaLuja.

Mpumep VMzomeTpuja eyknuackor npoctopa R" gata chopmy-
aom X = X + B je gupektHa wusomeTpuja kojy Ha3uBamo
TpaHcnaymnjom.

Teopema

Heka je A opToroHanHa maTpuua gumensuje n, n € N, og4HOCHO
MaTpula jeaHe n3omMetpuje. Taga je nocToju opTOHOpMUpaHa basa
npoctopa R” y k0joj AaTa M30MEeTpuja MMa MaTpuLly

E;
-Ej
Ry (2)

R

rae cy E; v E; jeantnyHe maTpuue peaa i, OAHOCHO j, peaoM, a
Ry = [ cosf, sinfy

—sinf, cosfy
det A= (-1). b

]rp,ejei+j+2l=n. [Mpn Tom je

Mpumepnba Hnokosu matpuye E; u —E; ogrosapajy sektopuma
Koju cy conctseHu 3a Mmatpuyy A. ConcTBeHe BpesHOCTU Ma-
Tpuye A Mory butyu peasiHe WM KOHJyroBaHO KOMIJIEKCHE.

Mpumepbalexa je \ jeaHa peasHa concTBeHa BPEAHOCT MaTpULE
A u v ogrosapajyfin conctBenn BekTop. PyHKUmMja pacTojarba
Jje Ha npupogaH Ha4uH ycknaheHa ca HOpMOM BeKTopa. 3ato
npecankaBare I C/IMKa BEKTOP V y BEKTOP UCTE HOPME, OFHOCHO

vl =1Zv]l = [IAv]l, na je |\l = 1.

MNpumepbaMarpuya A je cinana matpuym (2), a npu Tom, ¢
o0b3upom ga cy obe matpuye [ate y opToHopmupaHum 6azama,
matpuya npenacka Q takohe ogrosapa M3oMeTpuju, Tj. OpTOro-
HanHa je. 3ato Baxu ga je Q71 = Q°.




MpumepbaV cay4vajy g4a je n =1, matpuya npecivkaBara nma
camo jeaHy koopauHaty. [lpu Tom je Ta koopauHata 1 wan —1.

MpumepbaV cayyajy ga je n = 2, maTpuya npecankasarba A je

garta ca
a b
a2 4]

raoe je a® + b?> = c?>+d?* =1 u ac + bd = 0. 3ato nocroje peantu
bpojesu o n 3 TakBu ga je a = cosa, b=sina, ¢ =sin 3, d = cos
n ga npu Tom Baxu sin{a + ) = 0.

Taga je sin 3= —(-1)*sina, cos B = (-1)¥cosa, 3a ke N...

Mpumepba... 3a napHo k matpuya A npecankaBama je jesHaka

cosa  sSina
R, = . ,
—-sina cosa

a 3a HenapHo k nma obaunk

S - cosa  Sinwo
* Isinae —cosal’

llpu Tom, maTpuya R, nma KOHjyroBaHO KOMMANEKCHE COMCTBEHE
BpeaHocTy 3a sina # 0, a gBOCTPYKy peasHy A1 = Ap = COS €
{-1,1}, 3asinaw=0. Marpuya S,, 3a concreeHe BpegHOCTY MMa
AMM=1lul=-1..

Mpumepba...Baxn n
Ra - R,B = Ra+,87 Sar© Sﬁ = R/)’—a;
So - Rg = Sa+, Ra - 53 = S-a-

HeduHunynja

Tauka P, npaBa p nau paBaH m Cy UHBApPUjaHTHE, OAHOCHO
thukcHe y TpaHccopmaumju Z ako ce TOM TpaHCchopMaLnjoM
cnukajy y cebe, ognocHo ako Baxu Z(P) = P, ognocHo Z(p) = p,
Tj. Z(m) = 7.

Jlema

Heka je Tpancdopmauuja eyknugckor npoctopa R” (He Hy»xHO
nsometpuja), gata cdopmynom X' = AX + B. Osa
TpaHcdopMaumja nMa TayHO jegHY UHBApWjaHTHY TayKy ako W
camo ako A = 1 Huje concTBeHa BpeAHOCT MaTpuue A.




[Ooka3. Heka je TpaHcopmaumja eykanackor npoctopa R” gata
dopmynom X' = AX + B. Tauka P je unBapujaHTHa Ta4ka OBe
TpaHcdopmaumje ako n camo ako je P’ = P ogHocHo ako je
n-Topka [P]! pelwerse maTpudHe jeHaumnHe

(A-E)X =-B. (3)

JegHauuHa (3) uma jenMHCTBEHO peluerbe, ako U CaMo ako je
matpuya (A - E) nneepTubunna, ogHocHo ako A =1 Huje
COMCTBEHA BPEAHOCT mMaTpule A. [l

Jeanauuna (3) je ekBUBaNeHTHA jeAHOM JIMHEAPHOM CUCTEMY jEA-
HaymHa. 3ato, ako matpuya (A - E) Huje uHsepTnbunna onga
JeaHaquHa (3) nau Hema peluerba uam ux nMa 6eCKoOHa4YHO MHOrO.

[a 6ucmo aHanu3npanu n KnacugrukoBann U3OMeTpujcke
TpaHcopmaumje eykanackux npoctopa R” n=1 2 3 3aHumahe
HaC HMXOBE MHBAPUjaHTHE TAaYKe, ann U CONCTBEHN BEKTOPMU.
Heka TpaHcdopmaumnja Z nma bap jefHy uHBapujaHTHy Taduky A un
HEKAa MMa HETPVBUjaHN CONCTBeHM noTnpocTop Vi 3a concrTeeny
BpegHocT A =1. Ako je B Heka gpyra uHBapujaHTHa Tauyka, Taaa
— _— | = —> — .

ce BekTop AB cnuka y Bektop A1B1 = AB, 1j. Z(AB) = AB, na je
—
AB concteenn 3a A =1 u npunaga npocrtopy V;.

OBpHyTO, Heka je V € V4 n B Taksa ga

e —

je AB=v. Osnaunmo Z(B) = B;.

L= — —> — .
B Tapaje Z(V)=2Z(AB)=AB, naje
s
A AB; = v, 7). B=Bj, o4HOCHO 1 Ta4ka

B je nHBapujaHTHa.

Mokasanu cmo ga Baxku cnegehie Tepherbe.

Teopema

Heka je Z: X’ = AX + B jegna TpaHcdopmauwmja (He HyXHO
nsomerpujcka) npocropa R". Taga ce ckyn CBUX MHBApWjaHTHUX
Tavaka TpaHccopmaunje Z ce MOXe 3anucaTtu y obanky

{A+ V|V e i}, roe je A jegna, dukcnpaHa nHBapujaHTHa Tauka,
a V4 concteeHun notnpoctop 3a A = 1.

V cnydajy fa nsomeTpujcka TpaHcpopmaumja Hema
MHBapujaHTHNUX Ta4aka, 3a HeHo bosbe pasymeBatbe HaM MOXKe
nomofin cnegefia Teopema.




Teopema

Heka je Z nsometpuja gata dbopmynom X' = AX + B, koja Hema
MHBapujaHTHUX Tayaka. laga noctoju usomeTpuja J Taksa ga je
I=71,07, rae je J nsometpuja ca bap jesHOM UHBAPWjaHTHOM
TaykKOM, a T, J€ TpaHCnaluuja 3a BEKTOP V KOJU mpunaga
COMCTBEHOM MOTRNPOCTOPY MaTpuue A 3a BpegHocT A = 1.




