
2. Izometrije u Rn
� 1,2

Definicija

Bijektivno preslikava�e I � Rn
� Rn naziva se izometrijom

prostora Rn ukoliko za proizvo	ne dve taqke A,B > Rn va�i

ρ�I�A�,I�B�� � ρ�A,B�. Skup svih izometrija prostora Rn

oznaqavamo sa Iso�Rn�.
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Primer Preslikava�e ε � Rn
� Rn

dato sa ε�x� � x ,¦x > Rn je izometrija

tog prostora. Nazivamo je koinci-

dencija ili identitet.

Teorema

Skup Iso�Rn� sa operacijom kompozicije preslikava�a qini

grupu.

Dokaz. Za svaku od aksioma grupe se jednostavno pokazuje da

va�i korix�e�em definicije izometrija.

Teorema

Proizvo	nom izometrijom I se kolinearne taqke slikaju u

kolinearne taqke. Pri tom, ako je taqka B izme�u taqaka A i

C , onda je i I�B� izme�u taqaka I�A� i I�C�.
Dokaz. Neka su taqke A,B,C kolinearne i neka je taqka B
izme�u taqaka A i C . Tada je ρ�A,B� � ρ�B,C� � ρ�A,C�. Zato
va�i i ρ�I�A�,I�B�� � ρ�I�B�,I�C�� � ρ�I�A�,I�C��.
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Kako funkcija rastoja�a zadovo	ava

nejednakost trougla, ovo je mogu�e samo

ukoliko su I�A�,I�B�,I�C� kolinearne
i ako je pri tom I�B� izme�u taqaka
I�A� i I�C�.



Dakle, izometrije "quvaju" kolinearnost, pa se prave slikaju

u prave.

Dve prave koje se seku u taqki X izometrijom I slikaju se u

prave koje se seku u taqki I�X �.
Obratno, ako se dve prave p1 i q1 seku u taqki X1 onda se

�ihovi originali I�1�p1� i I�1�q1� seku u taqki I�1�X1�.
Ako su A,B,C tri nekolinearne taqke

ravni π, proizvo	na taqka te ravni
pripada nekoj od pravih koje sadr�e

jedno teme trougla ABC i seku

naspramnu stranu tog trougla (Drugi

Peanov stav). Recimo, neka taqka X ,
pripada pravoj AD gde je D taqka du�i

BC .

Neka su A1,B1,C1,D1 i X1 slike ovih taqaka u izometriji I.

S obzirom da su A,B,C nekolinearne taqke sledi da su

nekolinerane i A1,B1 i C1. Neka je π1 ravan koja sadr�i

A1,B1,C1. Tada taqka D1, kao slika taqke du�i BC , pripada
du�i B1C1, pa pripada i ravni π1. Da	e, kako taqka X
pripada pravoj AD, taqka X1 pripada pravoj A1D1, pa pripada

ravni π1.
Da	e, dve paralelne prave, tj. komplanarne i disjunktne

prave, slikaju se u komplanarne i disjunktne prave, tj. u

paralelne prave.

Trougao se slika u trougao qije su ivice jednake ivicama

polaznog trougla, pa su tada i odgovaraju�i uglovi dva

trougla jednaki.

Posledica

Izometrijom euklidskog prostora se du�i slikaju u du�i,

poluprave u poluprave, prave slikaju u prave, a ravni se

slikaju u ravni.

Posledica

Izometrijom se paralelne prave i ravni slikaju u paralelne

prave i ravni. Izometrijom se uglovi slikaju u �ima jednake

uglove. Specijalno, ortogonalne prave se slikaju u

ortogonalne prave.

Linearni deo preslikava�a. Neka je I jedna izometrija.

Neka su A,B,C ,D taqke takve da je
Ð�

AB �
Ð�

CD. Tada se
sredixta du�i AD i BC poklapaju, neka je to taqka X .
Izometrijom I taqka X se slika u sredixte du�i I�A�I�D� i
u sredixte I�B�I�C�. Zato va�i da je

ÐÐÐÐÐÐ�

I�A�I�B� �ÐÐÐÐÐÐ�I�C�I�D�.



Dakle, izometrija I indukuje i preslikava�e vektorskog

prostora Rn u sebe, oznaqimo to preslikava�e sa I.

S obzirom da se paralelne prave, slikaju u paralelne prave,

kolinerani vektori koji ih odre�uju, slikaju se u kolinearne

vektore.

Pri tom, ako je taqka B izme�u A i C , onda je

Ð�

AB �
Ð�

BC � AB � BC � I�A�I�B� � I�B�I�C� �ÐÐÐÐÐÐ�I�A�I�B� �ÐÐÐÐÐÐ�I�B�I�C�,
odnosno I je homogeno preslikava�e.

Proizvo	ni vektor
Ð�

PR �
Ð�

PQ �
Ð�

QR za neke taqke P,Q i R se

slika u
ÐÐÐÐÐÐ�

I�P�I�R� �ÐÐÐÐÐÐ�I�P�I�Q� �ÐÐÐÐÐÐ�I�Q�I�R� te je preslikava�e
I i aditivno , odnosno I je linearna transformacija

vektorskog prostora Rn. Nazivamo je linearnim delom

preslikava�a I.

Neka je za proizvo	nu taqku X I�X � � X � i posebno

I�O� � O �. Oznaqimo sa �X � kolonu koordinata taqke X .

Preslikava�e I slika linearno vektor
Ð�

OX sa koordinatama

�X � � �O� � �X � u ÐÐ�O �X � sa koordinatama �X �� � �O ��. Zato

postoji kvadratna matrica A takva da va�i�X �� � �O �� � A��X � � �O�� odnosno da je

X �
� AX �O �, (1)

gde smo sa X �,X ,O � oznaqili i kolonu koordinata

odgovaraju�ih taqaka.

Kako je I bijektivno, matrica A je nedegenerisana.

Primer Koincidencija je data jednaqinom �X �� � �X �, pa je
odgovaraju�a matrica linearnog preslikava�a jediniqna E .

Tvr�e�e

Preslikava�e dato formulom (1) je izometrija ako i samo ako

je A ortogonalna matrica, odnosno ako va�i AAt
� AtA � E ,

Dokaz. Neka je sa (1) data jedna izometrija.
Oznaqimo l-tu kolonu matrice A sa Al .

Ove kolone su slike vektora

ortonormirane baze e1, . . . , en. Zato je

Ai XAj � 0 za i x j i Ai XAi � 1. Samim

tim AAt
� E .

Obratno, ako je AAt
� E , onda kolone matrice A predstav	aju

vektore neke ortonormirane baze u koju se slika baza

e1, . . . , en, te I slika vektore u vektore �ima podudarnih

normi. Kako je norma vektora
Ð�

AB jednaka ρ�A,B�
preslikava�e I quva rastoja�a, odnosno izometrija je.



Posledica

Neka je formulom (1) data izometrija. Tada je detA > ��1,1�.
Ako su izometrije I1 i I2 date redom formulama

X �
� A1X �B1 i X �

� A2X �B2 tada je �ihova kompozicija

I2 X I1 je data formulom X �
� A2A1X � �A2B1 �B2�.

Definicija

Izometrija euklidskog prostora Rn data formulom

X �
� AX �B je direktna transformacija ako je detA � 1, a

indirektna ako je detA � �1.

Tvr�e�e

Kompozicija dve direktne ili dve indirektne izometrije

prostora Rn je direktna izometrija. Kompozicija jedne

direktne i jedne indirektne izometrije je indirektna

izometrija.

Dokaz. Neka su A1 i A2 matrice izometrija I1,I2. Tada je
A2 �A1 matrica izometrije I2 X I1. S obzirom da je

detA2A1 � detA2 � detA1 tvre.�e sledi.

Lema

Skup svih direktnih izometrija prostora Rn je podgrupa grupe

Iso�Rn�.
Primer : Refleksija u odnosu na osu q.
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Posmatrajmo u euklidskoj ravni

x2-osu, datu jednaqinom x1 � 0.
Preslikava�e koje svaku taqku

ravni P�x1, x2� slika u
P1��x1, x2� quva rastoja�e me�u
taqkama,

pa jeste izometrija ravni koju nazivamo refleksijom u

odnosu na pravu x1 � 0.

Primer ...Za proizvo	nu taqku P, sredixte du�i PP1 pri-

pada pravoj x1 � 0, i ako je P x P1 prave PP1 i x1 � 0 su

ortogonalne.

Matrica preslikava�a je data sa

A � ��1 0

0 1
	

i va�i detA � �1 pa je u pita�u indirektna izometrija.

Primer Rotacija oko taqke O.

O

X

X1

θ

Izometrija I euklidske ravni takva

da je I�O� � O, dok je za proizvo	nu
drugu taqku X te ravni orijentisani

ugao izme�u
Ð�

OX i
ÐÐ�

OX1 podudaran

datom uglu θ ...



Primer ...je rotacija ravni oko taqke O. Vektori
Ð�

i i
Ð�

j

se tada preslikava�em I redom slikaju u
Ð�

i �
� cos θ

Ð�

i �sin θ
Ð�

j

i
Ð�

j �
� � sin θ

Ð�

i � cos θ
Ð�

j , pa je matrica A preslikava�a data

sa

�cos θ � sin θ
sin θ cos θ

	 ,
a izometrija I je data formulom X �

� AX . Oqigledno je I

direktna transformacija.

Primer Izometrija euklidskog prostora Rn data formu-

lom X � X � B je direktna izometrija koju nazivamo

translacijom.

Teorema

Neka je A ortogonalna matrica dimenzije n, n > N, odnosno
matrica jedne izometrije. Tada je postoji ortonormirana baza

prostora Rn u kojoj data izometrija ima matricu

<@@@@@@@@@>

Ei

�Ej

R1

�

Rl

=AAAAAAAAA?
(2)

gde su Ei i Ej jediniqne matrice reda i , odnosno j , redom, a

Rk � � cos θk sin θk
� sin θk cos θk

	 gde je i � j � 2l � n. Pri tom je

detA � ��1�j . BD

Primedba Blokovi matrice Ei i �Ej odgovaraju vektorima

koji su sopstveni za matricu A. Sopstvene vrednosti ma-

trice A mogu biti realne ili konjugovano kompleksne.

PrimedbaNeka je λ jedna realna sopstvena vrednost matrice
A i v odgovaraju�i sopstveni vektor. Funkcija rastoja�a

je na prirodan naqin uskla�ena sa normom vektora. Zato

preslikava�e I slika vektor v u vektor iste norme, odnosno

YvY � YIvY � YλvY,pa je SλS � 1.
PrimedbaMatrica A je sliqna matrici (2), a pri tom, s

obzirom da su obe matrice date u ortonormiranim bazama,

matrica prelaska Q tako�e odgovara izometriji, tj. ortogo-

nalna je. Zato va�i da je Q�1
� Qt .



PrimedbaU sluqaju da je n � 1, matrica preslikava�a ima

samo jednu koordinatu. Pri tom je ta koordinata 1 ili �1.

PrimedbaU sluqaju da je n � 2, matrica preslikava�a A je

data sa

A � �a b
c d

	
gde je a2 � b2 � c2 � d2

� 1 i ac � bd � 0. Zato postoje realni

brojevi α i β takvi da je a � cosα, b � sinα, c � sinβ, d � cosβ
i da pri tom va�i sin�α � β� � 0.
Tada je sinβ � ���1�k sinα, cosβ � ��1�k cosα, za k > N...

Primedba... Za parno k matrica A preslikava�a je jednaka

Rα � � cosα sinα
� sinα cosα

	 ,
a za neparno k ima oblik

Sα � �cosα sinα
sinα � cosα

	 .
Pri tom, matrica Rα ima konjugovano kompleksne sopstvene

vrednosti za sinα x 0, a dvostruku realnu λ1 � λ2 � cosα >��1,1�, za sinα � 0. Matrica Sα za sopstvene vrednosti ima

λ1 � 1 i λ2 � �1...

Primedba...Va�i i
Rα � Rβ � Rα�β, Sα � Sβ � Rβ�α,

Sα � Rβ � Sα�β, Rα � Sβ � Sβ�α.

Definicija

Taqka P, prava p ili ravan π su invarijantne, odnosno

fiksne u transformaciji I ako se tom transformacijom

slikaju u sebe, odnosno ako va�i I�P� � P, odnosno I�p� � p,
tj. I�π� � π.
Lema

Neka je transformacija euklidskog prostora Rn (ne nu�no

izometrija), data formulom X �
� AX �B. Ova

transformacija ima taqno jednu invarijantnu taqku ako i

samo ako λ � 1 nije sopstvena vrednost matrice A.



Dokaz. Neka je transformacija euklidskog prostora Rn data

formulom X �
� AX �B. Taqka P je invarijantna taqka ove

transformacije ako i samo ako je P �
� P odnosno ako je

n-torka �P�t rexe�e matriqne jednaqine
�A � E�X � �B. (3)

Jednaqina (3) ima jedinstveno rexe�e, ako i samo ako je

matrica �A � E� invertibilna, odnosno ako λ � 1 nije

sopstvena vrednost matrice A.

Jednaqina (3) je ekvivalentna jednom linearnom sistemu jed-

naqina. Zato, ako matrica �A � E� nije invertibilna onda

jednaqina (3) ili nema rexe�a ili ih ima beskonaqno mnogo.

Da bismo analizirali i klasifikovali izometrijske

transformacije euklidskih prostora Rn, n � 1,2,3 zanima�e

nas �ihove invarijantne taqke, ali i sopstveni vektori.

Neka transformacija I ima bar jednu invarijantnu taqku A i

neka ima netrivijalni sopstveni potprostor V1 za sopstvenu

vrednost λ � 1. Ako je B neka druga invarijantna taqka, tada

se vektor
Ð�

AB slika u vektor
ÐÐ�

A1B1 �
Ð�

AB, tj. I�Ð�AB� �Ð�AB, pa je
Ð�

AB sopstveni za λ � 1 i pripada prostoru V1.
Obrnuto, neka je Ð�v > V1 i B takva da

je
Ð�

AB �
Ð�v . Oznaqimo I�B� � B1.

Tada je
Ð�

I �Ð�v � �Ð�I �Ð�AB� �ÐÐ�AB1, pa je
ÐÐ�

AB1 �
Ð�v , tj. B � B1, odnosno i taqka

B je invarijantna.

Pokazali smo da va�i slede�e tvr�e�e.

Teorema

Neka je I � X �
� AX �B jedna transformacija (ne nu�no

izometrijska) prostora Rn. Tada se skup svih invarijantnih

taqaka transformacije I se mo�e zapisati u obliku�A �
Ð�v SÐ�v > V1�, gde je A jedna, fiksirana invarijantna taqka,

a V1 sopstveni potprostor za λ � 1.

U sluqaju da izometrijska transformacija nema

invarijantnih taqaka, za �eno bo	e razumeva�e nam mo�e

pomo�i slede�a teorema.



Teorema

Neka je I izometrija data formulom X �
� AX �B, koja nema

invarijantnih taqaka. Tada postoji izometrija J takva da je

I � τv XJ , gde je J izometrija sa bar jednom invarijantnom

taqkom, a τv je translacija za vektor v koji pripada

sopstvenom potprostoru matrice A za vrednost λ � 1.

Prvo, s obzirom da transformacija I nema invarijantnih

taqaka sledi da λ � 1 jeste �ena sopstvena vrednost, te je

sopstveni potprostor za λ � 1 netrivijalan.

Da	e, matrica translacije �τ� � E je jediniqna matrica pa

je �I� � E �J �, pa izometrije I i J imaju iste matrice, a

samim tim i iste sopstvene vrednosti i potprostore.


