3. Knacndukauuje nsometpujay R"=1,2

N3omeTpuje eyknuacke npase. opmyne jeaHe nsometpuje
npaee Z rnace
x"=ax+b. (1)

Mpu Tom je A=[a], rae je ae {-1,1}.

Heka cy A n B, ogHocHo A1 m B, aBa napa pasnuuuntux Tavaka
eyknaunacke npaee R un Heka je AB = A1B;. Taga nocrtoju
jeanHcTeeHa nsometpuja Z npaee R Takea ga je

Z(A) = A1,Z(B) = B;.

Doka3. Heka je x' = ax + b jegnaunna TpaHcdopmauumje Z. Taga
cy a n b pewersa cncrema

ax(A) + b=x(A1),

ax(B) + b=x(By).

Mpu Tom je geTtepmuHaHTa cuctema jegHaka (x(A) —x(B)) #0, Te
MOCTOjN jeANHCTBEHO pellerse no a, b. [dasse kako je
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|AB| = |A1B:1| omysumarbem 0BUX jeaHaumHa Cream pa je
ae{-1,1} ogHocHo ga je Z n3omeTpuja. O

Mpumepnba V nperxogHom [0OKa3y cMoO BUAEAN Aa j€ JTMHEAPHO
NPECANKABAHE MPABE HA JEANHCTBEH HAYUH oapeheHo ciukama
nponsBo/bHe gBe Ta4ke A u B Te npase. YKOAnKo cy jow Zyxu
AB n mweHa cinka jeaHake, NPeCcaNKaBaHe je N30METPU)a.




Mocmatpajmo jegHauuHy (1).

1. Ako je a=-1, A =1 Huje concTeeHa BpeaHocT maTpuue Ana Z

MMa Ta4HO jefHYy MHBapWjaHTHY Tadky A, a 3a JeAUHUYHN BEKTOP ¢

Baxun Z(1) = 1.
3aTo ce npom3BosbHa Tayka npase X
cnuka y Tauky X' Takey ga je
— —
XA=-X'A, Te je A cpeguwite ayxn
XX'. Oy Tpancdopmaumjy

X' A X Ha3NMBaMO LEHTPas/IHOM

pechnekcmjom npase 1 03Ha4aBamo
Sa. Uentpanna pednekcuja je

VHAMPEKTHA TpaHcgopMaymja.
2a. Heka je capa a=1. V oBOM cnyyajy pagun ce O ANPEKTHO]
N30MeTpuju.

Tapa saxku Z(2) = 1. Ako Z uma 6ap jeaHy UHBapuUjaHTHY Tauky A,

Taga 3a npomn3sosbHy Tauky X npase u meHy canky X' Baxm ga je

- —_— .

AX = AX’, najen X' =X, ogrocrHo T =¢.

26. Ako Z Hema MHBapujaHTHUX Tavaka, Taga je Z=71,0 7,
rae nsomeTtpuja J nma uctu
koecdpuumjeHT a =1 n bap jegHy
WHBApUWjaTHTHY Tauky, na je
kouHyugeHuuja. Msometpuja 7 je Tagpa
KOMMNO3uunja TpaHchauuje n

A 4 X x KOMHUMAEHUM]e, OAHOCHO TpaHCcaauuja

. d

Ty. [pwn Tom, youumo ga jesa v= 0,
Ty = €, Na KOUHUULEHLMN]JY MOXKEMO

. —_

cMaTpaTu TpaHcnaumjom 3a sektop 0.

N3zomeTpuje npase

N30METpUja | UHB. TAYKE | AMPEKTHOCT
€ cBe +
Ty 0 +
Sa 1 -

Tephere

a) Komnosuyuja gee ueHTpante pednekcuje npase je TpaHcnaymja
WM KOWHLMAEHLUM]A, OAHOCHO BaXkn Sg o Sy = TyaB"

6) Komnosunuuja gBe TpaHcnaumje npaee je TpaHcaayuja uan
KOMHUNAEHLMN]A, OAHOCHO BaXKN Ty O Ty = Tyiy-

B) Komnosuyuja TpaHciaymje npase n ueHTpasnHe pedriekcuje je
LeHTpafHa pedekcuja npase.

[



Ooka3. a) Komnosuyuja ase nHgmpekTHe TpaHcgopmaumje,
ueHTpanHe pedpiiekcuje npaee, je AUPEKTHA TpaHcopmauuvja, AaTa
je dopmynom x’ = x + b, Te je TpaHcnayuja 75 (cneymjanHo
—

cmaTtpamo fja je € = 7g). BekTop TpaHcnauuje je jeanak AA’, rae

iGN
je A" =S8g 0oSa(A) cnnka Tauke A, na saxn AA' =2AB.
6) Komnosununja gse gupekTHe n3omeTpuje je AUPeKTHa, na je y
nuTary TpaHcnaumja. Kako nocrtoje tauke A, B, C Takse ga je

— — L > —>

v=AB,u=BC n npn tom Baxu ga je AB + BC = AC TBphere
ONPEKTHO Ba>kXu.
B) Komnosuyuja gupekTHe U MHAMPEKTHE N30METPUJCKE
TpaHcdopmaLmje npase je MHAMPeKTHa TpaHcdopmaunja, Tj.
ueHTpanHa pedekcuja. 3ato je T, 0S4 =Sg. [pu Tom, Kako je

Sl =84 cnean paje 7, =SpoSa= T, g N je Tadka B Taksa pa

je AB = v/2. O

Cnepefie TBpherbe anpekTHO cneau.

Teopema

[NpouseosbHa nsometpuja Z eyknuacke npase R moxxe ce
NPefCTaBNTU KAaO KOMMO3MLMja A0 ABE LUEHTpasHe pednekcuje.

Heka je nsometpuja paeiu Z gata cdopmynama X' = AX + B.

Teopema

Heka cy A, B, C ogHocHo A1, B1, (1, ABa TpOjke HEKOJIMHEAPHMUX
Tauaka eyknmacke pasHn R? n neka je

AB=A1B;,AC =A1G,BC = B;(;. Taga noctoju jefsnHcTBeEHa
nsomerpuja Z pasun R? Taksa ga je
Z(A)=A1,Z(B)=B1,Z(C) = G4.

Doka3s. Tpaxumo TpaHcdopmaunmjy Z: X' = AX + B. Heka cy
KOOpAMHaTe KBaapaTHe maTpuue A paTe ca aj,/,j=1,2, a
KoopauHaTe kosioHe B ca by, by.

Taga ce ycnoe ga Z canka A, B, C y A1, By, (1 cBogun Ha aBa
cucTema jegHaduHa no aj, ajp, bj,i=1,2

a,'1X]_(A) + a,-2x2(A) + b,' = X,-’(A),

a,'1X1(B) + a,'2X2(B) + b,' X,-/(B),

ajx1(C) +appxe(C) + b = x/(C), i=1,2.

JetepmunanTe oba cucrema cy ucrte un jefHake

det x1(B) - x1(A) x2(B) - x2(A)
x1(C) = x1(A) x(C)-x(A)|

—_— —
Kako cy sektopun AB, AC HekonuHeapHmn v fatu ca

(x1(B) = x1(A),x2(B) = x2(A)) w (x1(C) —x1(A), x2(C) - x2(A)),
OETEPMUHAHTA je pa3/in4ynTa Of Hyfe, na NocToju jefNHCTBEHA
maTpuua A n konoHa B koje ncnymaBsajy oBaj ycnos.

[




. — —_—
Mpn Tom, kako je, |AB| = ||A1B;
—_— —

IBC| = |Bi G| cnean v aa je AB o AC.
Taga je

_ AB .\ 7B
()

|AB|”  |AB|
— —> —> —>
—r— — AB AB — —— AB AB
Z(AC- (ACo =)= = (AG - (A Glo =)=,
|AB| " | AB| |AB| " | AB|

na Z cAnka opToHOpMUpaHy 6a3y paBHYW Koja ce fobuja
—_— —
pam-LLImuToBum noctynkom og {AB, AC} y opToHOpMupaHy
- . b~ —_— .
6a3y koja ce pobuja og {A1B1, A1 }. 3ato je maTpuua
npecnvkaeara A opToHopMupaHa, na je Z nsomertpuja. Ul

Y3 nokasza npeTxogHe TeopeMe CAEAN Aa J€ TMHEAPHA TPaHCOp-
mayuja pasHu ogpeheHa Ha JeANHCTBEH HAYUH CAVIKAMA TPY HEKO-
smHeapHe Tadke A, B, C, a y nutamy je U30MeTpMja ako u Camo
ce gyxu AB, BC u CA caukajy y cebu jegHake gy»u.

Heka je 7 nsometpujcka Tpatccpopmaumja R?. Matpuua A je
KBagpaTHa, Na MOXe MMaTW WAN LBe peasiHe CONCTBEHE BPELHOCTU
WAN [BE KOHJYroBaHO KOMIJIEKCHE.

1. MpetnocraBumo, npeo aa je A1 = Ao = —1. Taga Z nma TayHo
jeaHy VHBapujaHTHy Taudky A.

Ceakn BekTOp oarosapajyfier BekTopckor
NpOCTOpa je COMCTBEHU 3a COMCTBEHY BPeAHOCT
A =-1. 3aT0, ako ce nponsBosbHa Tavka X

/ . / .
camka y X' Baxn ga je AX =-AX', te je A

cpeanwTe gyxun XX’

OBy TpaHcdopMaymjy Ha3MBaMoO LLEHTPAJIHOM CUMETPUjom
paBHU 1 o3Ha4aBaMo S4. Kako je gnmeHswnja concTBeHor
noTNpocTopa 3a A = —1 ABOAMMEH3UOH, LEHTpasIHA CUMETpUja
paBHN je AMPEKTHA TpaHcdopmMayumja.

2. Ako je A1 = A\ =1 oHAa, CANYHO Kao y CAyyajy eyKanacke
npaBe, y NUTaky je fUMpPeKTHa TpaHcdopmauumja.

2a.konHUMAEHLUMja paBHU € YKOIMKO nocToju bap jeaHa
WHBapujaHTHA Tayka

26.TpaHcnaumnja 7, yKOIMKO MHBAPUjaHTHUX Ta4aka HeMa.




3. Heka je caga A1 =1, \» = -1. Taga je y nuTarby UHGMPEKTHA
TpaHcdopmalmja n MaTpuLa Npecnukasama je obnuka Sg.

Vouumo ga je jefNHUYHM CONCTBEHUN BekTOp 32 A; = 1 gaTt ca

vi = (cosg,sin g) O4HOCHO £a oapefjyje opujeHTMCaHM yrao g ca
X1-OCOM.

3a. Ako usomeTpujcka TpaHcopmaumja uma bap jeaHy
WHBapujaHTHY Ta4uky A OHAA CYy WHBapWjaHTHE 1 CBe Tayke Npage p
Koja cagpxu Tadky A u oppeheHa je BEKTOPOM Vi, OAHOCHO
oapehyje yrao g Ca X1-0COM.

Heka je X nponsBosbHa Ta4dka paBHUM Koja He
npunaga p u Xp € p, Takea pa cy npase XXp n p
optoroHanHe. C 063upom ga cy concreeHm
BEKTOPW 32 pa3HEe COMCTBEHE BPEAHOCTN n@/

cobHO opToroHanHu, cnegun ga je sektop XX

CONCTBEHU 33 A = —1.

Mpu Tom, Z(Xo) = Xp, na ako je Z(X) = X', Baxn pa je

— —> .

XXo = —X'Xp, ogHocHo Tauka Xp je cpeauwTe ayxun XX'. Osy
TpaHcopmMaLmjy HasBaMO OCHOM pedpaeKCUjoM paBHU Y

OAIHOCY Ha MpaBy p W 03HayaBaMo Sp.
36.

Ako TpaHcdopMaumja HeMa WUHBAPUJaHTHUX
Tavaka Taja je Z =1, 0Sp, rie je v BekTOp
napafienaH npaeoj p, a TpaHcopmauujy
Hasueamo knu3sajyhom pecnekcujom
paBHM 1 03Ha4aBamo Gp .

4. Ao cy A{ U A KOHJYroBaHO KOMMJIEKCHE COMCTBEHE BPEAHOCTH,

nsomeTpuja Z nma Ta4HO jeaHy UHBApWjaHTHY Taudky A.

Mpu Tom, MaTpuua npecnnkagatba je

obnmka R_,, 3a Heko o € R. Ako ce

nponseosbHa Tadka X pasHu cavka y X/,
— —> e ) )

Baxku Z(AX) = AX’, Te je opnjeHTucaHmn

_ —_— .

yrao nsmehy AX n AX' jegHak o. Oy

TpaHcdopMaLKjy Ha3MBaMO LLEHTPaSTHOM

poTaumMjoM paBHU OKO Tauke A 3a yrao «

n 03Ha4aBamo R4 . Youumo pa je
Sa=Ranx-




N3omeTpuje paBHu

N30MeTpMja | WHB. Ta4Ke | CONC. BPEAHOCTN | AUPEKTHOCT
€ cBe A1p=1 +
Ty 0 A1p=1 +
Sp Pe P )\1,2 =+l -
Gp,v %) Ar=1LX=-1
RA@ A )\172 = et +
SA = RA,T(‘ A )\172 =-1 +

MpounssosbHa usomeTpuja I eykaugcke pasHu R? moxke ce
NPeacTaBuUTI Kao KOMMO3WLMja 4O TPU OCHe pedpiekcuje.

Hokas. Ako je Z = ¢ Taga 3a Npon3BosbHY Npasy p pasHu R2
BaXKN € = Sg.

Heka je Z = 7, TpaHcnauwnja. Heka je, nasbe, p nponsBosbHa npaea
pasHu R? opToroHanta Ha npasau Bektopa v, Qg € p, Q1 Taksa 4a

je QQi=31nQ=35,(Q1).

.
Tapa je QQq = v. lMocmaTpajmo
Tpatcopmaunjy 7, 0 Sp. Ako je maTpuua
pecbnekcnje S, pata ca Sg, oHAa je OHa yjefiHO 1
MaTpuua npecnnkasara T, 0 Sp. [pu Tom

Ty 0 Sp(Q1) =7, (Q) = Q1, na oea

TpaHcdpopmaymja uma n 6ap jeAHy UHBapUjaHTHY

Tauky Q1.

3aT0 je 7, 0 Sp = Sq ocHa pedpnekcuja, rae @ € g. Npn Tom npase
p 1 g oapehyjy ca 0COM x| UCTN OPUJEHTMCAHN Yrao g TE Cy
napanenHe. Capa Baxu 7, = Sq o0 Sp.

Heka je Z = Ra o poTauuja. Heka je pasme p nponssosbHa npasa
2 .

paBHu R* Takea pa A€ p. Matpuue nsometpuja Raq u Sp cy

pegom, R_, n Sg. 3aTo je maTpuua komnosuuumje R4, 0 S, gata

ca Sgia-

Baxun n ga je Raq o Sp(A) = A, na osa
KoMMo3nyuja nma n H6ap jeaHy NHBapUjaHTHY
Tauky. 3aTo je Raq 0 Sp = Sq ocHa pedbnekcuja,
rae A€ q. lpn Tom, opujeHTUcaHmn yrao namebhy
X1-0Ce€ U npage q je B%a 3aT0 je Raq =Sq0Sp,

rAe je opujeHTncaHn yrao nsmehy p n g jeaHak 3.

Heka je Z=G,, =7, 08, v Heka cy q u r fiBe
npaBe OPTOrOHasHe Ha p Takee aa je 7, = S, 0 Sq.
Tapa je Gpv = Sr 0S50S,




Mpumep Heka cy Ra o v Rp g ABe poTayuje pasHu U HeKa je p
npaga koja cagp»xu Tadke A u B. Ako je A + B TakBa npaga je
JjeanHcTeeHa. Heka cy game q v r npase Takse ga je Aeq, Ber

Y HEKA CY OPUJEHTUCAHU YyrnoBu u3melly p v q, OJHOCHO I U p,
PEAOM jenHaKM 5 g Taga je Raa =Sq0Sp, Rep=8p0S,,
na je RaaoRpg=8qoS:.

B

Axo 36up yrnosa 5 u 5 HUje JeAHAK OMPyMXEHOM

yray, npaBe q v r cy ABE pa3He Npase Koje ce
ceky y Hekoj Taqku C (ako je A= B oHga je n
/* "\

C = A) u npu Tom je opujeHTUCaHN yrao usmeby

r v q jegHak O‘zﬁ Taga je RaaoRBs=RCa+8

Ako je # jeaHaK onpyXKeHoM yrjy Taga Cy npaBe q v r nap-
anenne. [lpu Tom, ako je A = B one ce noknanajy n Ra.°Rpg =
€, a ako je A + B one cy aucjyHktHe u Ran o Rpg = T, je
TpaHcaayuja.




