5. AcurHe TpaHchopmauumje

[Mpeo fiemo ce nogceTuTn nojmoBa agpuHor npocropa u
MOTAPOCTOPA, achuHOr penepa u agpMHUX KOOPAMHATA Ta4aka

HedumHuymnja

Heka je V n-gumeHsunoHun, BeKTOopcky npocTop Hag nosbem R n A

CKYM, Yuje enemMeHTe Ha3MBamo Taukama. Heka je, pase,
+: Ax V — A npecnnkaBarse 3a Koje BaXu:

1) A+ 0 = A, 3a cBaky Tauky A€ A;
2) (A+u)+v=A+(u+v), 3aceaky Tauky Ae A
N NpouseosbHe u,v €V
3) 3a npousBosbHe aBe Tadke A, B € A noctoju TayHO jefaH BEKTOp

ueV, Takae ga je A+u=B.

Tapa ypefjeny tpojky A = (A, V,+) Hasueamo n-gnmeH3NOHUM
achuHum npoctopom. Bektop u, TakaB ga je A+u=B
03Ha4YaBaMo jolW U = AB. Bektopckn npoctop V Hazusamo
AnpekTpucom npoctopa A.
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Heka je pame O € A npoussosbHa Tauka, u e = (e, ..., €,) jeaHa
6aza BekTopckor nmpoctopa V.
Ako je X € A npouseosbHa Tauka, Taga NnocToje je4UHCTBEHU

—
X1,...,Xn € R Takeu ga je OX = x1e1 +--- + Xpe,. Tapa cy
—
(x1,...,Xn) KoopauHaTe BekTopa OX y 6a3n e n ngeHTndrkyjemo
nX.
Hedunnuynja
Vpehenn nap (O, e) Hasnsamo achuHUM penepom, a n-Topky
(x1,...,xn) koopamHaTama Tauke X y penepy Oe.

Ako cy [A],[B], [u] koopguHaTte Tavaka A n B y patom penepy u
BeKTOpa U y faToj 6asn, onga je [u] = [B] - [A].

Heka je (O’,f) Heku gpyru penep acbuHor npocTopa.
Heka je M matpuua npenacka ca 6ase e Ha 6a3y f gupekTtpuce V,
Tj. Heka je f = Ae n o3Haunmo ca [O’] n konoHy koopgnHaTa Te
Tauke y penepy (O, e).
Ako cy [X] n [X'] konone koopanHaTa nponssosbHe Tadke X y

. — -
penepuma (O,e) v (O, f), Taga je OX = [X]'e, O'X = [X']'f.
3aTo je

s — —>
[X]te= OX = 00" + O'X = [0']te + [X']'f = ([O']' + [X']M)e,
Te cy popMysie NpOMeHe KOOpAMHaTa AaaTte Ha cnepehiv HauvuH

X=MX"+0".

Ako je P c A v npu Tom, noctoju BekTopckm notnpoctop U c V
TakaB fja npecnukaeame + canka P x U Ha P, onga je (P, U, +)
achuHm noTnpocTtop npoctopa A.

Mpu Tom je (P, U, +), no pecdbuHuymjn, adpmHm npocTop gUMeH3mje
dim U. Ako je P € P npou3sBo/bHA Tayka 03Ha4YaBaMO OBQ]
notnpoctop n ca P+ U.

Mpumep Younmo ga cy eykamacka npasa, pasaH W [POCTOP,
yjeaHo u peanuu apmHu npoctopu gumeHsuja 1,2 u 3. [lpu
TOM Cy CTaHZAapAHE KOOPAWHATE 3anpasBo aghuHe KOOpAMHATE y
ogHocy Ha penep Oe, rge je O KoopauHaTHU nodetak, a basa e
—- > — —- —> —

opToHopmupara 6aza i ,(i,j),(i,J, k).

lpaBa p y eyknngckoj pasum uav npoctopy R" n =23 je agpuru
notnpocTop AumeHsuje 1. Ako je P nponsso/sHa Taqka Te npase
u v BEKTOp Koju je oapebyje, Moxemo nucatu ga je p = P+ L{v}.




Mpuwmep ...Pasan 7 y eykangckom npoctopy R3 je agpumu not-
npoctop gumen3uje 2. Ako je P € m n ako cy vi,Vvo ABa HEKo-
JIMHEPHA BeKTOpa Te pasuu oHha je m = P+ L{vi, v }.

HeduHuynja

Heka je A n-gumeHsnoHun acurn npoctop v P Heroe noTnpocTop
aumensnje (n—1). Taga je P xuneppasaH npoctopa A.

Heka je P = P+ L{v1,...,Vp-1} n Oe gaTn penep npoctopa Ay
koMe Tayka P nma koopauHate (pi,...,pp). Tajajeun

Vi =3, Oljej 3a Heke o/, € R. Tauka X ca koopguHaTama
(x1,...,X,) NpUNaga Toj paBHM akO M CaMO aKo

—
PX € L{v1,...,Vp-1}, OBHOCHO aKO je [ETEPMUHAHTA

jefiHaka Hynau. 3aTo je XMMeppaBaH ONUCaHa JINHEAPHOM
jefHavYunHoM

aixy +--+apxp+ b=0. (1)

ObpHyTO, ako KoopguHaTe Tadaka P u X 3ap0BO/baBajy jefHAYNHY
(1), koopguHaTe BEKTOpA PX 33/10BO/bABajy XOMOreHy jegHauvYnHy
aixi+-—-+apx, =0, Te PX € U, rge je U jepan (n—1)-gumeH3noHn
BEKTOPCKMN NPOCTOP PELUEHa 0BE XOMOrEHE jefHaunHe.

Adbure TpaHcdopmavuje.

Heka je A = (A, V,+) peannu acpunu npocrop.

Heka je 0 : A — A 6ujekTnBHO mpecinkaBarbe TakBO Aa 3a
B=A+uunD=C+usaxuoc(B)-c(A)=0(D)-0(C). Tapa
npecnnkaBarbe o UHAYKYje npecnnkaeare o : V — V gato ca

—
o(AB) =c(B) - a(A).
AKO je npecnnkaBatbe ¢ NMHEAPHO, OHAA je o achuHa

TpaHccopmaumja npoctopa A, a 0 HeH IMHeapHn Aeo.

MNpumep Younmo pa cy cse caudHocTu (gakne m nzomerpuje)
npocropa R" mwerose acghure TpaHcgopmaymje.

Heka je o admna TpaHcopmauuja npoctopa A. Taga je o
ayToMopdusamM BeKTOpCKor nmpoctopa V.
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Doka3. C obsupom ga je 7 : V — V nuHeapHo npeciivkaBarse, 4a
61 6o ayTomopdnzam AOBOJBHO j€ MOKa3aTW 4a |€ UHJEKTUBHO.
Ako noctoju v # 0 BekTop Takas ga je o(v) =0, Taga 3a
npounseosbHU Nap Tadaka A, B Takae ga je A+ v = B Baxu

o(A) =0 (B), Te Taga o Huje Bujekumja. O

Haljumo koopguHaTHu 3anuc dgpopmyna jegHe acpute
TpaHcdopmaumje. Heka je O koopanHaTHU noyeTak, u Heka je X
npouseosbHa Tauka, a o(X) = X’. OsHauasaliemo konony
KOOPAMNHATA MPON3BOJbHE Ta4YKe UCTOM O3HAKOM Kao N TauKy.

. 2\ oo :
Tapa je 7(0OX) = O'X’, na noctojn kBagpaTHa maTpuua A Takea
paje X' -0 =A(X-0), 1e je

X'=AX+0'".

[Mpn Tom, Kako je T BMjEKTUBHO NpecsnkKaBakbe, matpuua A je
HefereHepucaHa, ogHocHo det A # 0. Bugumo ga dpopmyne acpure
TpaHcopmaLmje umajy uctu obamk kao popmMyse npoMeHe
KOOpAWHaTa NpUINKOM npomMeHe adUHOr penepa.

Heka cy o;: X' = A;X + B;,i = 1,2 pse acbure Tpancdhopmauuje
jeaHor npoctopa. Taga wbuxoBa KOMNO3ULMja 0 © 01 MMa
opmyne X' = Ay(A1 X + By) + By, ogHocHo

X’ = A2A1X + (AzBl + Bz),

a kako je det ApA; = det Ap det A; # 0, noHOBO NpeacTae/ba jegHy
acpuHy TpaHcopmMaumjy.

Opaege cnegn n ga je o: X' = Ale + (—AI1 Bi) acuna
TpaHcdopmaumja NHBep3Ha TpaHcopmaunin oy.

3aTo Baxu cnegehe Tepherse.

Tephere

Ckyn acpuHux Tpancdopmaymja npoctopa A je rpyna y ogHocy Ha
KOMMO3ULMjy TpaHcopmaLuja.

pyny acdpvHux Tpancdopmauunja acduHor npoctopa A o3Ha4aBamo
ca Aff(A).

Mpumepba Youumo aa cy rpyne nsomeTpuja eyknnacke paBHU
Iso(R") n cananoctu Sim(R") nogrpyne rpyne Aff (R").




Tephere

AdbuHa TpaHcdopmauuja o:

a) C/iMKa KonMHeapHe Tauke y konuHeapHe. [pu Tom, yyBa
pa3Mepy Ay>XU rbuMa oppeheHunx.

6) cauka advHyu noTnpocTop y acuHnM NOTAPOCTOP MCTE
OUMEH3Mje.

B) C/AvKa napanenHe adriHe NOTNPOCTOPE y napanesiHe adpuHe
MOTRNPOCTOPE.

Doka3. Heka cy A, B, C Tpu pasHe KONMHeapHe Tayke U
A1, By, i wuxoBe cavke y TpaHcdopMauuju o. Taga noctoju
. — — . — —
A € R Takeo pa je AC = \AB. T[pu tom je (AC) = \g(AB),
— —
ogHocHo A1 Gy = MA1B;. 3ato ¢y A1, Bi n C; konuHeapHe u npu
TOM j€ pa3Mepa Ay>Xu muma ogpeheHux ncra.
Tepherba nog 6) n B) caga upekTHO Crege. O

Mpumep Heka je P = P + W notnpoctop agpunor npoctopa A
ca aupektpucom V. Heka je U BekTOpCKM MOTAPOCTOP NpoCTOpa
V, takas ga je Weo U =V.

lTocmaTpajmo npecnvkaBarbe o 4Yuje cy
G / v WMHBaPUjaHTHE Ta4YKe Ta4yKe MOTIPOCTOPa
X

P, na tume uac(w) =w, 3a we W. Heka

Pé/io Je npu tom, a(u) =-u, 3a ue U.

Mpumep ... Axo je wy,...,wy jegHa 6aza npoctopa W u
ui,...,u; 6asa npocropa U Taga y 6asu wy,...,u; npecauka-

Barb€ 0 MMa MaTpuly
Ex, O
A @)

Te Je y nuTary achuHa TpaHcpopmayuja. Hasusamo je achyHom
cumeTpujom y ogHocy Ha notnpoctop P napanenno U (nau
pecdnekcujom 3a k = n—1) u o3Ha4aBamo Sp y.

V cnydajy eykIMACKOr NpocTopa, Y3 AOAATHN YCAOB Aa Cy
npoctopu W v U opToroHantu, osa TpaHcopmayumja je
eyknuacka cumetpuja y ogHocy Ha P. Ouwurnegro je n ga
YKOJIMKO Heka TpaHcdopmauumja o uma bap jeaHy WHBapUjaHTHY
Tauky un y Hekoj 6asn maTtpuyy (2), oHga je o acduHa cumeTpuja.




Kao u y cny4dajy usomeTtpuja, ConcTBeHe BPeAHOCTM U NOCTOjatbe
WHBApUWjaHTHUX Tayaka cy HeonxoaHe nHdopMaLumje 3a
KNacnprkoBame achuHUX TpaHcopmMaLumja.

Heka je X/ = AX + B. Matpuua A nma n CONCTBEHUX BPEAHOCTM
Hag nosbem KomnnekcHux bpojesa. [pu Tom, ako je A e C
CONCTBEHA BPEAHOCT Tafa je TO U A. 3a pasnuky og
OpPTOroHa/AHMX MaTpuUa, WNaK HMje HY>KHO 1 Aa nocToju basza
npocTopa cacTaB/beHa 0f CONCTBeHUX BekTopa. Mnak, noctoju
6aza y K0joj je MaTpuua npecnnkaearba garta y XoppaHoBoj
HopMasiHoj chopmu

AN 10

A 0 0 A\ 1 ...
rae cy Ji = —

0 Ji 0 A

>KoppaHosu 6n10k0BU.

Osnauvasafiemo ca Vi @ --- @ V)| gekomnozuuunjy npoctopa V rae je
Vi npocTop koju ogrosapa XopgaHoBum 6aoKoBUMA 32 BpefHOCT
Ak

Mpumep Ogpegumo agpuHe TpaHchopmaymje o nApocTopa
A 4mje Cy UHBapujaHTHE TayKke, Tadke JEeOHE XUNEPPABHU
P=P+W.

AKko cy wi,...,W,_1 BekTopu 6aze npocropa W, Baxu ga je
o(w;) = w;. 3aro martpuya npecinkasarba UMa CONCTBEHY
speaHocT \1 = 1 crenena 6ap (n—1) u 6ap (n—1) HesaBucHux
CONCTBEHUX BEKTOpa 3a Ty BpegHocT. [lpeoctana concreeHa
BPEAHOCT \p Mopa butu peasHa.

[IpernocTtasumo npeo ga je \o» + 1. Taga noctoju v concTseHu
BEKTOP U Te€ BpegHocTu. Y 6asum wy,...,Wy_1, U MaTpuya npec-
AINKaBarba uma obank

OBaksy TpaHcghopmayujy Ha3MBamo
aunaraumjom npocropa ca ocHosom P,
E,.1 O napaJsiesHo U, €a KOehULMJEHTOM Ay 1
o3Ha4aBamo ca Dp , »,-
Heka je X Tayka npoctopa koja He
npunaga xuneppasHu P, u
s =X+ L{u} npasa. llpasa s
npoavpe xuneppasax y Taqyku Xy v
e
npu Tom je XoX KoAMHEapaH ca u,
_— —
Te ce cmka y ApXpX = XoX'.
lpumeTumo ga je 3a \p = -1 oBa
TpaHchopMmauuja pechaekcuja y
04HOCy Ha xuneppasaH P napanento
BEKTOPY U.




Mpumep [lpetnocrasumo caga ga je Ay = 1. Vkonuko noctoju
6a3a npocTopa CacTaB/bEHA OfF CONCTBEHUX BEKTOPa MaTpuLa
npecnvkaBarwa je A = E, a kako noctoje v MHBAapUjaHTHE Tayke
Y NUTamby je KOMHUWAEHLMJA €.

Mpumep llpetnocTtasumo ctora, ga o + €. Taga nocroju 6asa

f1POCTOPA, O3HAYUMO JE Wi, . .., W, ¥ KOJOJ j€ MaTpHULa NpecanKa-
Bara uma XXopaaHoBy chopmy
Bektopu wa, ..., Wn_1 pasanumy
E 0 0 paBaH P. Heka je X npousBosbHa
n-2 Ta4yka Koja He Mpunaga XuneppasHu
0 11 , .
P, n X' weHa ciuka. Heka je
0 01
s =X+ L{wy}.
Mpumep ...

llpaBa s npogupe xuneppasaH P y

vnHBapujaHTHoj Tadku Xg. [lpu Tom je
—

sekTop XoX = k- w, Te ce cauka y

b~ _

k-wn1+k-w,=XoX'. 3aro je

D — )

XX" = k-wp_1. OBy TpaHcchopmaymjy

Ha3¥BaMo TPAHCBEKLUUjOM IpocTopa ca

ocHoBoM Py npasLy BeKTOpa Wp_1.

TpaHcBekymja je Ha JeRNHCTBEH HAYUH
oapelhieHa ako je npy TOM, NO3HAT BEKTOP

wy. Osnavasamo je ca Tp w, | w,- AKO Enz 0 0
YMECTO BEKTOPA Wj,_1 MOCMATPaMO HEKMN 0 1A
0 0 1

APYru BEKTOP Ca HuUM napasenaH, MaTpuya
TpaHcBekyuje y Toj basu je garta ca

Mpumepnba Jlakne, jeanHe HempeHTU4ke TPaHChopmaLuje
agpuHOr npocTopa Yuju je CKyn WHBAPUJaHTHUX Tadaka JefHA
XUneppasaH Cy gunataumnje n TPaHCBEKLJE.

Heka je acdbuna TpaHcdopmauuja gata dpopmynom o: X' = AX + B.
Cetnmo ce ga ykonmko A = 1 Huje concTeeHa BPefHOCT MaTpuue
A, Tafla 0 UMa Ta4yHO jeaHY WHBAPWjaHTHY TauKky.

Ako je X\ =1 concTeeHa BpegHocT, Taga je Vi @ V| gekomnosuuuja
npoctopa V, roe je Vi notnpoctop Koju oprosapa XophaHoBuMm
6n1okoeuma 3a A = 1.




CavnyHo Kao y cnyyajy nsomeTpuja, acpuHa TpaHcdopmaunja bes
NHBapMjaHTHNX Ta4aka MOXE Ce 3anMcaTi Kao KOMNo3unuunja
TpaHciaumnje n TpaHcopmMalje ca NHBAPUJaHTHUM TadkKaMma.

Heka aduHa TpaHcopmauymja o : X' = AX + B Hema
MHBApWjaHTHUX Tayaka. Taga noctoju achuHa TpaHcdhopmMaLumja w
ca bap je4HOM VMHBapuWjaHTHOM Ta4kKOM 1 TpaHCnauuja 7, TaKBW Aa
jeog=71,0wn ve V. [lpn Tom, A je yjegHo n matpuua
MPec/nKaBarba w.




