8. [NpojekTUBHK npocTop

V 0B0j nekuuju ynosHahiemo ce ca nNpojeKTVBHOM FeOMETPUjOM,
HEKUM Of Ha4lHa HeHOr yBoherba Kao U Ca HEKUM Of, HeHUX
OCHOBHUX 0COBUHA.

[NpBo hemo yBecTn nojam npojekTuBHOr npoctopa. [locToju
HEKONMKO pasnunyntux (MehycobHo ekBMBaNeHTHMX) NpucTyna
yBohery 0BOr nojmMa, a My Nemo caga NpeacTaBUTU jedaH Of, HUX.

Heka je O Tauka adpunor npoctopa R™!. Mocmatpajmo
koopauHaTHu cuctem y R™! y kom je Tauka O koopanHaTHM
nodyetak. Heka je p npousBosbHa npaBa koja cagpxxu Tauky O.

Ako cy X n Y pBe Tauke Te npase
—
paznuynte og O Taga cy Bektopu OX n

—
v OY konuneapHun. 3aTo, ako cy
) (Xla-"7Xn+1) n(y1,---,Yn+1), PEAOM,

acbuHe koopanHaTe Tadaka X u Y oHga
noctoju A € R, pa3nn4nTo of Hyne, Takeo

Aa je )‘(le"'aXn+1) = (}/17--'»Yn+1)-

Mpu Tom, 6ap jegHa koopguHaTa Tadke X (ogHocHo Tauke Y) je
pa3nnyuMTa Of Hyse, a MPaBa p je jeaHo3Ha4HOo oapeljeHa jegHom
CBOJOM TaukoMm pasnudutom og O.




HedmHuymnja

Heka je ~ penaumja Ha ckyny R \ {0} gata na cnegefiv Haumh.
Heka je (x1,-..,Xn+1) ~ (V1,---,¥n+1) @Ko noctoju A€ R\ #0,
TakBO fJa je

)\(Xl,...,X,H_l) = (y1,...,y,,+1).

Tapa je ~ penauunja ekBuaneHumnje. Koanunnykn ckyn
(R™1 < {0})/ ~ HasauBamMo peanHUM NpojeKTUBHUM NPOCTOPOM
AUMeH3nje n n o3HavaBamo RP".

EnemeHTn npojekTUBHOr NpocTOpa Cy Knace eKBMBaJeHLMje
(n+1)-Topkn (x1,...,Xp+1) # 0 n Ha3uBaMO X Tavkama.

C ob3upom ga cy (n+ 1)-Topke n3 jegHe knace mehycobHo
Cpa3MepHe, Tauykun NPOjeKTUBHOT NPOCTOPa NPUAPY>KYjEMO
(n+1)-Topky (X1 :Xp i+ Xp41) 1 HA3MBAMO j&é XOMOTE€HUM
KOOpAMHATAMA AaTe Tauyke.

Youunu cmo pa cee (n+1)-topke (Xi,...,Xp41) U3 UCTE KNACe
eKBMBaJIeHUMje Npunagajy ncToj aduHoj npasoj kpo3 O. 3ato u
npojekTneHu npoctop RP” mMoxeMo cmaTpaTh 1 CKynoM CBUX
npaeux y R™! koje cagpe paTy dukcupany Tauky O.

Ako je X (X1 :Xxp:-+: Xp41) TA4YKa NPOJEKTMBHOI NPOCTOPA,
MO>XEMO jOj MPUAPYXMTU U BeKTOp oaroeapajyhe acduHe npase
N

X = X(x1,...,Xn+1), 32 HEKO pukcuparo A % 0.

V aHafnormju ca 0BOM KOHCTPYKLMjOM, HEKA j€ T NPOM3BOJSbHU
acpuHu notnpoctop aumensuje (k + 1) koju cagpxu Tauky O.
Ckyn cBux aduHux npasux koje cagp>xe O n nprunagajy m 4nHe
MPOjeKTUBHU NPOCTOP AUMEH3Uje Kk KOju je Mpu TOM, NOACKYN
npoctopa RP".

Hasveamo ra k-grmesnoHUmM NpojekKTVUBHUM MOTNPOCTOPOM
npoctopa RP". Cneynjanto, ako je k =1 Taj noTnpoctop
Ha3¥BaMO NPOjeKTUBHOM MPaBOM, a ako je k = n—1, 3a Takas
MOTNPOCTOP KaXKeMo A3 je NPOjeKTUBHA XuMeppaBaH npoctopa

RP".
Tauke A;(1:0:---:0), A2(0:1:0:---:0), ..., Aps1(0:---:0:1)
mB(1:1:-.-:1) Hasueamo 6a3HUM Taukama.

Hedunnuymja

3a Hekux k < n+1 tavaka My, ..., My npojekTuBHOr nmpocropa

RP" kaxemo fa cy y onwiteM nonoxkajy ako Cy BEKTOpM
—

—>
My, ..., Mg nuHeapHo HE3aBUCHU.

[



Mpowunpena acpnHa paBaH. [NocmaTpajyhin NnpojekTUBHU NpocTOp
Kao ckyn npasux kpo3 O moxxemo gohu v o apyre
MHTepnpeTauuje OBOr NojMa.

Heka je R” acpuna xuneppasan y R™! koja ne cagpxu Tauky O.

MocToju aprHM KOOPAMHATHU CUCTEM Y
R™! takae ga maTa xuneppasaH MMa

A N ‘,,.,,H7/ JEAHAYUNHY Xpe1 = 1.
VE Heka je, pame, 0 gsognmeH3noHa acprHa

paBaH koja cede R"” no acpuHoj npagoj.

Heka cy X(x1,...,%n, 1) u Y(y1,...,¥n, 1) OBe Tauke Te npaee.
OHe ogrosapajy npojeKTUBHUM Tadkama (xg i+ :Xxp:1) m
(V1:v:yn:1). Ako je Z(z1,...,25,1) jow jeaHa Tauka acpuHe
paeHu R"”, Taga cy Y, Y, Z KonuHepaHe ako U caMo ako cy
Bektopu (x1,...,Xn, 1), (y1,---,¥n, 1) m (z1,...,2,,1) 3aBuCHM.

PaBan o cagpxu acpuny npasy kpo3 O (0OQHOCHO NPOjeKTUBHY

Tauky) Koja je y acdmHom cmucny napanenda R”. Ta acduna npasa
je oppehena He-Hyna sektopom (vi,...,Vvp,0). Younmo ga cy, npu
TOM, BEKTOPU (Y1 = X1,---,¥Yn—Xn,0) n (v1,...,vp,0) KONuHeapHu.

Capa MOXeMo faTu jow jefHYy UHTEPNPETALUjy NPOjeKTUBHON
npoctopa RP".
AKO NpOjeKTUBHA Tauka X MMa NOCAeAHsy KOOPAMHATY PasanyuTy
0f HYy/e, O4HOCHO ako ogrosapajyha acduHa npaea ceue aduHy
xnneppasaH R" y Hekoj acburoj Taukm X, Taga TOj NPOJEKTMBHOJ
Taukn X npuapyxyjemo acpuny taduky X. Ako cy (x3:- i Xps1)
NPOojeKTUBHE KOOPAUHATe Tauyke X, oupa Tauka X uma acdpuHe

X1 X

koopauHate (1, ..., 22, 1) (u obpHyTo).

Ako acpuHn notnpoctop aumensunje (k +1), koju oppehyje
k-BuMeH3MOHMN NpojekTuBHM noTnpocTop 7, cede R” no acpurom
NOTNPOCTOPY 7 OHAA K-AVMEH3MOHOM MPOJEKTUBHOM MOTMPOCTOPY
T npuapyxyjemo 7. [lpn Tom Baxn ga je X €7 ako 1 camo ako je
Xem.

AKo MpojeKTUBHA Tayka 3a CBOJy NOCNeAHY

XOMOreHy koopauHaTy uma 0, 04HOCHO, aKo

/,& - 7/ Je ogroeapajyfia npasa ogpefjeHa BeKTOpOM

Z »< (v1,...,vn,0) Tapa oHa (acpuHoO) He ceue
xuneppasaH R™!.

3aTto mopamo chopmanno gonyHut R” Taukama koje ogrosapajy
npojekTueHuM Taykama (vq :---: v, : 0) n koje fiemo 3BaTw
6eckoHa4yHO panekum.




Mpu Tom, npojekTusHa Tauka (vq :---: v, : 0), ogHoCHO
ogroeapajyhia acdpuHa npaea kpo3z O, npunaga cCBUM acpyiHUM
paBHUMA o 4Mja gupekTpuca caapxu sektop (vi,...,v,,0). Cee
ose pasHu ceky R" no (aduHo) napanentum npasama. [akne, gse
(advHo) napanenne npaee y R” umajy (npojekTBHO) 3ajegHu4Ky
0OecKOHa4YHO Aasieky Tauky.

Cee beckoHayHO paneke Tayke npunagajy (auHo) xunepasHu

& : xpr1 =0, Koja je admHo napanenna R". 3aTo, y npojekTusHOM
cMucny, cee beckoHavyHO Janeke Tadke Npunagajy jefHoj
NPOJeKTUBHO] XUNEppPaBHIN «, ofpeheHo] ca &, KOjy Ha3MBamo
6eckoHauyHO panekom.

Caga moxemo pefin n ga je RP"=R"ua.

Mpu Tom, ako ¢y (xi,...,X,) acduHe koopguHaTte Tauke ns R”
OHAA Cy tbeHe npojekTueHe (xy :-+-:x,:1). Beckonauno ganeke
Tayke MMajy nocnenry xomMoreHy koopguHaTty 0.

Mpu Tom cy Tauke (xy -+ :x,:1), (1 iyp:1l)m
(vi:-+-:vy:0) kONMHEAPHE aKO 1 CaMO aKO Cy BEKTOPW

(i =x1,--+y¥n—Xn,0) n (v1,...,vp,0) cpasmepHn.

Mpumepba [lpumeTumo aa nojam beckoHa4HO AajeKuUX TadHaka
3asucy og n3bopa xuneppasHu koja He cagpxu Taqdky O. Ca npo-
JEeKTUBHOI CTaHOBULLTA "KOHa4He” U G6ECKOHAYHO JajleKe Tayke
ce He pasyukyjy.

lpomeHom koopauHaTHOr cucTemMa (achuHux UM XOMOTre€HUX KO-
opauHaTa, CBEjeAHO) Tadke Kojy Cy bune beckoHadHe mMory no-
CTaTy KOHa4yHe n 0bpHyTO, Kao wto hemo BuaeTH.

Younmo ga Heke of npeTxogHux aecuHnuymja, peuumo basHmnx
Ta4vaka, 3aBnce o n3bopa achuHOr KOOPAMHATHON CUCTEMA, Y
KojeMm je paTa Tadka O KOOpAMHATHU NOYETaK, a AaTa xuneppasaH
R"™ uma jegHauuny xp.1 = 1.

Jeana adbuHa npomena kopanHata npoctopa R 3a kojy je O
MHBapujaHTHa Tadka gaTta je opmynama X' = AX, rae je A
peanHa kBagpaTHa maTpuua gumensunje (n+1) n det A # 0.

OBa npomeHa KOOpAMHATA UHAYKYJE U NMPOMEHY MPOJEKTUBHUX
KoopanHaTa Tayaka. C 063upom fga cy xomoreHe koopauHaTe
onpeheHe [0 Ha KoedbULMjEHT Cpa3MepHOCTU A, fobujamo ga je
Taja NPOMEHa NPOJEKTNBHUX KoopauHaTa npoctopa RP” pata ca

AX' = AX, detA=0.




MpojekTneHn notnpoctop npoctopa RP" gumensnje (n—1) je
oapefien oarosapajyfiom acpuHoMm xuneppasHu T npoctopa R
Koja cagpxu Tadky O. 3aTo 7™ UMa acpuHy jefHAYUHY

U1 Xy +...Up41Xn+1 = 0.

Tauka X(x1,...,Xp+1) NPUNaga TOj XUNEPPaBHN aKO U CAMO aKO
—

BekTop OX = (X1,...,Xp+1) NPUNAAA ANPEKTPUCH TE XUNEPPABHY,

OAHOCHO aKO M CaMo aKo Tauka (Xi :-:+:Xn41) NpUNaga

ogrosapajyfieM NpojeKTVBHOM MOTNPOCTOPY. 3aTo je yjedHO 1
jeaHadunHa NpojekTUBHE XUMNEPPaBHU

ULXy + ... Ups1Xns1 = 0,
roe 3a bap jegHo / Baxkm ga je u; # 0.
C ob3upom ga je ca Auixy + ... Aupt1xp+1 = 0 gaTa ncra

XnneppaBaH, MOXeMO joj [OAENTN XOMOTreHe KOOpAuHaTe
ut =[uy -+ i upr1]. MaTpuuHO jeaHauMHy XMNeppaBHN 3anucyjemo

utX =0.

C 0b3upom ga je cBaka xuneppaBaH NpeacTaB/bEHA XOMOr€HOM
(n+1)-TopkoM, Kao WITO je 1 CBaka NPOJeKTUBHA Tayka TO 3HA4M
[a 1 cBako Tepherbe Koje BaXKM 32 Ta4Ke MOXKEMO
npecdopmynncati Mersajyhin ped Tauka pedjy xuneppaga,
npunaga pe4yjy cagpu,... u 1obutu noHoBo TBphere NPOjeKTUBHE
reomeTpuje. OBaj NpUHUMN Ha3MBAMO NPUHLUMOM AYasHOCTN.
Takohe n cnepehe Tepherse cnegn ampekTHO U3 AecbmHULmje
NPOJEKTUBHOr MOTNPOCTOPA.

Ceake ABe X1MNEpPPaBHU Ce CEKY MO MPOJEKTUBHOM MOTAPOCTOPY
anmensuje (n—2).

OBopa3smepa. Heka cy A n B gBe npojekTuBHE Tadke 1 p npasa
ruMa ogpehena. Taga npoussosbHa npojekTrBHa Tadka C
—

npunaga npaeoj p ako v camo ako je sektop C nuHeapHa
— —

kombuHaumja sektopa A u B, ogHocHo,

aKo nocToje o U B TakBK Aa je
— — — .
C=aA+3B. lpn Tom, Baxn aa je

\\%, 042-1—52#0.

— —
Vouumo n ga je ka A + k3 B Takohe BekTOp KOju OAroBapa Taydku
C, ogHocHO ga cy a u 3 ogpeheHn go Ha koeduuumjeHT
Cpa3MepHoCTI.




Ako je =0 unmn =0 Taga je B =C ogHocHo A= C. Ako a # 0
OHAa 3a k = é nobujamo na je jenaH of BeKTOpa KOJIMHEAPHMX €A
— — 5_)

C jepHak A + £ B.

Ako cy A A, B, C KOHal-IHe pasHe Tauke, Taja I'IOCTOJVI )\ € R Takeo
aa je AC = )\AB na Baxku ga je oC = (1- )\)OA+)\OB Te je

3 A AC
=—==. (1)
a 1-\ C

(o)

Heka cy caga C # D Tauke npaBe p paznunyute o4 A n B n Heka je
— — — — — — . .
C=aA+8BunD=~vA+)B. Tapa je craku of koeduuujeHaTa
a, B,7,0 paznu4uT of Hyne, a c ob3mpom ga je C # D Baxu un ga

jegqté.
v

HedunHuynja

Bpoj (A,B; C,D) = g : % Ha3MBaMO 4BOPA3MepPOM Ta4vaka
A B,C,D.

Younmo ,u,a ,u,edJMHmu,ma JBOpPa3Mepe He 3aBUCK Of V|36opa
BeKTopa A B C D OLHOCHO, 3 Ce 33 BEKTOpE k1A kgB
ks C, ka D, kikoksks # 0 pobuja nctn pesyntat. Takolje, kako cy
tauke C u D pasnnunte cnegn n ga je (A, B; C,D) #1.
Heka cy A, B, C, D koHauHe Tauke. Taga anpekTtHo cnegm us (1)
naje

(A, B;C,D) =

9

&l | Al
Sli3|

Te BUAMMO 1 apUHN CMUCA0 ABOpa3MeEpe.

Cnepeha TBphersa gupekTHO cnege u3 geduHnLmje ABOPa3Mepe.

Tepherse

Heka cy A, B, C, D 4eTupn pasHe, konuHeapHe Tayke. Tafja Baxku:
a) (A,B;C,D)=(C,D;A,B)

6)(ABCD) ABDO)

Tephere
Heka cy A, B n C Tpu pasHe konuHeapHe Tadke u A€ R, A #0,1.

Tapa noctoju jeguHcteeHa Tavka D takea ga je (A, B; C,D) = \.

. = — — .
Doka3. Ako je C =a A + 3B Taga je Tauka D oppefjeHa ca

- — =1

D=A+5B. O




HeduHunynja
YeTupu pasHe konuHeapHe Tauke A, B, C n D cy xapmMoHujckn

cnperHyTe Uiy XapMOHUjCKU KOHjyroBaHe ako je
(A,B; C,D) =-1. Tapa nuwemo H(A, B; C, D).

Heka cy A, B, C, D pa3He konunHeapHe Tauke. Taja nocrtoje
koeduuujenTn S n § TakeBK aa je

C-A+8B, D=-A+4B.

Tagpa je aeopaswmepa (A, B; C,D) =(:4. 3ato cy tauke A, B,C,D
XapPMOHU|CKUN CMpErHyTe ako m camo ako je 5+ 6 = 0.

Mpumep Heka cy gate tauke A(xy : 1) n B(xz : 1) jegHe npojek-
TuBHe npase, u Heka je C(X32 : 1) eykampacko cpeguwite gyxu
AB ﬂpOHanMMO TayKy D TaKBy Aa je H(A,B; C,D). Baxu ga
je C=A+B. Hexa je D=A+6B. Taga cy Tayke XapMOHM—
jcku cnperHyte ako u camo ako je 1 +6 = 0, ogHocHo § = —1.
- - —

Hakne tauka D je ogpebhena sektopom D = A - B = (x1 — xa, 0),
OAHOCHO MMa xomoreHe koopamHate (x1 —xz : 0) = (1:0), Te je
D 6eckoHa4yHO ganeka Taqyka Te fpase.




