
13. Inverzivne transformacije

Postoji jednoznaqna korespondencija izme�u taqaka euklidske

ravni E2 i skupa kompleksnih brojeva C u kojoj taqki (x1, x2)
odgovara kompleksni broj z = x1 + ıx2, a ka�emo da je z
kompleksna koordinata date taqke.

Uoqimo da je rastoja�e izme�u dve taqke sa koordinatama z1 i
z2 jednako ∣z1 − z2∣.
Tvr�e�e

Svaka izometrija euklidske ravni I mo�e se zapisati kao

I(z) = az + b, ili I(z) = az + b,

gde su a,b ∈ C i ∣a∣ = 1. Obratno, svaka transformacija ovog
oblika je izometrija.

Dokaz. Doka�imo prvo da su ovako zadate transformacije

izometrije. Ako se taqke sa kompleksnim koordinatama z1, z2
slikaju u z ′

1
i z ′

2
transformacijom I, tada je rastoja�e izme�u

slika ∣z ′
1
− z ′

2
∣ = ∣a∣∣z1 − z2∣ = ∣z1 − z2∣, pa su date transformacije

izometrije.

Specijalno z ↦ z slika taqke (x1, x2) ↦ (x1,−x2), pa je u
pita�u osna refleksija u odnosu na x1-osu, koju �emo
oznaqavati sa Sp.
Neka je I(0) = b, a I(1) = b + a. Tada je ∣a∣ = 1. Neka je jeJ (z) = az + b, izometrija. Tada je i J (0) = a, J (1) = b + a, te
su taqke 0 i 1 invarijantne u izometriji J −1 ○ I. Zato, ova
kompozicija mo�e biti ili koincidencija ε, kada je I = J
ili osna refleksija Sp, kada je I = J ○ Sp.
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Uoqili smo da je transformacija z ↦ z
refleksija u odnosu na x1-osu. Ako je q prava

koja sadr�i koordinatni poqetak i odre�u je ugao

θ sa x1-osom tada se taqka z = ∣z ∣e iφ refleksijom

u odnosu na q slika u taqku z ′ = ∣z ∣eı(2θ−φ) = e2ıθz .

Primer Ako je b = b1+ ıb2, tada je transformacija z ↦ z +b
data sa (x1, x2) ↦ (x1 + b1, x2 + b2) te je u pita�u translacija
za vektor (b1,b2).
Primer Posmatrajmo izometriju z ↦ az . Kako je ∣a∣ = 1,

sledi da je a = cosφ + ı sinφ. Zato va�i (x1, x2) ↦ (cosφx1 −
sinφx2, sinφx1 + cosφx2), pa je data transformacija rotacija
oko koordinatnog poqetka O za ugao φ.

Vidimo, sada, da se svaka izometrija ravni mo�e

predstaviti, kada je u pita�u direktna transformacija, kao

kompozicija rotacije oko taqke O i translacije, a kojima, u

sluqaju indirektne transformacije prethodi refleksija u

odnosu na x1-osu.

Primer Neka je k ∈ R, k ≠ 0. Neka je f (z) = kz . Tada se(x1, x2) slika u (kx1, kx2), te je transformacija homotetija

HO,k .

Setimo se da se svaka sliqnost mo�e predstaviti kao

kompozicija proizvo	ne homotetije i neke izometrije. Zato

va�i slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e

Svaka sliqnost euklidske ravni S mo�e se zapisati kaoS(z) = az + b, ili S(z) = az + b, gde su a,b ∈ C i gde je a ≠ 0.

Tvr�e�e

Neka je k(S , r) proizvo	ni krug euklidske ravni sa centrom

c = a + ib i polupreqnikom r . Tada je inverzija u odnosu na
krug k u kompleksnim koordinatama data sa:

ψk ∶ z ↦ r2

z − c
+ c .

Dokaz. Neka je S = O, koordinatni poqetak. U realnim

koordinatama je tada inverzija data formulama(x1, x2) ↦ ( r2x1
x2
1
+x2

2

, r2x2
x2
1
+x2

2

). Pri tom je zz = x2
1
+ x2

2
, pa u

kompleksnim koordinatama je ova transformacija data sa

z ↦ r2

z .



Ako taqka S , sa koordinatom c nije koordinatni poqetak, tada

se translacijom τ(z) = z − c , dati krug slika u krug k1 sa
centrom u koordinatnom poqetku. Pri tom ako su w i w ′ taqke
inverzne u odnosu na k, one se slikaju u taqke w1 i w ′

1

inverzne u odnosu na k1. Zato va�i ψk = τ−1 ○ ψk1 ○ τ , pa
dobijamo tra�enu formulu.

Definicija

Transformacija proxirene euklidske ravni koja je

kompozicija konaqnog broja uopxtenih inverzija je

inverzivna transformacija.

Svaka izometrija je kompozicija refleksija, pa i inverzivna

transformacija. Homotetija se mo�e predstaviti kao

kompozicija dve inverzije te je i ona inverzivna

transformacija, kao i sliqnosti.

Primer Neka je f (z) = 1

z . Tada transformaciju f mo�emo

predstaviti kao kompoziciju f = Sp ○ ψk , gde je ψk(z) = 1

z
inverzija u odnosu na jediniqni krug sa centrom u koordi-

natnom poqetku, a Sp(z) = z refleksija u odnosu na x1-osu.
Dakle i f je inverzivna transformacija.

Lako dobijamo slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e

Skup svih inverzivnih transformacija proxirene euklidske

ravni qini grupu. Grupa sliqnosti je podgrupa te grupe.

Definicija

Transformacije proxirene euklidske ravni date sa

m ∶ z ↦ az + b

cz + d
, a,b, c ,d ∈ C, ad − bc ≠ 0

nazivamo Mebijusovim transformacijama ili

homografijama. Kompozicija Mebijusove transformacije i

refleksije u odnosu na x1-osu m ○ Sp
z ↦ az + b

cz + d
, a,b, c ,d ∈ C, ad − bc ≠ 0

je antihomografija. Skup svih Mebijusovih transformacija

oznaqava�emo saM1 a svih antihomografija saM2.



Svaka Mebijusova transformacija je odre�ena odgovaraju�om

invertibilnom kompleksnom matricom

M = [a b
c d

] .
Pri tom, dve srazmerne matrice odre�uju isto preslikava�e.

Tvr�e�e

Skup svih Mebijusovih transformacijaM1 je grupa.

Dokaz. Direktnom proverom dobijamo da je kompozicija dve

Mebijusove transformacije m2 ○m1 sa matricama M1 i M2,

ponovo Mebijusova transformacija sa matricom M2 ○M1, a da

je inverz m−1
1

Mebijusova transformacija kojoj odgovara

matrica M−1
1
.

Tvr�e�e

Kompozicija homografije i antihomografije je

antihomografija, a kompozicija dve antihomografije je

homografija.

Dokaz. Svaka antihomografija je data sa z ↦ m(z) gde je m
homografija. Ako je M matrica homografije m, tada je
m(z) = m(z) homografija sa matricom M. Neka su m1 i m2

dve homografije. Tada su kompozicije homografije z ↦ m2(z)
i antihomografije z ↦ m1(z) date sa

z ↦ m2(m1(z)) = m2 ○m1(z),
z ↦ m1(m2(z)) = m1(m2(z)) = m1 ○m2(z),

te su u pita�u homografije.

Kompozicija dve antihomografije z ↦ m2(z) i z ↦ m1(z) data
je sa

z ↦ m2(m1(z)) = m2(m1(z)) = (m2 ○m1)(z),
pa je u pita�u homografija.

Slede�e va�no tvr�e�e navodimo bez dokaza.

Tvr�e�e

Transformacija proxirene euklidske ravni je inverzivna ako

i samo ako je homografija ili antihomografija.



PrimedbaSvaka inverzija u odnosu na krug je antihomo-

grafija, kao i refleksije u odnosu na prave koje sadr�e

koordinatni poqetak. Ako prava r ne sadr�i koordinatni

poqetak, postoji translacija τ koja je slika u pravu q kroz O.

Tada je Sr = τ ○ Sq ○ τ−1 pa je svaka refleksija antihomo-

grafija. Zato je svaka Mebijusova transformacija kom-

pozicija parnog broja uopxtenih inverzija, a svaka anti-

homografija kompozicija neparnog broja uopxtenih inverz-

ija. Nazivamo ih redom, direktnim i indirektnim in-

verzivnim transformacijama.

S obzirom na osobine osnih refleksija i inverzije va�i

slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e

a) Invertivna preslikava�a slikaju uopxtene krugove u

uopxtene krugove.

b) Invertivna preslikava�a "quvaju" dvorazmeru.

v) Dve krive koje se seku preslikavaju se invertivnim

preslikava�em u krive koje se seku pod istim uglom. Pri tom,

direktne inverzivne transformacije "quvaju" orijentaciju

uglova, a indirektne me�aju.


