3. Knacndukauuje nsometpujay R"=1,2

N3omeTpuje eyknuacke npase. opmyne jeaHe nsometpuje
npaee Z rnace
x"=ax+b. (1)

Mpn Tom je A=[a], rpe je ae {-1,1}.

Heka cy A n B, ogHocHo A1 n B, aBa napa pasan4ntux Ta4aka
eyknaunacke npaee R un Heka je AB = A1B;. Taga noctoju
jeanHcTeeHa nsometpuja Z npaee R Takea ga je

Z(A)= A1, Z(B) = B.

Doka3. Heka je x’ = ax + b jeaHauunna Tpancdopmaunje Z. Taga
cy a un b pewera cnctema

ax(A) + b=x(A1),

ax(B)+ b=x(By).

Mpwn Tom je geTepmuHanTa cuctema jegHaka (x(A) —x(B)) #0, Te
NoCTOjV jeANHCTBEHO pellerse no a, b. [ase kako je

> —_— . .
|AB| = |A1B1| omysumarsem oBux jegHaunHa cnean ga je
ae{-1,1} opgHocHo ga je Z nzomeTpuja. O

Mpumepba V nperxogHom [0OKa3y cMO BUAEAN AA j€ JTMHEAPHO
NpecanKaBar-€ NMpaBe Ha JEAUHCTBEH HAYuH oapeheHo ciukama
npon3sBosbHe ABe Tayke A u B Te npase. Ykosnuko cy jow gyxu
AB v weHa cinka jenHake, NMPeCcanKaBare je N30METPU)a.




Mocmatpajmo jegraunny (1).

1. Ako je a=-1, A =1 Huje concTBena BpegHocT maTpuue A na Z
MMa TayHO jeAHY WHBApWjaHTHY Tauky A, a 3a je4VHUYHWU BEKTOP %
Baxu Z(1) = —1.

3aTo ce npon3BosbHa Tadka npase X
cnuka y Taduky X' Takey ga je

— —

XA =-X'A, te je A cpeanwuiTe gyxn
XX'. Oy TpaHcdopmaumjy
Ha3WBaMO LEHTPa/HOM
pednekcujom npase 1 o3Ha4aBaMo
Sa. UeHnTpanna pednekcuja je
WHAMpPEKTHa TpaHcdopMaLuja.

2a. Heka je caga a=1. VY oBom ciiy4dajy pagun ce 0 LUPEKTHO]
N30MeTpUju.

X' A X

Tapa saxku Z(2) =1. Ako Z uma 6ap jeaHy uHBapujaHTHy Tauky A,
Taja 3a Npou3BosbHY Tadky X npase u weHy canky X' Baxkn ga je
— R .

AX = AX’, najen X' = X, ogHocHo T = ¢.

26. Ako Z HeMa nMHBapujaHTHUX Ta4vaka, Taga je Z=71,0 7,
rae usometpuja J Uma uctu

koecpuuumjeHT a =1 n bap jeaHy
WHBapujaTHTHY TaukKy, na je
kouHuungeHuuja. Msometpuja 7 je Taga
KOMMNO3KMuMja TpaHcauumje un
KOVHUMAEHUN]E, OAHOCHO Tpchnau,v!f

A A X X
Tv. [lpwn Tom, youumo ga jesa v= 0,
Ty = €, Na KOUHUUAEHLUN]Y MOXXEMO

. —>
cMaTpaTu TpaHchauyujom 3a Bektop 0.

N3omeTpuje npaee

Tepherse

N3OMETPUja | NHB. TAYKE | BUPEKTHOCT
€ cBe +
Ty 0 +
Sa 1 -

a) Komnosuymja aee ueHTpante pedaekcuje npaee je TpaHcaaymja
NN KOWHLMAEHUM]A, OAHOCHO BaXkn Sg oSy = T a8

6) Komnosununja gse TpaHcnaumje npase je TpaHcnayuja uan
KOMHUNAEHLN]A, OAHOCHO BaXKN Ty © Ty = Ty -

B) Komnosuyuja TpaHcnayuje npaee n ueHTpanHe pedekcuje je
LeHTpanHa pediekcuja npase.




Hoka3. a) Komnosuyuja aBe nHampekTHe TpaHcgopmaumje,
LUeHTpafHe pedpnekcuje npaee, je AMpeKTHa TpaHcdopmalwmja, aaTta
je dopmynom x’ = x + b, Te je TpaHcnaumja 7, (cneymjanHo

—>
cmaTpamo fa je € =7g). Bektop TpaHcnauuje je jeanak AA', rae

. — —

je A\ =Sg o Sa(A) cnnka Tauke A, na saxu AA = 2AB.

6) Komnosununja gBe gnpekTHe n30MeTpuje je ANPEKTHA, na je y

nuTawy TpaHcnauuja. Kako noctoje tauke A, B, C Takse aa je
— —> L = = —>

v=AB,u=BC n npu tom Baxu ga je AB + BC = AC tepherse

LVNPEKTHO BaX}u.

B) Komnosuyuja AnpekTHe n NHOUPEKTHE U3OMETPUjCKe

TpaHcdopMaLMje NpaBe je MHAMPEKTHA TpaHcdopmauuja, Tj.

ueHTpanHa pednekcuja. 3aTo je T, 0S4 =Sp. [pu Tom, Kako je

S;l =Spcnean paje 7, =SgoSs = T,ag Na je Tauka B TakBa ga

N
je AB = v/2. 0

Cnepefie TBpherbe anpekTHO cneau.

Teopema

[NponzseomsHa nsometpuja Z eyknugcke npase R moxe ce
NPeACTaBMTI Kao KOMMNO3uUMja JO ABe LEeHTpanHe pediekcuje.

Heka je nsometpuja paeuu Z pgata cdopmynama X' = AX + B.

Teopema

Heka cy A, B, C ogHocHo A1, B1, C1, ABa TPOjKE HEKOJIMHEAPHUX
Tauaka eykauacke paeHu R? n Heka je
AB=A1B;,AC=A1(,BC = B; (. Taga noctoju jeanHcTBeHa
nsomeTtpuja Z pasHu R? taksa ga je

Z(A) = A1, Z(B) = B, Z(C) = G.

Doka3s. Tpaxumo TpaHcdopmaunmjy Z: X' = AX + B. Heka cy
KOOpAMHaTe KBaapaTHe maTpuue A paTe ca aj,/,j=1,2, a
KoopauHaTe kosioHe B ca by, by.

Taga ce ycnoe ga Z canka A, B, C y A1, By, (1 cBogun Ha aBa
cucTema jegHaduHa no aj, ajp, bj,i=1,2

a,'1X1(A) + a,-2x2(A) + b,' = X,-’(A),
aiixi(B) + appx2(B) + bi = x{ (B),
ainx1(C) +ajpx2(C) + bj = x;(C), i=1,2.

JetepmunanTe oba cucrema cy ucte mn jefHake

det |¥1(B) =x1(A) - x2(B) = x2(A)
x1(C) —=x1(A) x(C)-x(A)

—_— —
Kako cy sektopun AB, AC HekonuHeapHn v Jatu ca

(x1(B) =x1(A), x2(B) = x2(A)) u (x1(C) = x1(A), x2(C) = x2(A)),
OETEPMUMHAHTA je pa3jin4ynTa Of Hyfe, na NocToju jefNHCTBEHA
maTpuua A n konoHa B koje ncnymaBsajy oBaj ycnos.

[




. — — — —
Mpu Tom, Kako je, ||AB|| = ||A1B1], ||AC|| = ||A1 Ci| wn

— — = — —_—
|BC| = |B1C| cnegmn v pa je ABo AC = A1 By o A1 .

Taga je

l

— —_—
—; AB A1B;
I( — | —— >

IAB]™ A8

B P P —— ——
—r— ,— AB [ AB — — AB A B
Z(AC- (ACe =) -=-) = (AG - (AG o =) =5 ),

IAB| |AB| |ALBL ]| | A1 Byl

na Z cnvnka opToHopMupaHy b6asy paBHu koja ce gobuja
—_— —>
pam-LLImutoBum noctynkom og {AB, AC} y opToHopmupaHy
. . _— -_— .
6azy koja ce pobuja op {A1B1, A1 G }. 3ato je maTpuua
npecnuvkaBarba A opToHOpMUpaHa, na je Z usomertpuja. O

Y3 nokasza npeTxogHe TeopeMe CAEAN Aa Je AMHEAPHA TPaHCOp-
mayuja pasHu ogpebeHa Ha JeANHCTBEH HAYUH CAVIKAMA TPY HEKO-
smHeapHe Tadke A, B, C, a y nutamy je U30METPMja ako U Camo
ce gyxu AB, BC u CA caukajy y cebu jegHake fy»u.

Heka je Z usometpnjcka Tpatcopmaumja R%. Matpuua A je

KBagpaTHa, Na MOXe MMaTW WAN LBe peasiHe CONCTBEHE BPELHOCTU

WAN [BE KOHJYroBaHO KOMMJIEKCHE.

1. MpetnocraBumo, npeo aa je A\ = A\ = -1. Taga Z nma TayHo

jeaHy MHBapujaHTHY Taudky A.

Ceakn BekTOp oarosapajyfier BekTopckor

NpPOCTOpa je COMCTBEHU 3a COMCTBEHY BPeAHOCT

A =-1. 3aT0, ako ce npounsBosbHa Tavka X
— —

cimka y X' Baxu ga je AX =-AX', te je A

cpeanwTe gyxun XX’

Osy TpaHcdopmaumjy HasMBaMo LEHTPasHOM CUMMETPUjOM
paBHU 1 o3Had4aBamo S4. Kako je concTeeHu noTnpocTop 3a

A = -1 ABOAMMEH3NOH, LEeHTpasiHa CUMETPWja PaBHU je LUPEKTHA
TpaHcdopmauuja.

2. Ako je A\1 = Ap =1 oHZa, C/IMYHO Kao y CAyHajy eyKanacke
npaBe, y NUTaky je AUpeKTHa TpaHcdopmauuja.

2a.konHUMAEHLMja PaBHU € YKOIMKO nocToju b6ap jeaHa
MHBapujaHTHa Tayka

26.TpaHcnaumja 7, YKOJNKO MHBApPUjaHTHUX Tayaka HeMma.




3. Heka je caga \;1 =1, \p = —1. Taga je y nuTarby MHGUPEKTHA
TpaHcdopmaLmja n MaTpuLa Npecinkasaka je obnunka Sg.
Younmo aa je jeamHudHy COnCTBEHM BEKTOP 3a A1 = 1 gaT ca

vy = (cosg,sin g) oaHoCcHO fa oapebyje opujeHTMCaHN yrao g ca
X1-0COM.

3a. Ako nsometpujcka TpaHcdopmaumja uma bap jeaHy
WHBapujaHTHY Tauyky A OHAA Cy WHBapWjaHTHE 1 CBe Tayke Npage p
Koja cagpxun Tadky A n ogpelieHa je BEKTOPOM Vi, OAHOCHO
oapehyje yrao § Ca X1-0COM.

Heka je X npomsBosbHa Tauka paBHU KOja He
npvnaga p u Xg € p, Takea ga cy npase XXg v p
optoroHanHe. C 0b63upom ga cy concreeHm
BEKTOPW 3a pa3He COMCTBEHe BPeAHOCTM
@)yco6Ho OPTOroHaNHW, CAEAN A3 J€ BEKTOP

XXo conctBeHn 3a \» = —1.

Mpu Tom, Z(Xp) = Xp, na ako je Z(X) = X', Baxn ga je

s _— i

XXo = =X’ Xy, ogHocHo Tauka Xp je cpeguwTte ayxun XX'. Osy
TpaHcdopmaunjy HasuBamMo 0CHOM pedhnekcujom paBHU y

O[HOCY Ha MpaBy p 1 03Ha4YaBamo Sp.
36.

Ako TpaHcdopmaumja Hema UHBaPUjaHTHUNX
Tavaka Taga je Z =7, 0 Sp, TAe je V BEKTOp
napafenaH npaeoj p, a TpaHcdopmauujy
Hasueamo knu3ajyhom pecpnekcnjom
paBHu 1 o3Havasamo G .

4. Ako cy A1 n Ay KOHjyroBaHo KOMMJEKCHE CONCTBEHE BPEAHOCTMN,
nsomMetpuja I nma TayHo jefHY UHBAPUjaHTHY Tauky A.

Mpu Tom, MaTpuua npecnnkaeatsa je
obnmka R_,, 3a Heko « € R. Ako ce
npousBosbHa Tadka X pasHu camka y X/,

—_ — —_— i i
saxn Z(AX) = AX', Te je opmjenTucanu

— —_—

yrao namehy AX n AX' jeanak a. Osy
TpaHccopmaunjy Ha3sMBamo LEHTPANHOM
poTauujoM paBHM OKO Taudke A 3a yrao «

N 03Ha4aBaMo Rp .. Youumo ga je
Sa=Ranx-




N3omeTpuje paBHU

M30MEeTpPUja | MHB. TA4YKe | CONC. BPEAHOCTMN | AWPEKTHOCT
€ cBe Ap=1 +
Ty 1] )\1,2 =1 +
Sp Pe p )\1,2 =+1 -
Gp,v Z A=1=-1 -
'R,A@ A )\1,2 = ¥ +
SA = RAJI‘ A )\1,2 =-1 +

MpounssosbHa nsomerpuja I eykaupcke paeHu R2 moxe ce
NPeacTaByUTI Kao KOMNO3uLUMja 4O TPU OCHe pedpnekcuje.

Joka3. Ako je Z =& Taga 3a Npon3BosbHY npasy p paBHu R2
BaXW € = Sg.

Heka je Z = 7, TpaHcnauywnja. Heka je, pasbe, p nponsBosbHa npaea
paBHu R2 opToroHasHa Ha npaeay BekTopa v, (g € p, Q1 Takea aa

je QQi=5n Q=35,(Qr).

N
Taga je QQq = v. lMocmaTpajmo
TpaHcdopmaunjy 7, o Sp. Ako je maTpuua
pecbnekcnje S, faTa ca Sg, OHAA je OHa yjefHO 1
mMaTpuua npecnnkasara 7, 0 Sp. [pu Tom

Ty 0 Sp(Q1) =7, (Q) = Q1, na osa

TpaHcpopmaymja uma 1 6ap jeAHy MHBapUjaHTHY

Tauky Q1.
3aT0 je 7, 0 Sp = Sq ocHa pedbnekcuja, rae Q1 € g. Npn Tom npase
p 1 g oapelyjy ca 0COM Xx{ UCTX OPWjEHTMCAHN Yrao g Te cy

napanenHe. Capa Baxu 7, = Sq 0 Sp.

Heka je Z = Ra o poTauuja. Heka je pasme p nponssosbHa npasa
pasHn R? Taksa ga A€ p. MaTpuue nsometpuja Raan Spcy
pegom, R_, n Sg. 3aTo je maTpuua komnosuuumje R4, 0 S, gata
ca Sgia-

Baxn n ga je Raq o Sp(A) = A, na osa
KoMMosnuyuja nma n H6ap jeaHy NHBapuUjaHTHY
Tauky. 3aTo je Raq 0 Sp =S4 ocHa pecbnekcuja,
roe A€ q. lpn Tom, opujeHTUCaHmn yrao namebhy

x1-oce u npase g je 2% 3at0 je Ran =Sq0Sp,

2
rAe je opujeHTncaHmn yrao nsmehy p n g jeaHak 3.

Heka je Z=G,, =7, 08, v Heka cy q u r fiBe
npaBe OPTOrOHasHe Ha p Takee aa je 7, = S, 0 Sg.
Tapa je Gpv =S, 08550 S,.




MNpumep Heka cy Ra v Rp g ABe poTayuje pasHu U HeKa je p
npasa koja cagpxu Tadke A u B. Ako je A + B TakBa npasa je
JjeauHcTBeHa. Heka cy game q u r npase Takse ga je Acq, Ber
Y HEKA CY OPUJEHTUCAHU YyrnoBu u3melly p v q, OJHOCHO I U p,
PEAOM jeaHaKM 5 U g Tapa je Raa=8q°8p, R =8p0S,
naje RaaoRpg=8q0S:.

Axo 36up yrnosa 5 u g HUJe JeaHaK OMpyXeHOM

yray, npaBe q v r cy ABE pa3He Npase Koje ce
ceky y Hekoj Taqku C (ako je A= B oHga je n
/A B\ = A). u npu ':%M Je Opl/l:jeHTl/lcaHl/I yrao u3smeby
r v q jeanak “5=. Taga je RaooRBg=Rca+s
Ako je azﬁ JjenHak onpyXeHOM Yrjy Taja Cy fnpaBe q v r napa-
nenre. [lpu Tom, ako je A= B one ce noknanajy u Ran°oRpg =
€, a ako je A + B one cy gucjyHktHe u Ran o Rppg = T, je
TpaHcaayuja.




