
3. Klasifikacije izometrija u Rn
� 1,2

Izometrije euklidske prave. Formule jedne izometrije

prave I glase

x � � ax � b. (1)

Pri tom je A � �a�, gde je a > ��1,1�.
Teorema

Neka su A i B, odnosno A1 i B1, dva para razliqitih taqaka

euklidske prave R i neka je AB � A1B1. Tada postoji

jedinstvena izometrija I prave R takva da je

I�A� � A1,I�B� � B1.

Dokaz. Neka je x � � ax � b jednaqina transformacije I. Tada

su a i b rexe�a sistema

ax�A� � b � x�A1�,
ax�B� � b � x�B1�.

Pri tom je determinanta sistema jednaka �x�A� � x�B�� x 0, te
postoji jedinstveno rexe�e po a,b. Da	e kako je

YÐ�ABY � YÐÐ�A1B1Y oduzima�em ovih jednaqina sledi da je

a > ��1,1� odnosno da je I izometrija.

Primedba U prethodnom dokazu smo videli da je linearno

preslikava�e prave na jedinstven naqin odre�eno slikama

proizvo	ne dve taqke A i B te prave. Ukoliko su jox du�i

AB i �ena slika jednake, preslikava�e je izometrija.



Posmatrajmo jednaqinu (1).

1. Ako je a � �1, λ � 1 nije sopstvena vrednost matrice A pa I

ima taqno jednu invarijantnu taqku A, a za jediniqni vektor ı
va�i I�ı� � �ı.

A XX ′

Zato se proizvo	na taqka prave X
slika u taqku X � takvu da je
Ð�

XA � �
ÐÐ�

X �A, te je A sredixte du�i

XX �. Ovu transformaciju

nazivamo centralnom

refleksijom prave i oznaqavamo

SA. Centralna refleksija je

indirektna transformacija.
2a. Neka je sada a � 1. U ovom sluqaju radi se o direktnoj

izometriji.

Tada va�i I�ı� � ı. Ako I ima bar jednu invarijantnu taqku A,
tada za proizvo	nu taqku X prave i �enu sliku X � va�i da je
Ð�

AX �

ÐÐ�

AX �, pa je i X �
� X , odnosno I � ε.

2b. Ako I nema invarijantnih taqaka, tada je I � τv XJ ,

A A′ X X ′

gde izometrija J ima isti

koeficijent a � 1 i bar jednu

invarijatntnu taqku, pa je

koincidencija. Izometrija I je tada

kompozicija translacije i

koincidencije, odnosno translacija

τv . Pri tom, uoqimo da je za v �
Ð�

0 ,

τv � ε, pa koincidenciju mo�emo

smatrati translacijom za vektor
Ð�

0 .

Izometrije prave

izometrija inv. taqke direktnost

ε sve �

τv 0 �

SA 1 �

Tvr�e�e

a) Kompozicija dve centralne refleksije prave je translacija

ili koincidencija, odnosno va�i SB X SA � τ
2
Ð�

AB
.

b) Kompozicija dve translacije prave je translacija ili

koincidencija, odnosno va�i τv X τu � τu�v .
v) Kompozicija translacije prave i centralne refleksije je

centralna refleksija prave.



Dokaz. a) Kompozicija dve indirektne transformacije,

centralne refleksije prave, je direktna transformacija, data

je formulom x � � x � b, te je translacija τb (specijalno

smatramo da je ε � τ0). Vektor translacije je jednak
ÐÐ�

AA�, gde

je A�
� SB X SA�A� slika taqke A, pa va�i

ÐÐ�

AA�
� 2
Ð�

AB.
b) Kompozicija dve direktne izometrije je direktna, pa je u

pita�u translacija. Kako postoje taqke A,B,C takve da je

v �
Ð�

AB,u �
Ð�

BC i pri tom va�i da je
Ð�

AB �
Ð�

BC �
Ð�

AC tvr�e�e

direktno va�i.

v) Kompozicija direktne i indirektne izometrijske

transformacije prave je indirektna transformacija, tj.

centralna refleksija. Zato je τv X SA � SB . Pri tom, kako je

S�1

A � SA sledi da je τv � SB X SA � τ
2
Ð�

AB
, pa je taqka B takva da

je
Ð�

AB � v~2.

Slede�e tvr�e�e direktno sledi.

Teorema

Proizvo	na izometrija I euklidske prave R mo�e se

predstaviti kao kompozicija do dve centralne refleksije.

Neka je izometrija ravni I data formulama X �
� AX �B.

Teorema

Neka su A,B,C odnosno A1,B1,C1, dva trojke nekolinearnih

taqaka euklidske ravni R2 i neka je

AB � A1B1,AC � A1C1,BC � B1C1. Tada postoji jedinstvena

izometrija I ravni R2 takva da je

I�A� � A1,I�B� � B1,I�C� � C1.

Dokaz. Tra�imo transformaciju I � X �
� AX �B. Neka su

koordinate kvadratne matrice A date sa aij , i , j � 1,2, a
koordinate kolone B sa b1,b2.

Tada se uslov da I slika A,B,C u A1,B1,C1 svodi na dva

sistema jednaqina po ai1, ai2,bi , i � 1,2

ai1x1�A� � ai2x2�A� � bi � x �i �A�,
ai1x1�B� � ai2x2�B� � bi � x �i �B�,
ai1x1�C� � ai2x2�C� � bi � x �i �C�, i � 1,2.

Determinante oba sistema su iste i jednake

det �x1�B� � x1�A� x2�B� � x2�A�
x1�C� � x1�A� x2�C� � x2�A�	 .

Kako su vektori
Ð�

AB,
Ð�

AC nekolinearni i dati sa�x1�B� � x1�A�, x2�B� � x2�A�� i �x1�C� � x1�A�, x2�C� � x2�A��,
determinanta je razliqita od nule, pa postoji jedinstvena

matrica A i kolona B koje ispu�avaju ovaj uslov.



Pri tom, kako je, YÐ�ABY � YÐÐ�A1B1Y, YÐ�ACY � YÐÐ�A1C1Y i
YÐ�BCY � YÐÐ�B1C1Y sledi i da je

Ð�

AB X
Ð�

AC �
ÐÐ�

A1B1 X
ÐÐ�

A1C1.

Tada je

I�
Ð�

AB

YÐ�ABY� �
ÐÐ�

A1B1

YÐÐ�A1B1Y ,

I�Ð�AC � �Ð�AC X

Ð�

AB

YÐ�ABY�
Ð�

AB

YÐ�ABY� � �ÐÐ�A1C1 � �ÐÐ�A1C1 X

ÐÐ�

A1B1

YÐÐ�A1B1Y�
ÐÐ�

A1B1

YÐÐ�A1B1Y�,

pa I slika ortonormiranu bazu ravni koja se dobija

Gram-Xmitovim postupkom od �Ð�AB, Ð�AC� u ortonormiranu

bazu koja se dobija od �ÐÐ�A1B1,
ÐÐ�

A1C1�. Zato je matrica
preslikava�a A ortonormirana, pa je I izometrija.

Iz dokaza prethodne teoreme sledi da je linearna transfor-

macija ravni odre�ena na jedinstven naqin slikama tri neko-

linearne taqke A,B,C , a u pita�u je izometrija ako i samo

se du�i AB, BC i CA slikaju u sebi jednake du�i.

Neka je I izometrijska transformacija R2. Matrica A je

kvadratna, pa mo�e imati ili dve realne sopstvene vrednosti

ili dve konjugovano kompleksne.

1. Pretpostavimo, prvo da je λ1 � λ2 � �1. Tada I ima taqno

jednu invarijantnu taqku A.

A

X

X ′

Svaki vektor odgovaraju�eg vektorskog

prostora je sopstveni za sopstvenu vrednost

λ � �1. Zato, ako se proizvo	na taqka X

slika u X � va�i da je
Ð�

AX � �
ÐÐ�

AX �, te je A
sredixte du�i XX �.

Ovu transformaciju nazivamo centralnom simetrijom

ravni i oznaqavamo SA. Kako je sopstveni potprostor za

λ � �1 dvodimenzion, centralna simetrija ravni je direktna

transformacija.

2. Ako je λ1 � λ2 � 1 onda, sliqno kao u sluqaju euklidske
prave, u pita�u je direktna transformacija.

2a.koincidencija ravni ε ukoliko postoji bar jedna

invarijantna taqka

2b.translacija τv ukoliko invarijantnih taqaka nema.



3. Neka je sada λ1 � 1, λ2 � �1. Tada je u pita�u indirektna
transformacija i matrica preslikava�a je oblika Sβ.
Uoqimo da je jediniqni sopstveni vektor za λ1 � 1 dat sa
v1 � �cos β

2
, sin β

2
�, odnosno da odre�uje orijentisani ugao β

2
sa

x1-osom.
3a. Ako izometrijska transformacija ima bar jednu

invarijantnu taqku A onda su invarijantne i sve taqke prave p
koja sadr�i taqku A i odre�ena je vektorom v1, odnosno
odre�uje ugao β

2
sa x1-osom.

X

X ′β
2

Neka je X proizvo	na taqka ravni koja ne

pripada p i X0 > p, takva da su prave XX0 i p
ortogonalne. S obzirom da su sopstveni

vektori za razne sopstvene vrednosti

me�usobno ortogonalni, sledi da je vektor
ÐÐ�

XX0 sopstveni za λ2 � �1.

Pri tom, I�X0� � X0, pa ako je I�X � � X �, va�i da je
ÐÐ�

XX0 � �
ÐÐ�

X �X0, odnosno taqka X0 je sredixte du�i XX �. Ovu

transformaciju nazivamo osnom refleksijom ravni u

odnosu na pravu p i oznaqavamo Sp.

3b.

X

X ′

β
2

X1

Ako transformacija nema invarijantnih

taqaka tada je I � τv X Sp, gde je v vektor

paralelan pravoj p, a transformaciju
nazivamo klizaju�om refleksijom

ravni i oznaqavamo Gp,v .

4. Ako su λ1 i λ2 konjugovano kompleksne sopstvene vrednosti,
izometrija I ima taqno jednu invarijantnu taqku A.

X

X ′

A

α

Pri tom, matrica preslikava�a je

oblika R�α, za neko α > R. Ako se
proizvo	na taqka X ravni slika u X �,

va�i I�Ð�AX � �ÐÐ�AX �, te je orijentisani

ugao izme�u
Ð�

AX i
ÐÐ�

AX � jednak α. Ovu
transformaciju nazivamo centralnom

rotacijom ravni oko taqke A za ugao α
i oznaqavamo RA,α. Uoqimo da je

SA �RA,π.



Izometrije ravni

izometrija inv. taqke sops. vrednosti direktnost

ε sve λ1,2 � 1 �

τv g λ1,2 � 1 �

Sp P > p λ1,2 � �1 �

Gp,v g λ1 � 1, λ2 � �1 �

RA,α A λ1,2 � e�ıα �

SA �RA,π A λ1,2 � �1 �

Teorema

Proizvo	na izometrija I euklidske ravni R2 mo�e se

predstaviti kao kompozicija do tri osne refleksije.

Dokaz. Ako je I � ε tada za proizvo	nu pravu p ravni R2

va�i ε � S2
p .

Neka je I � τv translacija. Neka je, da	e, p proizvo	na prava

ravni R2 ortogonalna na pravac vektora v , Q0 > p, Q1 takva da

je
ÐÐÐ�

Q0Q1 �
v
2
i Q � Sp�Q1�.

Q

β
2

β
2

Q0

Q1

p q

Tada je
ÐÐ�

QQ1 � v . Posmatrajmo
transformaciju τv X Sp. Ako je matrica
refleksije Sp data sa Sβ, onda je ona ujedno i
matrica preslikava�a τv X Sp. Pri tom

τv X Sp�Q1� � τv�Q� � Q1, pa ova

transformacija ima i bar jednu invarijantnu

taqku Q1.

Zato je τv X Sp � Sq osna refleksija, gde Q1 > q. Pri tom prave

p i q odre�uju sa osom x1 isti orijentisani ugao β
2
te su

paralelne. Sada va�i τv � Sq X Sp.

Neka je I �RA,α rotacija. Neka je da	e p proizvo	na prava

ravni R2 takva da A > p. Matrice izometrija RA,α i Sp su

redom, R�α i Sβ. Zato je matrica kompozicije RA,α X Sp data

sa Sβ�α.

A

α
2

q

β
2

p

α+β
2

Va�i i da je RA,α X Sp�A� � A, pa ova
kompozicija ima i bar jednu invarijantnu

taqku. Zato je RA,α X Sp � Sq osna refleksija,

gde A > q. Pri tom, orijentisani ugao izme�u

x1-ose i prave q je β�α
2
. Zato je RA,α � Sq X Sp,

gde je orijentisani ugao izme�u p i q jednak α
2
.

p

β
2

β
2

q r Neka je I � Gp,v � τv X Sp i neka su q i r dve
prave ortogonalne na p takve da je τv � Sr XSq.

Tada je Gp,v � Sr X Sq X Sp.



Primer Neka su RA,α i RB,β dve rotacije ravni i neka je p
prava koja sadr�i taqke A i B. Ako je A x B takva prava je

jedinstvena. Neka su da	e q i r prave takve da je A > q, B > r
i neka su orijentisani uglovi izme�u p i q, odnosno r i p,
redom jednaki α

2
i β

2
. Tada je RA,α � Sq X Sp, RB,β � Sp X Sr ,

pa je RA,α XRB,β � Sq X Sr .

Ako zbir uglova α
2
i β

2
nije jednak opru�enom

uglu, prave q i r su dve razne prave koje se
seku u nekoj taqki C (ako je A � B onda je i

C � A) i pri tom je orijentisani ugao izme�u

r i q jednak α�β
2
. Tada je RA,α XRB,β �RC ,α�β.

Ako je α�β
2

jednak opru�enom uglu tada su prave q i r para-

lelne. Pri tom, ako je A � B one se poklapaju i RA,α XRB,β �

ε, a ako je A x B one su disjunktne i RA,α X RB,β � τv je

translacija.


