
7. Konusni preseci u euklidskoj i afinoj

ravni

Neka su s i p dve prave u euklidskom prostoru R3 koje se seku

u taqki O. Skup svih slika taqaka prave p u rotacijama oko

prave s je kru�ni konus.

O

Prava s je �egova osa, a slike prave p
su �egove izvodnice. Neka je π ravan

prostora. Ako ravan π sadr�i taqku O,

�en presek sa konusom je ili sama ta

taqka, ili se ravan i konus dodiruju po

izvodnici, ili ravan seqe konus po dve

izvodnice.

Ove skupove (taqku, pravu ili dve prave koje se seku)

nazivamo degenerisanim konusnim presecima.

Ostali konusni preseci su nedegenerisani ili konike. Ako

je ravan upravna na osi s i ne sadr�i taqku O, presek konusa

i ravni je krug.

Teorema

Neka je K konika u ravni π koji nije krug. Tada postoje prava

d i taqka F te ravni takve da je odnos odstoja�a proizvo	ne

taqke konike K od taqke F i prave d konstantan. BD

Definicija

Taqku F nazivamo �i�om ili

fokusom konike, a pravu d
direktrisom. Odnos rastoja�a

taqke X konike od �i�e i

direktrise je ekscentricitet

konike.



Primedba Va�i i obrnuto. Ako su d i F prava i taqka u

ravni koja joj ne pripada i K skup taqaka te ravni takvih

da je odnos �ihovih odstoja�a od F i d konstantan, onda

postoji kru�ni konus koji seqe datu ravan po skupu K.

Primer

O

Mo�e se pokazati da je

ekscentricitet konike 1 ako i

samo ako je ravan π paralelna

jednoj izvodnici konusa. Tu

koniku nazivamo parabolom.

Primer

O

Za ekscentricitet va�i e @ 1 ako

i samo ako ravan π seqe sve

izvodnice konusa sa iste strane

ravni α, a odgovaraju�u koniku K
nazivamo elipsom.

Primer

O

Va�i da je e A 1 ako i samo ako

ravan π seqe izvodnice u taqkama

koje se nalaze sa raznih strana α,
a datu koniku zovemo

hiperbolom.

Primedba Kad se ugao izme�u π i ose s pribli�ava pravom,
odnosno kada je elipsa te�i krugu, direktrisa elipse se sve

vixe, neograniqeno, uda	ava. Zato mo�emo smatrati da

je direktrisa kruga beskonaqno daleka prava, da je ekscen-

tricitet kruga e � 0, a sam krug specijalan sluqaj elipse.



Primedba U sluqaju elipse i hiperbole postoje dva para�F ,d� gde je F �i�a, a d odgovaraju�a direktrisa. U sluqaju

parabole postoji samo jedan takav par �F ,d�.
Tvr�e�e

Nedegenerisani konusni presek K je u ortonormiranom

Dekartovom sistemu dat kvadratnom jednaqinom. BD

Primedba Skup taqaka ravni qije koordinate zadovo	avaju

jednaqinu a11x2

1
�2a12x1x2�a22x2

2
�2a13x1�2a23x2�a33 � 0, gde

je a2
11

�a2
12

�a2
22
x 0 je kriva drugog reda. Mo�e se pokazati

da je proizvo	na kriva drugog reda ili konusni presek, ili

unija dve paralelne prave ili prazan skup.

Krivu drugog reda mo�emo zapisati i u slede�em obliku

X tAX � X tB � C � 0, (1)

gde su A i B redom kvadratna, simetriqna matrica i kolona

date sa

A � �a11 a12
a12 a22

	 , B � �b1
b2

	 .

Izometrijska transformacija slika koniku K, �i�u i

direktrisu u drugu koniku i odgovaraju�e �i�u i direktrisu.

Pri tom, K i �ena slika imaju isti ekscentricitet.

Postoji izometrijska transformacija koja slika K u neku

koniku K� qija jednaqina ima, u izvesnom smislu,

najjednostavniji oblik. To podrazumeva da jednaqina nema

"mexoviti" qlan x � y i da je linearni deo jednaqine sveden

na najkra�i oblik.

Jednaqina konike K� naziva se kanonskom jednaqinom konike

K. Mo�e se pokazati da za svaku koniku postoji

taqno jedna kanonska jednaqina . Sve konike koje imaju

isti kanonski oblik su izometriqne istoj konici K�, pa su i

me�usobno izometriqne .



Elipsa.

Za e @ 1, kanonska jednaqina elipse je

O

d1 d2

F1 F2

x ��2

1

a2
�

x ��2

2

b2
� 1, a A b A 0.

a i b su poluose. Taqka �0,0� je centar.
Vidimo da transformacije x ��

1
( �x ��

1
, x ��

2
( x ��

2
i

x ��

1
( x ��

1
, x ��

2
( �x ��

2
slikaju K� u sebe, pa je K� simetriqna u

odnosu na ose x ��

1
� 0 i x ��

2
� 0. Zato je K� i

centralnosimetriqna u odnosu na �0,0�, odnosno centar.
Ako oznaqimo a2 � b2

� c2, parovi �i�a i direktrisa dati su

sa �c ,0� i x ��

1
� a2~c , odnosno ��c ,0� i x ��

1
� �a2~c .

Hiperbola.

Za e A 1, kanonska jednaqina hiperbole je

O

d1 d2

F1 F2

x ��2

1

a2
�

x ��2

2

b2
� 1, a,b A 0.

a i b su poluose. Taqka �0,0� je centar.
I ova konika je simetriqna u odnosu na ose, pa i

centralnosimetriqna u odnosu na centar.

Ako oznaqimo a2 � b2
� c2, �i�e su F1,2��c ,0�, dok su �ima

odgovaraju�e direktrise date jednaqinama x ��

1
� �

a2

c .

Prave date jednaqinama
x ��

1

a �
x ��

2

b � 0 su asimptote hiperbole.

Parabola.

Za e � 1, kanonska jednaqina parabole je

O F

d

x ��2

2 � 2px ��

1 , p A 0.

a prava x ��

2
� 0 je osa.

Vidimo da transformacija x ��

1
( x ��

1
, x ��

2
( �x ��

2
slika K� u sebe,

pa je K� simetriqna u odnosu na x ��

1
-osu, tj. pravu x ��

2
� 0 .

Pri tom su �i�a i �ena direktrisa date sa �p~2,0� i
x ��

1
� p~2 � 0.



Primedba Nedegenerisani konusni presek je elipsa ili krug

ukoliko matrica A ima sopstvene vrednosti istog znaka, tj.

detA A 0, hiperbola ukoliko su razliqitog znaka, tj. detA @ 0

i parabola ukoliko je jedna sopstvena vrednost 0, tj. detA �

0.

Dakle, zak	uqili smo i

Teorema

Dve nedegenerisane konike me�usobno su izometriqne ako i

samo ako imaju isti kanonski oblik.

Va�i i slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e

a) Postoji sliqnost koja preslikava jednu elipsu (hiperbolu)

u drugu ako i samo ako imaju isti ekscentricitet.

b) Svake dve parabole su sliqne.

Dokaz. a) Ako su dve konike K1 i K2 sliqne tada imaju i

isti odnos rastoja�a svojih taqaka od �i�e i direktrise, a

samim tim i isti ekscentricitet.

Obratno, neka imaju isti ekscentricitet. Tada su, izme�u

ostalog i istog tipa (ili su obe elipse ili obe hiperbole ili

obe parabole). Neka su, u prva dva sluqaja, �ima izometriqne

konike sa kanonskim jednaqinama date sa

K�

i �
x2
1

a2i
�

x2
2

b2i
� 1, i � 1,2.

S obzirom da imaju iste ekscentricitete, va�i i da je a1
b1

�
a2
b2
.

Tada homotetija H0,a2~a1 slika K
�

2
u K�

1
, te su one sliqne, a

samim tim i K1 i K2.

Ukoliko su konike parabole K�

i � x2

2
� 2pix1, i � 1,2, direktno

sledi da homotetija H0,p2~p1 slika K
�

2
u K�

1
.

b) Ova taqka je direktna posledica prethodne u sluqaju e � 1.

Videli smo da su euklidska prava, ravan i prostor ujedno i

afini realni prostori dimenzija 1, 2 i 3.

Time su i konike euklidske ravni ujedno i objekti u afinoj

ravni, te je interesantno pita�e kako ih transformixe grupa

afinih transformacija Aff �A2�.
Setimo se da je konika, ujedno kriva drugog reda, opisana

kvadratnom jednaqinom

X tAX � BX � C � 0, gde je �a11 a12
a12 a22

	 .



Neka je σ afina transformacija ravni. �en inverz σ�1 je dat

formulama X � QX �
� D. Tada se kriva drugog reda

preslikava u skup taqaka dat jednaqinom

0 � �X �tQt
� D�A�QX �

� D� � B�QX �
� D� � C

� X �tQtAQX �
� B1X �

� C1.

Dakle, kriva drugog reda se preslikava u krivu drugog reda.

Pri tom, ako je kriva K degenerisana, npr. skup taqaka dve

prave koje se seku, s obzirom da afine transformacije

slikaju kolinearne taqke u kolinearne, kriva K se slika u

degenerisanu krivu drugog reda istog tipa.

Samim tim se i konike slikaju u konike. Pri tom, setimo se

da je tip konike odre�en znakom detA. Slika konike ima
matricu A1 � QtAQ koja odgovara kvadratnom delu jednaqine.

Tada je

detA1 � detQt detAdetQ � detA�detQ�2,
te su detA1 i detA istog znaka. Zato va�i slede�e tvr�e�e.

Tvr�e�e

Afina transformacija ravni slika elipse, parabole i

hiperbole, redom u elipse, parabole i hiperbole.

Dakle, dve konike razliqitog tipa nisu afino ekvivalentne.

Poka�imo da su konike istog tipa me�usobno afino

ekvivalentne.

Teorema

Svake dve elipse (parabole, odnosno hiperbole) su afino

ekvivalentne.

Dokaz. S obzirom da su svake dve parabole sliqne direktno

sledi i da su afino ekvivalentne.

Poka�imo da je svaka elipsa K afino ekvivalentna

jediniqnom krugu.

S obzirom da je K izometriqna elipsi K� sa kanonskom

jednaqinom
x2
1

a2
�

x2
2

b2
� 1, dovo	no je na�i afino preslikava�e

koje elipsu K� slika u krug k � x2

1
� x2

2
� 1.

O

Uopxtena homotetija HO,1~a,1~b, po

pravcima redom, x1 i x2-ose ima
formule

HO,1~a,1~b � x �

1 �
x1
a
, x �

2 �
x2
b

i preslikava K� u k .
Sliqno, ista homotetija preslikava hiperbolu datu

jednaqinom
x2
1

a2
�

x2
2

b2
� 1 u hiperbolu x2

1
� x2

2
� 1, pa mo�emo

zak	uqiti i da su svake dve hiperbole afino ekvivalentne.


