ABpajuTIUKa reoMeTpuja

3anamu 3a npakruxkym 2008 /09

1 BexkTopu y reomerpuju

1.1 Heka je ABCD mnapanesorpam. Axo cy P u () Tauke nmepumHucane ca PD=3AP u @ = 4@, IOKa3aTu
na cy B, P u () konuHeapHe.

1.2 Ako je taura F cpemumre crpanune BC mapasemorpama ABCD, a tauka F npecek ny:xu AF u BD,
OIPENUTH OIHOCE y KOjUMa UX OHA NEJIU.

1.3 Heka je tauka E cpemumre crpanune AB npousBosmuor uverBopyriaa ABCD u Herka 3a tauke F' u G
penoM BaKu EF = B?,ﬁ = AD. Arxo je taura S cpemumre crpanune C'D nokaszatu ma cy tauke F', G u S
KOJIMHEAPHE.

1.4 Y mpocropy cy matu napaueiorpavmu A1 B1C1 Dy u AsBoCoDs. Axo cy tauke A, B, C u D cpenumra
nysxu A1 As, B1By, C1Cy u D1 Do pasauunre Tauke, mokazatu na je ouma u ABCD nmapasenorpam.

1.5 lokasaTu ma ce ITyKU KOje cIajajy CPeAdIlTa HACHPAMHUX WBUIA TPOU3BOJLHOT TeTpaelpa y3ajaMHO
IOJIOBE.

1.6 Heka cy tauke M, N u P penom cpemumra crpanuna BC, CA u AB tpoyraa ABC. Heka je D rTauka
na crpanunu BC, a tauke F u I penom cpemumra crpanuna BD u CD. Tlpase AD u NP ceky ce y Tauku
Q. Hoxrazaru na je FF NP napaJsenorpam uuje ce nujarosaje cerky Ha nysxu MQ.

1.7 Iar je tpoyrao ABC u tauke X,, u Y, Tako ma je Xn§ =(n+1)AX, u Ynif’ =nAY,, 3an € N. okaszaru
J1a OCTOjU Tadyka Koja Hpulana cBakoj ox npasux X,Y, (n € N).

1.8 Taurka P npunana crpamunu AB, a mpasa p canpsku taury P u mapasnenna je texumuoj mysxum CCq,
npousBossHOT Tpoyraa ABC. Axo je pNBC = {M} u pn AC = {N} uspasuru sexrop PM + PN mpexro BexTopa

AB u AC.

1.9 [lorkasaTu nma ce cuMeTpaje CIOBAIIBUX yrioBa kol Temena A u B u cumerpasna yraa kox temena C
npousBoJpHOT Tpoyraa ABC cery y jemHoj Tayku.

1.10 Hat je tpoyrao AABC u tauke A;, B; u C; koje npunanajy penom crpanunama BC, CA u AB, Takse
na cy myskuHe msiaomisbenux auauja ABA,, BCB; u CAC) jennake monyobumy tpoyriaa. JlokaszaTtu ma ce my:ku
AA;, BBy u CCy ceky y jemHOj Tauku.

1.11 Kopucrehu ckamapHu TPOU3BOI JOKA3ATH 14 Ly:KU KOje CIajajy CPeIuIlTa CyCeIHUX CTPAHUIA KBAAPATA
obpa3syjy KBamgpart.

1.12 Y mpasoyrsuom tpoyray ABC, ca mpaBuMm yriom kon temena C, koHncTtpyucana je sucuua C'D. Ako je
M cpemumre ny:xxu CD, a N cpemumite my:xku BD, nokasatu na je AM 1 CN.

1.13 Ilat je Tpoyrao ABC won kora cy Teskumnne mysku u3 temena A u B mebhycobuo mopmaane. Ompenurtn
Be3y uaMeDy ny:KuHA CTPAHUIA TPOYTJIA.

1.14 Ako ce y werBopoyray ABCD nujaronajie ceky MOJ MPaBUM YLJIOM, MOKA3aTU A8 BasKU L@\Q + |176|2 =

|BC|? + |AD|2.

1.15 Kpyr ca nearpom y tauku S momupyje npaBy OA y tauku A, kao u npasy OB. Oxpemutu BEKTOD 08
vy ¢yEEIUIjE 01 HekoauHeapHUx Bekropa OA n OB.

in Bsin C
1.16 U3Bectu popmyiy 3a pauyHame mospmuie Tpoyriaa ABC: 2P = %B?P.

1.17 art je IPOM3BOJLAH TPOYTAO ABC nospmune P. Heka cy tauke Ay, By u C] TakBe na BaxKu
CA,| = ﬁ,BC’l = C@),ABl — BA. Konuxa je mospmuHa Tpoyraa A;BiCy?



1.18_I>/I3paquaT1/1 noBpmUHY TpoyTaa oxpehenor Bekropuma 2@ — 3D u3a + 2?, ako je |a@| =2, |7| =3u
@+ b|=4.

. e
1.19 Ilokasary na 3a KOMILIAHADHE BEKTOpPE G, , j = 1,2,3,4 Bawu (a7 x a@3) X (a3 x az) = 0.

1.20 Jlokaszatu ugenturer (@ x b) x (b x ©) = [E’,?,?] -y

1.21 artwu cucrem BerkTopa @ (3,—4,2), b

Bapa crpanu (@, 7) jemnara 2. OmpemuTty nenobpojHe KOOPAMHATE BEKTOPa €, ako je | ¢ =+v14 n B¢ =5.

(6,—8,5) u ¢ ompebhyje napasenenunesn duja je BUCUHA KOja OIrO-

1.22 Jlara je rouka ABCDA;B1C1 Dy unja je uBuna nysxkuse 4. Heka cy tauke M, N u P cpenumra cTpana

A1B,C1Dy, BCC1By u DCC{D; tum pemom. Onpemuru 3anpevmuny rterpaenpa AMNP u BeKTOp BUCUHE
—_—

Terpaenpa u3 teMera A mpexo BekTOpa A§, AD u AA;.

1.23 Jlare cy jaBe mpaBe mupaMmiue ca UCTOM OCHOBOM, kBanparom ABCD crpanune a. Heka cy Vi u Vo
BPXOBHU JaTUX mupamuaa u yrao usmeby nmpasux AV) u BV; jenmax 7. Ako je BUCHMHA je[He TUpaMue jelHaka
a, OOPeIUTH BUCUHY APYyTre NMUPaAMUIE.

2 KoopmuHaTe BEeKTOpa M Tayaka

2.1 Ilar je mpasoyrau llekapTos koopauHaTHU cucteM y pasau Oxy. Hosa oca Oz’ 3akmana ca crapom Ox
yrao {5, a oca Oy’ 3akmana ca ocom Ox yrao 7. M3pasutu crape koopauuare (,y) HeKe TAUKe MPEKO HEHUX

.
HOBUX KoopamHarta (z',y).

2.2 Jlara cy aBa KoopauHaTHa cucteMa ucte opujentamuje Oxy u O'z'y’. IlpBu om mux je mpaBoyrau, a

APpYyT1 Ca KOOPAMHATHUM YIJIOM (x = % Oca Oz’ 3aknana ca ocom Ox yrao % ITouerax HOBOT KOOpDOAVHATHOT

cucrema O’ mma roopmuuare (1, —1) y crapom cucremy. Hahu Besy mameDhy crapux u HOBUX KOODIMHATA.

2.3 Ilata je taura (1, —2) y omaocy Ha Kocoyrau JleKapTOB KOODAMHATHU CUCTEM YWUjU j€ KOODIUHATHUA yTao
a = ¢. Hahu koopaunare nare Tauyke y OJHOCY Ha KOODJMHATHU CUCTEM UHje Cy OCE CUMeTpajie YrioBa KOju
rpane oce JATOr CHCTEMA.

2.4 Iat je mpaBoyruu llekaproB koopauHaTHu cucteM. Hahwu ¢opmyrne tpaHchopmamnuje ako ce HeroB KO-
s

OPAMHATHM MOYETAK MPEMECTH y Tauky (2,5), IOK ce merose oce 3apoTUPAjy 3a § y CMepy Ka3aJbke Ha CaTy.

2.5 Ilat je rerpaemap ABCD. KoopauaaTHu cucTeM MMa HOYeTak y TeMeHy A u KoOpAMHATHE BEKTOpE

@ = AB, b = AC u @ = AD. pyru KOOpIVHATHM CUCTEM MMa ModeTark y resxumrty 17 crpame BCD,
A —TAY =TBucd =TD

a BEeroBM KoopamHaTHU BekTopu cy: a = T1A, 0 = Th1B u ¢ = T\D. Ogppemuru roopaunare temena C

TeskumTa Terpaenpa T u rexxumra crpane ACD y o6a KOOpIUHATHA CUCTEMA.

2.6 Ilara cy mBa mpasoyria koopauHaTHa cuctema Oxyz u Ox'y’z’. Oca Ox' mposazm Kpo3 IpBY OKTAHT U

™ / . !/
rpamm ca ocama Oz n Oy yraose on §. Oca Oy JEKU Y PABHH Ozy u rpanu ca ocom Oy omrap yrao; oca Oz
je mocraB/beHA TAKO Oa cy oba cucrema mcte opujentanuje. Hahwu Be3y mamelDy crapmx m HOBUX KOOPIWHATA.

2.7 3a KOOpAMHATHE BEKTOPE MPBOT KOOPAWHATHOT CUCTEMa y3€TU Cy BEKTOPU Oj,O.B) u OC KOjU JIesKe Ha
usunama rerpaenpa OABC, a 3a KOOpAUHATHE BEKTOPE APYTOr KOOPIUHATHOr CUCTEMa BEKTOPU KOJU JIeKe Ha
reskumanM ayskuma OMy, OMs u OM;s crpana BOC,COA u OAB, a ycmepenu cy ka taurama M;,i = 1,2, 3.
Hahwu Besy usmeby jemsor m apyror KOOpAMHATHOT CUCTEMAa KAO W KOODAMHATE TEMEHA TETPAeApPa y OTHOCY
Ha APYTU CUCTEM.

2.8 Ilara cy mea IlekaproBa koopmuaatHa cuctema Oxyz um Ox'y’z’. Tlpsu cucrem je mpasoyrim, oce Oz u

Oz’ ce noknamajy, nok cy oce Ox' u Oy’ Gucexkrpuce yraosa £xOy u £z0y. Hahwu woopmunate Tauke M y
ONHOCY Ha APYTW KOOPAMHATHU CUCTEM AKO Cy joj KoopAmHATe y mpBoM cucremy (3,—1,3).



3 Tauka, mpaBa u paBaH

3.1 Ogmpenutu jemHaumny paBHU Koja canp:xku tauke A(l,—2,2) u B(2,3,—1) u HOpMasHa je HA paBaH « :
3r—2y+2—6=0.

3.2 Onpenutu jemnaumny pasuu Koja canpsxku taury A(1,1,1) u npeceuny npasy pasau o : 22 —y+2z—1=0
upf:rx+y—3z2+2=0.

3.3 Onpemutu BpeaHocT mapamerpa A 3a kojy cy pasam A\x + (1 = Ay +42+7=0wu 4z — 3 \y +2)\22 —5=0
mapaJsesHe.

3.4 Ogpemutu BpeAHOCT mapamMeTpa A 3a Kojy cy paBuHu 6x + Ay —4z =0 u x + 2y + 2Az — 3 = 0 mebhycobuo
HOPMAJTHE.

3.5 Hahwu jenmauuny paBHU KOja Caap:KU T—OCYy U 3akjama yrao on ¢ ca pasuu 2r — 3y +4z —1=0.

3.6 lare cy papan v : x =3+ u—v,y=24+3u—v,z2=14+u+vuf:x=-14+2u+v,y=-3—-du+v,z=
44 Tu+ dv,u,v € R. Opgpemuru \ Tako na cy oHe MehycoOHO HOpMAJIHE.

3.7 Omgpenuty jenHaumHy HOpPMAJHE IpOjernuje mpase p: —3x +2y —z+ 1 = 0,2z —y+ 2+ 5 = 0 Ha paBan
a:—zr+3y—42+3=0.

3.8 IIpasa b je mata kao npecek paBau r—y+32—2 = 0,2x —2y—52+1 = 0. Hahnu 'eﬂHatg/IHe KOCe IpOjeKIuje
npase b Ha paBan T + Yy + z = 0 aKO ce NpoOjeKTOBaWm-€ BpIIU HapaJiesHo Bexkropy 74 + 115 + 13 k. Onpemuru

jemHauvMHEe OPTOrOHAJIHE MPOjeKNrje IpaBe b Ha UCTy paBaH.

3.9 Ompemuru 3ajemuuuky HOpMady nmpaBux a : £ —y+22—1=0,4x4+3y—24+3=0ub: 3z+y—2+2=0,
2¢ —dy+32—-4=0.

3.10 Ogpenutu jenuaumHy paBHU Koja canpsku tadury A(—2,3,1) u opasy [, ako mpasa [ campiky Taury
P(0,2,1) u ceue mpaBy p: 2x —y+ 2z = 3,2 + y + 2z = 0 mox IPABUM YTJIOM.

3.11 OgpenuTu jenHauymHy paBHU KOja je HOpMaJiHA Ha Ipecek paBuu & + 2y = 3, —2x + z = 1 u ynamena je
O KOOPAVWHATHOT ToueTka 3a v/ 21.

3.12 Jenmo teme mapasenenunena je tauka A(1,1,1), a Tpu merose HemapaJsesHe CTPAHE IPUNANA]Y PABHAMA
c+y+22—1=0,224+y+324+2=0,z—y—2+3 =0. Onpenuru jenHauwHe paBHU KOjUMa IPUIALA]Y IPEOCTAIE

TPU CTpaHe mapa’jesenuilena.

3.13 Hahu jemnauuny paBHU KOja HOJOBU yriaoBe m3dmebhy paBuu Hx — by —2z —3=0u x+ 7y —2z+1=0.

4 JIuHUje y paBHHU

4.1 Hahu ’'MT y pasau 3a koje je omaoc pacrojama on trauke 0(0,0) n npase x +y+1 = 0 jeauaro V2. Koja
je To kpuBa?

4.2 Kpo3 KOOpAMHATHY MOYETaK Cy MOBydeHe TeTuse Ha kpyT r2+y? = 2x. Hahu I'MT cpemumra TuxX TeTusa.
4.3 Ilate cy Taure A(1,2,1), B(0,0,1) u C(1,0,0). lra je 'MT M xana rerpaenap ABCM uysa 3anpemuny?
4.4 Jlora3aTy ma ce eIuICa U XUIepOOoJia KOje MMAjy 3ajeIHUYKE KUKE CEKy MO MPABUM YTJIOM.

4.5 Jlorazary na DOBPIIMHA IapaJiesiorpaMa 4rje Cy CTPaHUIle KOH]yrOBAHU MOJIYANjaMeTPU €JIUICE He 3aBUCU
on nu3bopa moyaujaMerapa.

4.6 OnpenuTu TeOMETPUjCKO MECTO OPTOTOHAJHUX IIPOjEKIrja KIke mapaboiie HA HbeHe HOPMAJe.
4.7 Oapenury jennaduny nmapabosie Koja nposasu Kpo3 Tauke (0, —%) u (0, —4) u uma muperrpucy 2z—y+1 = 0.

4.8 OapenuTy jeAHAYMHY KPUBE APYTOr pelaa ako cy mare skwka F'(2,1), onroBapajyha aupexrpuca 2x+y+3 =
0 u rauka M(1,2) roja joj npumana.



4.9 OapenuTy jeqHAUUHY KpUBE APYTOr pena koja canpsxku tauxy A(1,0) m ako je mo3HaT map KOH]yTrOBaHUX
mmjaMerapa kpuBe: Yy =1 u y = — 1 u mena tanreara © —y = 0.

4.10 3a xpuBy 222 +5zy —3y? + 32+ 16y = 0 Hahu map KOHjyroBaHMX mUjaMeTapa O KOjUX je jelaH mapaJesan
ca npasoM 8z + 10y + 7 = 0.

4.11 Hahwu jenmaurHy KOHYCHOT IIpeceka Koju mpoJsiasn kpo3 tauky (1,1) u ako cy My [Ba mapa KOHjyrOBaHUX
mujamerapa 2z —3y = 0,2 +2y=0u x —y =0,3z — by = 0.

4.12 Hahwu jemmauuny mapabouse koja momupyje z—ocy y tauku (4,0), a y—ocy y (0,3).
4.13 Ompemnuru I'MT u3 kojux ce mapaboia p: y? = 62 BUIM HOI YTJIOM O T
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4.14 Ogpemutu 'MT u3 rojux ce enumca 2—2 + Zé—z = 1 BUOM WOX MPaBUM YTJIOM.

4.15 lloxazaru ma I'MT jemnarko ymasseHUX O Tadke M(%, %) u npase z + ¥y = 0 onpebeno jemmaumnom r2 —

2zy+y? —2r—2y+1=0. OBy jenHauMHY CBECTM HA KAHOHCKU OOJIMK M HammcaTu GOpMyJIe Te TpaHCcHOpMAIT]e.

4.16 Ompemuru jemmauuny xumepbose umje cy mmxe Fi(—11,—10)u Fy(13,14) u xoja campxu tauxy M (v/2 +
1, 9v2 + 2). cBectn nobujeHy jeqHAUNHY HA KAHOHCKM OOJIMK M HamucaTu GOpMyJe Te TpaHChopManuje.

4.17 VI30MeTpujcKOM TPaHCHOPMAIMjOM CBECTH jenHaunnuy kpuse 722 —8ry+y? —26x+20y+28 = 0 Ha KaHOHCKM
obuuk m Hamucatu Gopmyiie Te TpaHchopmanuje. OgpenuTu jenHaUNHE ACHMIOTOTA Y KOODIAUHATE KIDKA T
KpUBE.

4.18 TparchopMucaTu IpaBOyIIN KOOPAMHATHNA CUCTEM TAKO Ia HOBe oce Gymy acUMITOTe Kpuse 222 + 3xy —
292 — 9z — 11y = 0.

5 IloBpmm u KpuBe y MPOCTOPY
5.1 Hahwu nentap u mosynpedsuk kpyra gator jemnaumnama (z—3)2+(y—2)2+(2—2)% = 25, 20+2y—2—17 = 0.

5.2 HamumcaTu jenmaumue paBHM Koje momupyjy coepy x2 +y? + 22 —4x+ 2y — 62 +8 = 0 u mapasesse cy paBHU
r—y+2z4+5=0.

5.3 Hahwu roopamnuarte nenrpa cepe xoja momupyje paBHn « : 2+ 26 =0wu f: 2+ 14 = 0 u caap:xu Tadke
A(18,0,—25) u B(15,1,39), ako cy TpaskeHe KOOpAMHATE LEJIU OPOjeBU.

5.4 Terpaenap je onpebhen koopauaaTHuM paBHMMAa u pasau  — 10y — 2z = 57. Hahwu nenrap u nonynpeunux
chepe ynucane y Taj Terpaemap.

5.5 OnpemnTy jenHauuHy KOHOMIHE IMOBPIIM aKO je HeHa 0Ca 0 : T =y = z, mapexTpuca d:x = 3,z = y2 + 1,
a IUpEeKTOpHa paBaH o : 2z = 0.

5.6 OmpeauTu yHHjy CBUX IPABHX KOje CY mapaJjejHe paBHU « : 2x+3y—5 = 0 u cexy mpase p: 278 = ¥ = 221

s 4 3 2 1
LT _ Y=o _ z+
nqg:3=-"5 =">=>%.

5.7 OnpennTy jefHAUMHY MUIUHIPA CA QUPEKTPUCOM = 1+t, y = 2t, z = t>—13, unja je u3BOAHMIIA HOpMAIHA
Ha paBaH 3z + 2y +x +42 =0.
z—1 y—2 __ z4+2

5.8 OnpemuTu jemHauuHy KPY:KHOT IMUJIUHADPA C& OCOM §: “5= = Y35 = 215 KOJU CaapHKMU TauKy A(4,2,4).

5.9 OnpenuTu jemHauyuHy KPYsKHOT IMUIMHAPA AKO Cy MO3HATE TPU HEroBe M3BOAHUIE: [ : & =y = 2, lg :
r—1l=y=zlg:c=y—1==2.

5.10 Oko coepe | T — 75 |= 3, 7G(1,—2,—1) je onucan mmauHgap 4Yuje Cy TEHEPATPUCE MAPAJENHE IIPABO]
r=2t—3,y=—t+7, z= -2t +5. Ogpenurn jegHAUYNHY TOI MUJIUHIPA.
5.11 OnpenuTy jemHauMHY TMJIMHAPA KOJU jé ONMCAH OKO mBe cpepe | 7 — 75 |= 16, 75(1,0,2) u | 7 |= 16.

5.12 Hahu jemmaumny komycHe moBpmum umjn je Bpx Tauka S(1,1,0), a mupexrpuca kpusa v =t, y = t2, z = e,



5.13 Ompemurn jemnaunmy komyca ca spxom V(0,5,0) koju momupyje coepy x2 + y? + 22 = 9.

5.14 Ilatu cy kpyr k: (. —3)2 + (y —6)> + (2 +3)? =8, + 2y — 2 — 12 = 0 u Tauxa M(6,8,—2). Oxpemutu
jemHaYMHy IPaBOr KPY/KHOD KOHyCa KOjU Caapku Kpyr k u tauxy M.

5.15 OnpemuTu jemHauMHy KOHyCHe TOBPIHU umju je BPX mentap kpyra (z — 2)2 + (y — 2)% + (2 + 3)% = 36,
3z 4+y — 2z =0, a MUpeKTpUca OPTOrOHAJHA IIPOjEKIUja TOr Kpyra Ha pasan Orz.

5.16 Jemmaumna 22 4 y? — 22 = 0 IpeACTABILA KPY)KHE KOHYC Ca BPXOM YV KOODAMHATHOM IIOYETKY 4YMja Ce 0Ca
noksana ca z—ocoM. IIpecehu taj komyc ca pasau z = A(y+1) n mokasaTu na OPTOrOHAIHA NPOJEKIMja MPECEKa
Ha pasHa Ozy Moxke OuTH esnuica, xunepbosa, mapabdosa Ui Tadyka y 3aBUCHOCTU O] PEAJIHOD mapaMeTrpa .

5.17 OnpemuTu ocy KPY:KHOT KOHYCa KOju je 3amar jemmaumnom (ma + ny + pz)? = 22 + 4% + 22.

5.18 Ompemuru jemraummy koHyca umje je Teme Tauka M(1,1,1) u koju je ommcanm oko emumconmna x2 + 2y% +
322 = 1.

5.19 Taure A(2,4,6), B(2,20,6) u C(7,10,3) npunanajy xounycy ® ca spxom V(0,0,0). Hunuanap ¥ y upecery
ca paBun z = 0 maje kpuBy 2 — 2z +y? = 24,2 = 0. YKOIMKO ce 3HA Oa IIOCTOjU PABaH & y KOjOj je 3ajeaHIJIKn
npecek N P® N Y gpyr, ogpenuru cBe Takse paBau «. OopenuTy jeqHauynHe MUIMHAPA % U KoHyca P 3a Heku
u300p TakBe paBHU (.

5.20 Xunepboma i—z — i—z =1,y = 0 porupa oko oce 1) Ox; 2) Oz. Onpenurn jenqnaunny nobujeHe POTAINOHE
MIOBPIIM U UCIUTATU IPECEKEe Te MOBPIIU Ca PABHUMA HNAPAJEIHUM KOOPIUHATHUM PABHUMA.
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5.21 Hahwu jenmmauuse npaBux Koje NpUNaLajy XuUnepOoInIKOM TapaboIon Iy % — % = 2z U KOje Cy IlapaJeJiHe

paBuu 3z + 2y — 4z = 0.
6 Cdepra reomerpuja

6.1 Onpemutu pacrojame mamebhy msa mecra ma 3emmu (momynpeunuka R) koja cy mara ca A : 30° ceBepne
mupuHe, 30° uctoune my:xkuHe u B : 30° jy:xkue mmpune, 90° uCTOUYHE OY:KUHE.

6.2 Ompemnutu pacrojame usmebhy msa mecta mHa 3emiu (momympeunuka R) xoja cy mara ca A : 45° jyskme
mupuHe, 20° uctoune my:xkuHe u B : 30° jy:xkue mmpune, 80° UCTOUYHE NY:KUHE.



