
EKSTREMNE VREDNOSTI U NIZOVIMA
NEZAVISNIH SLUQAJNIH VELIQINA

Osnovni pojmovi o ekstremnim vrednostima

Teorija ekstremnih vrednosti bavi se prouqavaǌem ekstremnih
vrednosti (maksimuma i minimuma) u familijama sluqajnih veli-
qina. Pri tome, osnovna pitaǌa koja se prouqavaju u vezi sa ek-
stremnim vrednostima jesu ǌihove taqne i asimptotske raspodele.
Klasiqnim se smatra deo teorije koji pruqava ekstremne vrednosti
u nizovima nezavisnih sluqajnih veliqina, a osnovne rezultate tog
dela teorije prikaza�emo u ovoj glavi. U ovom odeǉku uvodimo os-
novne pojmove i oznake.

Neka je (Xn)n∈N niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom
funkcijom raspodele F . Oznaqimo

Mn = max{X1, . . . , Xn}. (1)

Iz nezavisnosti lako sledi da je funkcija raspodele sluqajne veli-
qine Mn data sa

P{Mn 6 x} = (F (x))n. (2)

Interesantnije je asimptotsko ponaxaǌe sluqajne veliqine Mn

kada n→∞, a prvo pitaǌe u vezi sa tim je slede�e. Da li postoje
konstante an > 0 i bn ∈ R, za n ∈ N, takve da va�i

lim
n→∞

P

{
Mn − bn

an
6 x

}
= G(x), (3)

za svako x ∈ C(G), gde je G neka nedegenerisana funkcija raspodele,
a C(G) skup ǌenih taqaka neprekidnosti? Ako je odgovor na ovo
pitaǌe potvrdan, onda se konstante an > 0 i bn zovu normiraju�e
konstante, a funkcija raspodele G iz jednakosti (5.1.3) odre�uje
graniqnu raspodelu linearno normiranog maksimuma Mn. Ako oz-
naqimo un = anx+ bn, onda va�i jednakost

P

{
Mn − bn

an
6 x

}
= {F (anx+ bn)}n = (F (un))n. (4)
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Definicija 1. Ako za funkciju raspodele F (zajedniqku funk-
ciju raspodele qlanova niza (Xn)) va�i (3), onda ka�emo da F
pripada oblasti privlaqeǌa za maksimume funkcije raspodele G.
Skup svih takvih funkcija raspodele F , tj. oblast privlaqeǌa
funkcije raspodele G, oznaqavamo sa D(G).

U daǉem izlagaǌu formulisa�emo rezultate koji daju odgo-
vore na slede�a pitaǌa:

(a) Koje funkcije raspodele G se mogu pojaviti u jednakosti (3) kao
graniqne raspodele maksimuma od n sluqajnih veliqina sa istom
raspodelom, kada n→∞?

(b) Kako se odre�uju normiraju�e konstante an i bn?

(v) Kako se odre�uju potrebni i dovoǉni uslovi da neka funkcija
raspodele F pripada nepraznoj oblasti privlaqeǌa D(G)?

Detaǉniji prikaz i dokazi ve�ine tvr�eǌa koja �e biti for-
mulisana u ovoj glavi i koja se odnose na ekstremne vrednosti u ni-
zovima nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom raspodelom mogu se
na�i u kǌizi Mladenovi� (2002). Videti tako�e Leadbetter, Lind-
gren, Rootzén (1983), Resnick (1987), de Haan, Ferreira (2006). Teorija
ekstremnih vrednosti prouqava ekstremume i u nizovima zavisnih
sluqajnih veliqina kao i u procesima sa neprekidnim parametrom.
Posebno je znaqajan deo teorije koji se odnosi na stacionarne ni-
zove i procese.
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Raspodele ekstremnih vrednosti

U teoriji koja �e biti izlo�ena va�nu ulogu imaju takozvane
raspodele ekstremnih vrednosti. To su tri parametarske famili-
je, koje su poznate kao Gumbelova, Frexeova i Vejbulova raspodela.
Standardni predstavnici ovih familija u α-parametrizaciji su
slede�e funkcije raspodela:

• Gumbelova raspodela:

G0(x) = exp(−e−x), −∞ < x < +∞. (1)

• Frexeova raspodela sa parametrom α > 0:

G1,α(x) =

{
0, ako je x < 0,
exp(−x−α)), ako je x > 0.

(2)

• Vejbulova raspodela sa parametrom α > 0:

G2,α(x) =

{
exp(−(−x)α), ako je x < 0,
1, ako je x > 0.

(3)

Napomena. Parametar α kod Frexeove i Vejbulove funkcije
raspodele zove se parametar oblika.

Parametri polo�aja i razmere. Ako sluqajna veliqina X ima
Gumbelovu funkciju raspodele G0(x), onda sluqajna veliqina σX+
µ, gde je σ > 0, ima funkciju raspodele datu sa

G0,µ,σ(x) = G0

(
x− µ
σ

)
= exp

{
− exp

(
−x− µ

σ

)}
. (4)

Raspodela G0,µ,σ(x) zove se Gumbelova raspodela sa parametrom
polo�aja µ i parametrom razmere σ > 0. Na sliqan naqin defini-
xu se Frexeova i Vejbulova raspodela sa parametrima polo�aja
i razmere µ i σ > 0:

Gi,α,µ,σ(x) = Gi,α

(
x− µ
σ

)
, i ∈ {1, 2}. (5)
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γ-parametrizacija. Uvedimo smenu γ = 1/α za Frexeove raspodele
i γ = −1/α za Vejbulove raspodele. Pogodnim izborom parametra
polo�aja i razmere, Gumbelova, Frexeova i Vejbulova funkcija
raspodele mogu se zapisati u obliku parametarske familije koja
zavisi od jednog parametra γ na slede�i naqin:

G0(x) = exp(−e−x), −∞ < x < +∞; (6)

Gγ(x) = exp
{
−(1 + γx)−1/γ

}
, 1 + γx > 0, γ 6= 0. (7)

U vezi sa γ-parametrizacijom Gumbelove, Frexeove i Vejbulove
funkcije raspodele primetimo slede�e:

(a) Formulom (6) data je standardna Gumbelova raspodela i za
svaki realan broj x va�i jednakost

lim
γ→0

Gγ(x) = G0(x), (8)

jer (1 + γx)−1/γ → e−x pri uslovu γ → 0.

(b) Za γ > 0 funkcija Gγ(x) data sa (7) predstavǉa Frexeovu
funkciju raspodele, pri qemu je levi kraj nosaqa raspodele taqka
−1/γ < 0. Za γ = 1/α > 0 va�i Gγ(x) = G1,α,−α,α(x).

(v) Za γ < 0 funkcija Gγ(x) data sa (7) predstavǉa Vejbulovu
funkciju raspodele, a desni kraj nosaqa raspodele je taqka −1/γ >
0. Za γ = −1/α < 0 va�i Gγ(x) = G2,α,α,α(x).

Gustine Gumbelove, Frexeove i Vejbulove raspodele u α-para-
metrizaciji date su slede�im formulama:

• Gumbelova raspodela:

g0(x) = e−x · exp(−e−x), −∞ < x < +∞. (9)

• Frexeova raspodela sa parametrom oblika α > 0:

g1,α(x) = αx−(1+α)G1,α(x), x > 0. (10)

• Vejbulova raspodela sa parametrom oblika α > 0:

g2,α(x) = α(−x)α−1G2,α(x), x 6 0. (11)

Gustina Frexeove i Vejbulove raspodele u γ-parametrizaciji
date su slede�im formulama

gγ(x) = (1 + γx)−(1+1/γ)Gγ(x), 1 + γx > 0, γ 6= 0. (12)
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Pri tome, lako se proverava da se gustina Gumbelove raspodele,
koja je data sa (9), mo�e dobiti kao graniqna vrednost gustina
Frexeove i Vejbulove raspodele kada parametar γ te�i nuli, tj.
kada za svaki realan broj x va�i gγ(x)→ g0(x) pri γ → 0.

Momenti i druge karakteristike Gumbelove raspodele. Neka
sluqajna veliqina X ima Gumbelovu raspodelu sa funkcijom raspo-
dele G0,µ,σ i gustinom

g0,µ,σ(x) =
1

σ
e−(x−µ)/σ exp

{
−e−(x−µ)/σ

}
. (13)

Tada je gustina raspodele sluqajne veliqine X0 = (X − µ)/σ data
sa

g0(x) = g0,µ,σ(x) = e−x · exp{−e−x}. (14)

Sluqajna veliqina Z = e−(X−µ)/σ = e−X0 ima eksponencijalnu ra-
spodelu sa gustinom

fZ(x) =

{
e−x, ako je x > 0,
0, ako je x < 0.

(15)

Primetimo da za t < 1 va�i

E

{
et(X−µ)/σ

}
= EetX0 = EZ−t =

∫ ∞
0

x−te−x dx = Γ(1− t). (16)

Na osnovu toga dobijamo da je generatorna funkcija momenata slu-
qajne veliqine X = µ+ σX0 data sa

EetX = etµΓ(1− σt), σt < 1, (17)

a generatorna funkcija kumulanata (semiinvarijanata) iste slu-
qajne veliqine je

G̃(t) = µt− ln Γ(1− σt). (18)

Matematiqko oqekivaǌe i disperzija sluqajne veliqine X, koja
ima Gumbelovu raspodelu G0,µ,σ dati su sa

E(X) = µ+ γ0σ ≈ µ+ 0.57722σ, (19)

D(X) =
π2σ2

6
≈ 1.64493σ2, (20)

gde je γ0 = 0.57792 . . . Ojlerova konstanta. Iz (19) i (20) lako do-
bijamo da sluqajna veliqina X ima nulto matematiqko oqekivaǌe
i jediniqnu disperziju, ako je

σ =

√
6

π
, µ = −γ0σ = −γ0

√
6

π
, (21)



6 Odabrana poglavǉa sluqajnih procesa

odnosno ako je σ ≈ 0.77970 i µ ≈ −0.45006. Raspodela verovatno�a
sluqajne veliqine X je unimodalna sa modom µ. Taqke prevoja
gustine raspodele g0,µ,σ(x) su

x1 = µ− σ ln
3 +
√

5

2
, x2 = µ+ σ ln

3 +
√

5

2
. (22)

Tabela 1.
p x′p x′′p

0.0005 −2.0325 −2.0283
0.0001 −1.9569 −2.2203
0.005 −1.7501 −1.6674
0.01 −1.6408 −1.5272
0.05 −1.3055 −1.0972
0.1 −1.1004 0.8340
0.9 1.3046 2.2504
0.95 1.8658 2.9702
0.99 3.1367 4.6001
0.9975 4.2205 5.9902
0.999 4.9355 6.9073

Slika 1. Grafici gustina Gumbelove raspodele
(a) µ = −0.45006, σ = 0.77970, (b) µ = 0, σ = 1.
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Kvantil reda p, gde je 0 < p < 1, tj. broj xp za koji va�i
G0,µ,σ(xp) = p, odre�uje se iz jednakosti

xp = µ− σ ln(− ln p). (23)

U tabeli 1 dati su kvantili Gumbelove raspodele i to: x′p je
kvantil Gumbelove raspodele sa nultim oqekivaǌem i jediniqnom
disperzijom (σ =

√
6/π, µ = −

√
6γ0/π), a x′′p je kvantil Gumbelove

raspodele G0,0,1 sa parametrima µ = 0 i σ = 1.

Momenti Frexeove i Vejbulove raspodele. Neka su X0, X1,α

i X2,α sluqajne veliqine qije su funkcije raspodela G0, G1,α i
G2,α redom. Sa Xγ, gde je γ 6= 0, oznaqava�emo sluqajnu veliqi-
nu koja ima Frexeovu ili Vejbulovu funkciju raspodele Gγ (u
γ-parametrizaciji).

Za sluqajnu veliqinu X1,α sa Frexeovom raspodelom (posle
uvo�eǌa smene t = x−α) dobijamo da za k > α va�i

E(Xk
1,α) =

∫ +∞

0

xkg1,α(x) dx =

∫ +∞

0

t−k/αe−t dt = Γ

(
1− k

α

)
. (24)

Koriste�i formulu (24) dobijamo da je

E(X1,α) = Γ

(
1− 1

α

)
, α > 1; (25)

D(X1,α) = Γ

(
1− 2

α

)
− Γ2

(
1− 1

α

)
, α > 2. (26)

Primetimo tako�e da je

E(X1,α) = +∞, ako je 0 < α 6 1; (27)

D(X1,α) = +∞, ako je 0 < α 6 2. (28)

Za sluqajnu veliqinu X2,α sa Vejbulovom raspodelom dobijamo:

E(Xk
2,α) =

∫ 0

−∞
xkg2,α(x). (29)

Ako uvedemo smenu t = (−x)α, onda je x = −t1/α, dx = − 1
α t

1/α−1 dt, pa
iz jednakosti (29) za α > 0 i 1 + k/α > 0 dobijamo

E(Xk
2,α) = (−1)k

∫ ∞
0

tk/αe−t dt = (−1)kΓ

(
1 +

k

α

)
. (30)

Sada iz jednakosti (30) dobijamo da je

D(X2,α) = Γ

(
1 +

2

α

)
− Γ2

(
1 +

1

α

)
, α > 0. (31)
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Kod Frexeove i Vejbulove raspodele u γ-parametrizaciji dobi-
jamo slede�e vrednosti za matematiqko oqekivaǌe i disperziju:

E(Xγ) =
Γ(1− γ)− 1

γ
, γ < 1; (32)

D(Xγ) =
Γ(1− 2γ)− Γ2(1− γ)

γ2
, γ < 1/2. (33)

Matematiqko oqekivaǌe i disperzija Gumbelove raspodele mogu se
dobiti iz jednakosti (32) i (33) na slede�i naqin:

E(X0) = lim
γ→0

E(Xγ) = −
+∞∫
0

lnx e−x dx = 0.577216 . . . (34)

D(X0) = lim
γ→0

D(Xγ) =
π2

6
. (35)

Slika 2. Grafik gustine Frexeove raspodele: α = 2, µ = 0, σ = 1.

Slika 3. Grafici gustina Vejbulove raspodele:
α ∈ {1, 2, 3}, µ = 0, σ = 1.
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Asimptotsko ponaxaǌe verovatno�e P{Mn 6 un}

Pri prouqavaǌu raspodele maksimuma Mn = max{X1, X2, . . . , Xn},
va�nu ulogu igraju verovatno�e doga�aja oblika {Mn 6 un}, pri
qemu je (un) niz realnih brojeva koji te�i ka xF , gde je

xF = sup{t : F (t) < 1}.

Graniqna raspodela maksimumaMn odre�ena je asimptotskim pona-
xaǌem repa 1−F (x) pri x→ xF . Navodimo dva jednostavna pomo�na
tvr�eǌa, koja su va�na pri pruqavaǌu asimptotskog ponaxaǌa
maksimuma sluqajnih veliqina.

Teorema 1. Neka je (Xn) niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa
zajedniqkom funkcijom raspodele F , Mn = max{X1, . . . , Xn}, (un) niz
realnih brojeva i 0 6 τ 6 +∞. Tada jednakost

lim
n→∞

n(1− F (un)) = τ, (1)

va�i ako i samo ako je

lim
n→∞

P{Mn 6 un} = e−τ . (2)

Dokaz: (a) Razmotrimo prvo sluqaj 0 6 τ < +∞. Pretpostavimo
da pri n→∞ va�i n(1− F (un))→ τ . Tada je

P{Mn 6 un} = (F (un))n = {1− (1− F (un))}n

=

{
1− τ

n
+ o

(
1

n

)}n
→ e−τ , n→∞.

Obrnuto, pretpostavimo da P{Mn 6 un} → e−τ pri n → ∞. Tada,
1 − F (un) → 0 pri n → ∞. Ako 1 − F (un) 6→ 0, onda postoji pozi-
tivan broj δ i podniz (n(k)) takav da za sve n(k) va�i nejednakost
1− F (un(k)) > δ. Kao posledicu dobijamo da pri k →∞ va�i

P{Mn(k) 6 un(k)} = {1− (1− F (un(k))}n(k) → 0, (3)

xto je u kontradikciji sa (2). Dakle, zaista 1 − F (un) → 0. Na
osnovu toga iz (2) dobijamo da je

n ln{1− (1− F (un))} → −τ, n→∞. (4)

Koriste�i (4) i qiǌenicu da je ln(1− x) ∼ −x pri x→ 0, dobijamo
n(1− F (un))(1 + o(1))→ τ , odakle sledi (1).
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(b) Neka je τ = +∞ i neka va�i (2). Pretpostavimo da ne va�i (1).
Tada postoji niz n(k) prirodnih brojeva, takav da pri k →∞ va�i
n(k)→∞ i

n(k)(1− F (un(k)))→ τ0 < +∞. (5)

Na osnovu dokazanog pod (a) va�i P{Mn(k) 6 un(k)} → e−τ0 6= 0, xto
je u ovom sluqaju u kontradikciji sa (2). Time je dokazano da za
τ = +∞ iz (2) sledi (1). Analogno iz (1) sledi (2). �

Teorema 2. Neka je (Xn) niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa
zajedniqkom funkcijom raspodele F , Mn = max{X1, . . . , Xn} i pret-
postavimo da je 0 < τ < +∞. Tada niz (un) za koji va�i (1) postoji
ako i samo ako je

lim
x→xF

F (x)− F (x− 0)

1− F (x− 0)
= 0. (6)

Primer 1. Neka X diskretna sluqajna veliqina qiji je skup
vrednosti N0 = {0, 1, 2, . . . } i F (x) = P{X 6 x} funkcija raspodele
sluqajne veliqine X. Ako oznaqimo pn = P{X = n} za n ∈ N0, onda
se uslov (6) koji je potreban i dovoǉan za tvr�eǌe teoreme 2, svodi
na jednakost

lim
n→∞

pn
1− F (n− 1)

= 0. (7)

Kod Puasonove raspodele P(λ) je pn = e−λλn/n! za n ∈ N0, pa sledi
da je

pn+1 + pn+2 + · · ·
pn

=

∞∑
k=n+1

n!

k!
λk−n =

∞∑
i=1

λi

(n+ 1)(n+ 2) . . . (n+ i)

6
∞∑
i=1

(
λ

n

)i
=

λ/n

1− (λ/n)
→ 0 kad n→∞. (8)

Iz (8) dobijamo da

pn
1− F (n− 1)

=
pn

pn + pn+1 + pn+2 + · · ·
→ 1, n→∞. (9)

Imaju�i u vidu teoremu 2 (tj. uslove (6) i (7)) zakǉuqujemo da
u sluqaju kada je je F funkcija Puasonove raspodele ne postoji
graniqna raspodela maksimuma Mn. Sliqno se dokazuje da ako je
X sluqajna veliqina koja ima geometrijsku raspodelu (opxtije,
negativnu binomnu raspodelu), onda tako�e ne postoji graniqna
raspodela linearno normiranog maksimuma Mn. 4
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Maksimum stabilne raspodele i teorema
o ekstremalnim tipovima

M-stabilnost i oblasti privlaqeǌa. U ovom odeǉku defini-
xemo va�ne pojmove, maksimum stabilnost i oblasti privlaqeǌa.

Definicija 1. Funkcija raspodele G je maksimum stabilna
(kratko M-stabilna), ako je nedegenerisana i za svaki prirodan
broj n > 2 postoje konstante an > 0 i bn, takve da za svaki realan
broj x va�i jednakost

Gn(anx+ bn) = G(x). (1)

Definicija 2. Funkcija raspodele F pripada oblasti pri-
vlaqeǌa nedegenerisane funkcije raspodele G, ako postoje nizovi
realnih brojeva an > 0 i bn, n ∈ N, takvi da jednakost

lim
n→∞

Fn(anx+ bn) = G(x), (2)

va�i za svaku taqku neprekidnosti x funkcije G. Oblast privlaqeǌa
funkcije raspodele G oznaqavamo sa D (G).

Definicija 3. Funkcije raspodela G1 i G2 su istog tipa, ako
postoje konstante a > 0 i b, takve da za svaki realan broj x va�i
jednakost G2(x) = G1(ax+ b).

Nedegenerisana funkcija raspodele G je M-stabilna, ako i
samo ako je za svaki prirodan broj n funkcija Gn istog tipa kao
funkcija G. Slede�i primer pokazuje da su Gumbelova, Frexeova
i Vejbulova raspodela M-stabilne.

Primer 1. (a) Za an = 1 , bn = lnn i svaki x ∈ R dobijamo{
exp

(
−e−(anx+bn)

)}n
=
{

exp
(
−e−(x+lnn)

)}n
= exp

(
−ne− lnne−x

)
= exp(−e−x),

odakle sledi da je Gumbelova raspodela M-stabilna.
(b) Za x > 0 i an = n1/α (α > 0), bn = 0, dobijamo da je{

exp
(
−(n1/αx)−α

)}n
= exp

(
−n · n−1 · x−α

)
= exp(−x−α),

odnosno, Frexeova funkcija raspodele G1,α, α > 0, je M-stabilna.



12 Odabrana poglavǉa sluqajnih procesa

(v) Za x < 0 i an = n−1/α (α > 0), bn = 0, dobijamo da je{
exp

(
−(−n−1/αx)α

)}n
= exp

(
−n · n−1 · (−x)α

)
= exp(−(−x)α),

odnosno, Vejbulova funkcija raspodele G2,α, α > 0, je M-stabilna.

(g) Neka je G neka od funkcija G0, G1,α i G2,α. Tada je za a > 0
i b ∈ R funkcija G(ax+ b) maksimum stabilna. 4

Formulisa�emo jox jednu teoremu koja govori o znaqaju mak-
simum stabilnih raspodela. Za dokaz ove teoreme videti Teoremu
2.4.3 u kǌizi Mladenovi� (2002).

Teorema 1. Funkcija raspodele G je M -stabilna ako i samo ako
va�i D(G) 6= ∅ i u tom sluqaju je D ∈ D(G).

Teorema o ekstremalnim tipovima daje odgovor na pitaǌe
koje se raspodele mogu pojaviti kao graniqne raspodele linearno
normiranog maksimuma u nizu nezavisnih sluqajnih veliqina sa
istom raspodelom.

Teorema 2. [Gnedenko (1943), de Han (1976)] Neka je (Xn) niz
nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom funkcijom raspodele F i neka
je Mn = max{X1, . . . , Xn}. Ako postoje nizovi konstanti an > 0 i
bn ∈ R za sve n ∈ N, takve da je

lim
n→∞

P

{
Mn − bn

an
6 x

}
= lim
n→∞

Fn(anx+ bn) = G(x), (3)

za svako x ∈ C(G), gde je C(G) skup taqaka neprekidnosti neke nede-
generisane funkcije raspodele G, onda je funkcija raspodele G istog
tipa kao neka od funkcija raspodela ekstremnih vrednosti:

G0(x) = exp(−e−x), −∞ < x < +∞, (4)

G1,α(x) =

{
0, ako je x < 0,
exp(−x−α)), ako je x > 0,

(α > 0), (5)

G2,α(x) =

{
exp(−(−x)α), ako je x < 0,
1, ako je x > 0,

(α > 0). (6)


