
OBLAST PRIVLAQEǋA FREXEOVE
RASPODELE

Dovoǉne uslove pri kojima apsolutno neprekidna funkcija raspo-
dele pripada oblasti privlaqeǌa D(G1,α) formulisao je von Mises
(1936), a jednostavne potrebne i dovoǉne uslove u opxtem sluqaju
dobio je Gnedenko (1943. Ove rezultate dajemo u slede�im dvema
teoremama.

Teorema 1. [von Mises (1936)] Neka je F apsolutno neprekidna
funkcija raspodele sa gustinom raspodele f . Ako va�e uslovi

(a) f(x) > 0 za sve x > x0 i

(b) lim
t→∞

t f(t)

1− F (t)
= α > 0,

onda va�i F ∈ D(G1,α).

Teorema 2. [Gnedenko (1943)] Funkcija raspodele F pripada ob-
lasti privlaqeǌa D (G1,α) ako i samo ako su ispuǌeni uslovi:

(a) xF = sup{t : F (t) < 1} = +∞;

(b) 1− F ∈ ΠΠ−α, tj. za svako x > 0 va�i jednakost

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= x−α, gde je α > 0. (1)

U tom sluqaju pri n→∞ va�i Fn(anx)→ G1,α(x), gde je

an =

(
1

1− F

)−1
(n) = inf

{
x : F (x) > 1− 1

n

}
. (2)

Navodimo nekoliko primera funkcija raspodele koje pripadaju
oblasti privlaqeǌa Frexeove raspodele D(G1,α).

Primer 1. Frexeova raspodela. Funkcija G1,α pripada svojoj
oblasti privlaqeǌa D(G1,α), jer za svaki prirodan broj n i svaki
realan broj x va�i jednakost

Gn1,α(n1/αx) = G1,α(x).

Normiraju�e konstante date su sa an = n1/α i bn = 0. 4
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2 Odabrana poglavǉa sluqajnih procesa

Primer 2. Paretova raspodela. Neka je

F (x) = 1− kx−α, α > 0, k > 0, x > k1/α, (3)

i F (x) = 0 za x < k1/α. Tada je

lim
t→∞

1− F (tx)

1− F (t)
= lim
t→∞

k(tx)−α

kt−α
= x−α,

pa na osnovu teoreme 2. sledi F ∈ D(G1,α). Osim toga,

P{Mn 6 (kn)1/αx} = Fn((kn)1/αx) = (1− k(kn)−1x−α)n

=

(
1− x−α

n

)n
→ exp(−x−α), n→∞,

tj. normiraju�e konstante su date sa an = (kn)1/α i bn = 0. 4

Primer 3. Koxijeva raspodela. Neka je

F (x) =
1

2
+

1

π
arctgx. (4)

Tada za x > 0 pri t→ +∞ va�i

1− F (tx)

1− F (t)
=

1
2 −

1
πarctg(tx)

1
2 −

1
πarctg t

=
π
2 − arctg(tx)
π
2 − arctg t

→ 1

x
. (5)

Zaista, uvode�i smenu arctg t = π/2 − ϑ, dobijamo t = tg(π/2 − ϑ) =
ctgϑ, pa daǉe sledi

lim
t→∞

(
π

2
− arctg t

)
· t = lim

ϑ→0
ϑ ctgϑ = 1,

i analogno

lim
t→∞

(
π

2
− arctg(tx)

)
tx = 1.

Na osnovu toga lako dobijamo (5), tj. F ∈ D(G1,1). Normiraju�e
konstante su an i bn = 0, pri qemu konstantu an odre�ujemo iz
uslova

1− F (an) =
1

2
− 1

π
arctg an =

1

n
.

Dakle, an = tg
(
π
2 −

π
n

)
= ctg π

n . Za svaki x > 0 va�i:

lim
n→∞

P

{
Mn 6 x · ctg

π

n

}
= lim
n→∞

Fn
(
x ctg

π

n

)
= e−x

−1

.
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OBLAST PRIVLAQEǋA VEJBULOVE
RASPODELE

U ovom odeǉku formulixemo uslove pri kojima data funkcija ra-
spodele pripada oblasti privlaqeǌa Vejbulove raspodele i to,
dovoǉne uslove za apsolutno neprekidne raspodele i potrebne i
dovoǉne uslove u opxtem sluqaju.

Teorema 1. [von Mises (1936)] Neka je F apsolutno neprekidna
funkcija raspodele sa gustinom raspodele f . Ako va�e uslovi
(a) xF = sup{t : F (t) < 1} < +∞,
(b) f(x) > 0 za sve x ∈ (a, xF ), f(x) = 0 za x > xF ,

(v) lim
t↑xF

(xF − t)f(t)

1− F (t)
= α, gde je α > 0,

onda va�i F ∈ D(G2,α).

Teorema 2. [Gnedenko (1943)] Funkcija raspodele F pripada oblasti
privlaqeǌa D (G2,α) ako i samo ako su ispuǌeni uslovi:
(a) xF = sup{t : F (t) < 1} < +∞ i
(b) 1− F

(
xF − 1

x

)
∈ ΠΠ−α pri x→ +∞.

U tom sluqaju za svako x < 0 va�i jednakost

lim
n→∞

Fn((xF − γn)x+ xF ) = G2,α(x), (1)

gde je konstanta γn data sa

γn =

(
1

1− F

)−1
(n) = inf

{
s :

1

1− F (s)
> n

}
. (2)

Napomena. Uslov (b) mo�e se zapisati u ekvivalentnom obliku na
slede�i naqin:

lim
h↓0

1− F (xF − hx)

1− F (xF − h)
= xα, za sve x > 0. (3)

Primer 1. Vejbulova raspodela. Funkcija raspodele G2,α pri-
pada svojoj oblasti privlaqeǌa D(G2,α), jer za svaki prirodan broj
n i svaki realan broj x va�i jednakost

Gn2,α(n−1/αx) = G2,α(x).

Normiraju�e konstante date su sa an = n−1/α i bn = 0. 4
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Primer 2. Ravnomerna raspodela na intervalu [0, c]. Neka je
funkcija raspodele F data sa

F (x) =

 0, ako je x < 0,
x/c, ako je 0 6 x 6 c,
1, ako je x > c,

(4)

gde je c > 0. Lako se proverava da za svako x > 0 va�i

lim
t↓0

1− F (xF − tx)

1− F (xF − t)
= lim

t↓0

1− (c− tx)/c

1− (c− t)/c
= x.

Prema tome, F ∈ D(G2,1). 4

Primer 3. Neka je funkcija raspodele F data sa

F (x) =
2cx− x2

c2
, 0 6 x 6 c, (5)

i F (x) = 0 za x < 0, odnosno F (x) = 1 za x > c. Za svako x > 0 va�i

lim
t↓0

1− F (c− tx)

1− F (c− t)
= x2,

pa sledi da je F1 ∈ D(G2,2). 4
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OBLAST PRIVLAQEǋA GUMBELOVE
RASPODELE

Neka je F funkcija raspodele i xF = sup{t : F (t) < 1}. Iz karak-
terizacija oblasti privlaqeǌa Frexeove i Vejbulove raspodele
sledi da za sve funkcije raspodele F ∈ D(G1,α) va�i xF = +∞,
a za sve funkcije raspodele F ∈ D(G2,α) va�i xF < +∞. Oblast
privlaqeǌa Gumbelove raspodele D(G0) sadr�i i funkcije za koje
va�i xF = +∞ i funkcije za koje va�i xF < +∞. Kao i u prethod-
nim sluqajevima formulisa�emo dovoǉne, a tako�e potrebne i do-
voǉne uslove pri kojima funkcija raspodele F pripada D(G0).

Teorema 1. [von Mises (1936)] Neka je F apsolutno neprekidna
funkcija raspodele sa gustinom f i xF = sup{t : F (t) < 1} 6 ∞. Ako
su ispuǌeni uslovi

(a) f ′(x) < 0 za sve x iz nekog intervala (a, xF ),

(b) f(x) = 0 za x > xF ,

(v) lim
t↑xF

f ′(t)(1− F (t))

(f(t))2
= −1,

onda va�i F ∈ D(G0).

B.V. Gnedenko je dao i prvu karakterizaciju oblasti privlaqe-
ǌa Gumbelove raspodele u radu iz 1943. godine. Poxto Gnedenkova
karakterizacija, kako je sam pisao, nije bila konaqna i prosta za
primene, taj problem je kasnije vixe puta bio ponovo razmatran.
Razlog je taj xto Gnedenkov rezultat sadr�i pomo�nu funkciju
koja se pojavǉuje u argumentu funkcije raspodele F za koju se za-
hteva odre�eni uslov. U radu Mejzler (1949) data je karakterizacija
oblasti D(G0) u terminima uopxtenog inverza funkcije raspodele
F , pri uslovima koji se odnose samo na tu funkciju. U radovima
Marcus, Pinsky (1969) i Balkema, de Haan (1972) tako�e je prouqavana
ova problematika. U radovima de Haan (1970, 1971, 1976) data je re-
lativno jednostavna karakterizacija oblasti privlaqeǌa D(G0), u
terminima same funkcije raspodele F .

Slede�u teorema je kompilacija rezultata iz radova Gnedenko
(1943), Mejzler (1949) i de Haan (1970).
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Teorema 2. [Gnedenko (1943), Mejzler (1949), de Haan (1970)] Neka
je F funkcija raspodele, xF = sup{t : F (t) < 1} i

H(x) =
1

1− F (x)
za x < xF . (1)

Tada su ekvivalentni slede�i uslovi:
(a) F ∈ D(G0), tj. postoje nizovi konstanti an > 0 i bn ∈ R, n ∈ N,
takvi da za svaki realan broj x va�i jednakost

lim
n→∞

Fn(anx+ bn) = e−e
−x

. (2)

(b) H ∈ Γ, tj. postoji funkcija g : (c, xF ) → R+, takva da za svaki
realan broj x va�i jednakost

lim
t↑xF

1− F (t+ xg(t))

1− F (t)
= e−x. (3)

(v) H−1 ∈ Π, tj. postoji funkcija a : (c,+∞) → R+, takva da za
svako x > 0 va�i jednakost

lim
t→∞

H−1(tx)−H−1(t)

a(t)
= lnx. (4)

Primer 1. Gumbelova raspodela. Dokaza�emo da funkcija raspo-
dele G0 pripada svojoj oblasti privlaqeǌa D(G0). Zaista, kako je

Gn0 (x) =
{

exp(−e−(x+lnn))
}n

,

to dobijamo da je Gn0 (x + lnn) = G0(x). Prema tome, za an = 1 i
bn = lnn va�e jednakosti

lim
n→∞

P{Mn 6 anx+ bn} = lim
n→∞

Gn0 (anx+ bn) = G0(x).

Lako se proverava da je g(t) = 1 pomo�na funkcija iz uslova (b)
teoreme 2. 4

Primer 2. Eksponencijalna raspodela sa parametrom λ > 0.
Funkcija raspodele F (x) = 1− e−λx, x > 0, pripada oblasti D(G0).
Pomo�na funkcija je data sa g(t) = 1

λ , a normiraju�e konstante su

an =
1

λ
, bn =

1

λ
lnn. 4
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Primer 3. Normalna raspodela. Gustina standardne normalne
raspodele sa parametrima 0 i 1 i funkcija raspodele date su sa

ϕ(x) =
1√
2π
e−x

2/2, Φ(x) =

∫ x

−∞
ϕ(t) dt.

U daǉem �emo koristiti slede�u asimptotsku relaciju

1− Φ(x) ∼ ϕ(x)

x
, x→∞. (5)

Na osnovu (5.8.12) dobijamo da je

1− Φ(t+ xg(t))

1− Φ(t)
=
e−(t+xg(t))

2/2

t+ xg(t)
· t

e−t2/2
(1 + o(1))

=
t

t+ xg(t)
e−txg(t)e−x

2g2(t)/2(1 + o(1)).

Za g(t) = 1/t, t > 0, dobijamo da je

1− Φ(t+ xg(t))

1− Φ(t)
=

t2

t2 + x
e−xe−x

2/(2t2)(1 + o(1))

→ e−x, t→∞. (6)

Na osnovu teoreme 2 iz (6) dobijamo da Φ ∈ D(G0).
Preostaje jox da odredimo normiraju�e konstante an i bn.

Neka je x fiksiran broj. Odredimo un = anx+ bn iz uslova:

1− Φ(un) ∼ e−x

n
, n→∞. (7)

Koriste�i asimptotske relacije (5) i (7) dobijamo da pri n → ∞

va�i
e−x

n
· un
ϕ(un)

→ 1, odakle sledi

−x− lnn+ lnun +
1

2
ln 2π +

1

2
u2n → 0. (8)

Jasno je da un →∞ pri n→∞, pa iz (8) sledi da je

lim
n→∞

u2n
2 lnn

= 1. (9)

Iz (9) sledi da je lnun =
1

2
(ln 2 + ln lnn) + o(1), pa daǉe iz (8)

dobijamo da pri n→∞ va�i

u2n
2

= x+ lnn− 1

2
ln 2− 1

2
ln lnn− 1

2
ln 2π + o(1),



8 Odabrana poglavǉa sluqajnih procesa

odakle sledi

u2n = 2 lnn

{
1 +

x− 1
2 (ln 4π + ln lnn)

lnn
+ o

(
1

lnn

)}
,

odnosno

un =
√

2 lnn

{
1 +

x− 1
2 (ln 4π + ln lnn)

2 lnn
+ o

(
1

lnn

)}
,

=
x√

2 lnn
+
√

2 lnn− ln lnn+ ln 4π

2
√

2 lnn
+ o

(
1

lnn

)
. (10)

Tako�e je jasno da ako je konstanta un data sa (9), onda va�i (7). Iz
relacije (7) i teoreme o vezi asimptotskog ponaxaǌa maksimuma
i repa raspodele sluqajnih veliqina qiji se maksimum posmatra,
dobijamo da za

an =
1√

2 lnn
, (11)

bn =
√

2 lnn− ln lnn+ ln 4π

2
√

2 lnn
, (12)

i svaki realan broj x, va�i lim
n→∞

P{Mn 6 anx+ bn} = exp(−e−x). 4

Primer 4. Funkcija raspodele

F (x) =

{
1− e1/x, ako je x < 0,
1, ako je x > 0,

pripada oblasti D(G0). Lako se proverava da pomo�na funkcija g
iz teoreme 2 mo�e biti izabrana tako da je g(t) = t2, za −∞ < t < 0.
Konstanta un za koju pri n → ∞ va�i 1 − F (un) ∼ e−x/n, odnosno
e1/un ∼ e−x/n, mo�e se izabrati tako da je 1/un = −x− lnn, tj.

un = − 1

x+ lnn
= − 1

lnn

(
1 +

x

lnn

)−1
=

x

(lnn)2
− 1

lnn
+ o

(
1

lnn

)2

.

Prema tome, an =
1

(lnn)2
i bn = − 1

lnn
su normiraju�e konstante. 4


