
Graniqna raspodela k-tog maksimuma

Neka je (Xn)n∈N niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa zajedniqkom
funkcijom raspodele F , Mn = max{X1, . . . , Xn} i neka je M

(k)
n k–ti

maksimum me�u sluqajnim veliqinama X1, . . . , Xn. Dakle

M (n)
n 6 M (n−1)

n 6 . . . 6 M (2)
n 6 M (1)

n = Mn (1)

je varijacioni niz (odnosno niz statistika poretka) prvih n qla-
nova niza (Xn)n∈N. Funkcija raspodele k-te statistike poretka
X(k) = M

(n−k+1)
n data je sa

FX(k)
(x) = P{X(k) 6 x} =

n∑
j=k

(
n

j

)
F j(x)(1− F (x))n−j . (2)

Slede�a teorema odre�uje graniqnu rapodelu k-tog maksimuma,
pod pretpostavkom da funkcija raspodele F pripada oblasti pri-
vlaqeǌa neke od raspodela ekstremnih vrednosti.

Teorema 1. Neka F ∈ D(G), gde je G neka od raspodela ekstrem-
nih vrednosti i neka su an > 0 i bn ∈ R, gde je n ∈ N, nizovi kon-
stanti, takvi da za svaki realan broj x va�i

lim
n→∞

P{Mn 6 anx+ bn} = G(x). (3)

Neka je k fiksiran prirodan broj i x ∈ R. Ako je 0 < G(x) < 1, onda
va�i

lim
n→∞

P{M (k)
n 6 anx+ bn} = G(x)

k−1∑
i=0

(− lnG(x))i

i!
. (4)

Ako je G(x) = 1, onda va�i lim
n→∞

P{M (k)
n 6 anx+ bn} = 1.

Ako je G(x) = 0, onda va�i lim
n→∞

P{M (k)
n 6 anx+ bn} = 0.
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Funkcija sredǌeg prekoraqeǌa

U ovom odeǉku uvex�emo pojmove uslovne funkcije raspodele preko-
raqeǌa datog nivoa i funkcije sredǌeg prekoraqeǌa datog nivoa
za sluqajnu veliqinu X sa funkcijom raspodele F . Funkcija sred-
ǌeg prekoraqeǌa je va�na karakteristika sluqajnih veliqina i sa
znaqajnim implikacijama u aktuarskoj matematici, jer daje novu
mogu�nost za razlikovaǌe raspodela sa lakim od raspodela sa
texkim repovima. Interpretacija je oqigledna. Ako je odxteta
ve�a od neke vrednosti u, postavǉa se pitaǌe kakva je raspodela
verovatno�a vixka u odnosu na u i qemu je jednako matematiqko
oqekivaǌe tog prekoraqeǌa.

Definicija 1. Neka je X sluqajna veliqina sa funkcijom
raspodele F , x0 = x0(F ) = inf{x : F (x) > 0}, xF = sup{t : F (t) < 1} i
u ∈ (x0, xF ) dati nivo (prag). Funkcija

F (u)(x) = P{X − u 6 x|X > u} = F (x+ u)− F (u)
1− F (u)

, x > 0, (1)

je uslovna funkcija raspodele prekoraqeǌa X − u pri uslovu X > u.

Definicija 2. Uslovno matematiqko oqekivaǌe sluqajne veli-
qine X − u pri uslovu X > u, tj. funkcija

eF (u) = E(X − u|X > u) =

∫ xF

x0

x dF (u)(x), x0 < u < xF , (2)

zove se funkcija sredǌeg prekoraqeǌa datog nivoa.

U ovom odeǉku razmotri�emo nekoliko funkcija raspodele kod
kojih va�i x0 > 0 i xF = ∞, imaju�i u vidu sluqajne veliqine X
koje predstavǉaju veliqine odxteta pa su nenegativne.

Primer 1. Odredimo funkciju raspodele prekoraqeǌa i funk-
ciju sredǌeg prekoraqeǌa datog nivoa u > 0 za neke od raspodela
sa lakim i texkim repom.

(a) Eksponencijalna raspodela data sa F (x) = 1− e−λx, x > 0:

F (u)(x) = 1− e−λx za x > 0; eF (u) = 1/λ = const. (3)

Ako sluqajna veliqina X ima E(λ) raspodelu, gde je λ > 0, onda
je uslovna raspodela prekoraqeǌa X − u, gde je u > 0, pri uslovu
da je X > u, tako�e eksponencijalna E(λ) raspodela. To je jox
jedna manifestacija svojstva odsustva memorije kod ove raspodele.
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2 Odabrana poglavǉa sluqajnih procesa

Qiǌenica da je kod eksponencijalne raspodele funkcija sredǌeg
prekoraqeǌa konstantna, qini ovu raspodelu pogodnom da se u od-
nosu na ǌu odre�uje te�ina repa proizvoǉne raspodele.

(b) Paretova raspodela:

F (u)(x) = 1−
(

x0 + u

x0 + u+ x

)α
, x > 0; eF (u) =

x0 + u

α− 1
, u > 0. (4)

(v) Vejbulova raspodela:

F (u)(x) = 1− e−c(u
τ−(u+x)τ ); eF (u) ∼

u1−τ

cτ
, u→∞. (5)

Primetimo da kod eksponencijalne raspodele i Vejbulove raspodele
za τ > 1 (lak rep) va�i: funkcija sredǌeg prekoraqeǌa konvergira ka
konstanti kad u→∞. S druge strane, kod Paretove raspodele i Ve-
jbulove raspodele za 0 < τ < 1 (te�ak rep), funkcija sredǌeg preko-
raqeǌa te�i beskonaqnosti kada u → ∞. Proverite da analogna
svojstva va�e i za ostale raspodele sa lakim, odnosno texkim. 4



Prekoraqeǌa visokog nivoa i generalisane
Paretove raspodele

Prethodno smo uveli pojmove uslovne funkcije raspodele preko-
raqeǌa datog nivoa (praga), pri uslovu da je sluqajna veliqina
uzela vrednost ve�u od tog nivoa, kao i pojam funkcije sredǌeg
prekoraqeǌa koja daje jox jednu mogu�nost razlikovaǌa raspodela
sa lakim od raspodela sa texkim repovima. Jedan od va�nih zada-
taka u teoriji ekstremnih vrednosti jeste i pitaǌe asimptotske
raspodele prekoraqeǌa visokog nivoa (praga) kada taj nivo te�i
desnom kraju nosaqa raspodele. Teorijski rezultati koji su dobi-
jeni u vezi sa tim daju mogu�nost modeliraǌa prekoraqeǌa visokog
nivoa, a va�nu ulogu u tome imaju takozvane generalisane Paretove
raspodele. To su tri parametarske familije raspodela koje su u
specijalnoj vezi sa raspodelama ekstremnih vrednosti. Postoji
jednostavna analitiqka veza izme�u funkcije raspodele ekstrem-
nih vrednosti G i odgovaraju�e generalisane Paretove funkcije
raspodele W i ona je data sa

W (x) = 1 + lnG(x) ako je lnG(x) > −1. (1)

Definicija 1. Generalisane Paretove raspodele (kratko ΓΠ
raspodele) se sliqno kao i raspodele ekstremnih vrednosti daju u
α- i γ-parametrizaciji. Standardni predstavnici ΓΠ raspodela u
α-parametrizaciji su slede�e funkcije raspodele:

• Eksponencijalna raspodela:

W0(x) =

{
0, ako je x < 0,
1− e−x, ako je x > 0.

(2)

• Paretova raspodela sa parametrom α > 0:

W1,α(x) =

{
0, ako je x < 1,
1− x−α, ako je x > 1.

(3)

• Beta raspodela sa parametrom α > 0:

W2,α(x) =


0, ako je x < −1,
1− (−x)α, ako je −1 6 x 6 0,
1, ako je x > 0.

(4)

Primetimo da se za α = 1 dobija da W2,α odre�uje ravnomernu
raspodelu na intervalu [−1, 0] i da je ovako definisana klasa beta
raspodela podskup dvoparametarske familije beta raspodela koja
se uobiqajeno razmatra u statistiqkoj literaturi.
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2 Odabrana poglavǉa sluqajnih procesa

Gustine standardnih ΓΠ raspodela su na odgovaraju�im nosa-
qima raspodele date sa:

• Eksponencijalna raspodela:

w0(x) = e−x, x > 0; (5)

• Paretova raspodela sa parametrom α > 0:

w1,α(x) = αx−(α+1), x > 1; (6)

• Beta raspodela sa parametrom α > 0:

w2,α(x) = α(−x)(α−1), −1 6 x 6 0. (7)

Parametri polo�aja i razmere. Ako je Wi,α(x), gde i ∈ {1, 2},
funkcija raspodele sluqajne veliqine X, onda je funkcija raspo-
dele sluqajne veliqine σX + µ, gde je σ > 0 i µ ∈ R, data sa

Wi,α,µ,σ(x) = Wi,α

(
x− µ
σ

)
. (8)

Pri tome, µ je parametar polo�aja, a σ je parametar razmere.
Nosaq raspodele W1,α,µ,σ je interval [µ+σ,+∞), a nosaq raspodele
W2,α,µ,σ je interval [µ − σ, µ]. Analogno se na intervalu [µ,+∞)
definixe eksponencijalna raspodela W0,µ,σ sa parametrom polo-
�aja µ i razmere σ.

γ-parametrizacija ΓΠ raspodela dobija se iz α-parametrizacije
uvo�eǌem smene γ = 1/α kod Paretove raspodele, odnosno γ =
−1/α kod beta raspodele. Dobijaju se slede�i izrazi za funkcije
raspodele:

Wγ(x) =


1− e−x, x > 0 (γ = 0: eksponencijalna),
1− (1 + γx)−1/γ , x > 0 (γ > 0: Paretova raspodela),
1− (1 + γx)−1/γ , x ∈ [0,−1/γ] (γ < 0: beta raspodela),

(9)
Pri tome, va�e slede�e jednakosti:

Wγ(x) =

{
W1,α,−α,α(x), ako je γ = 1

α > 0,
W2,α,α,α(x), ako je γ = − 1

α < 0.
(10)

lim
γ→0

Wγ(x) = W0(x). (11)



Prekoraqeǌa visokog nivoa i generalisane Paretove raspodele 3

Momenti ΓΠ raspodela. Momenti sluqajne veliqine X qija je
funkcija raspodele Wγ, dati su slede�im jednakostima:

E(1 + γX)r =
1

1− γr
, ako je 1− γr > 0. (12)

E(Xr) =
r!

γr+1

Γ

(
1

γ
− r
)

Γ

(
1

γ
+ 1

) , ako je γ <
1

r
. (13)

Matematiqko oqekivaǌe i disperzija sluqajne veliqine X lako se
dobijaju korix�eǌem formule (13):

E(X) =
1

1− γ
, ako je γ < 1, (14)

D(X) =
1

(1− γ)2(1− 2γ)
, ako je γ <

1

2
. (15)

Ako u (14) i (15) pustimo da γ → 0, dobijamo da su i matematiqko
oqekivaǌe i disperzija sluqajne veliqine qija je funkcija raspo-
dele W0, jednaki 1.

Linearnost sredǌeg prekoraqeǌa ΓΠ raspodela. U vezi sa pita-
ǌem debǉine repa raspodele odredili smo funkcije sredǌeg preko-
raqeǌa za eksponencijalnu i Paretovu raspodelu. Obe ove funkcije
su bile linearne (kod eksponencijalne raspodele sredǌe preko-
raqeǌe je konstantno). Lako se odre�uje i funkcija sredǌeg preko-
raqeǌa beta raspodele koja je data funkcijom raspodele (4) ili
funkcijom (9) za γ < 0. I u ovom sluqaju dobija se linearna
funkcija. Funkcija sredǌeg prekoraqeǌa ΓΠ raspodela u γ-para-
metrizaciji mo�e se zapisati u obliku:

eWγ
(x) =

1 + γx

1− γ
=


za u > 0 ako je 0 6 γ < 1,

za 0 < u < −1/γ ako je γ < 0.
(16)

Koeficijent pravca dobijene linearne funkcije je γ/(1− γ) i on je
rastu�a funkcija po γ. Funkcija sredǌeg prekoraqeǌa (kao mate-
matiqko oqekivaǌe) ne postoji kod Paretovih raspodela za koje
va�i γ > 1 (α 6 1).

Interesantna je qiǌenica da su funkcije generalisanih Pare-
tovih raspodela jedine funkcije raspodela kod kojih je funkcija
sredǌeg prekoraqeǌa linearna.



4 Odabrana poglavǉa sluqajnih procesa

Svojstvo PPP-stabilnosti. Definisa�emo jox jedno svoj-
stvo koje poseduju samo ΓΠ raspodele. Uvedimo prvo oznaku

F [u](x) =
F (x)− F (u)

1− F (u)
, x > u. (17)

Funkcija F [u] je funkcija raspodele prekoraqeǌa nivoa (praga) u.
U odnosu na funkciju F (u) koja je ranije odre�ena, kod funkcije
F [u] date sa (17), transliran je nosaq raspodele, tj. analitiqka
veza izme�u ovih dveju funkcija je slede�a:

F (u)(x) = F [u](x+ u) =
F (x+ u)− F (u)

1− F (u)
, x > 0. (18)

Obe ove oznake se sre�u u literaturi. Definicije koje slede mogu
se formulisati korix�eǌem bilo koje od ǌih uz malu adaptaciju
normiraju�ih konstanti koje se pojavǉuju. Opredelili smo se ovde
za funkciju F (u).

Definicija 2. Za funkciju raspodele F ka�emo da ima svo-
jstvo ppp-stabilnosti ako postoje konstante au > 0 i bu, takve da
va�i jednakost

F (u)(aux+ bu) = F (x). (19)

Napomena. Skra�enica ppp dolazi od termina prekoraqeǌe preko
praga. Odgovaraju�i termin na engleskom jeziku je: pot-stability, kao
skra�enica za peaks over thresholds stability.

Primer 1. ΓΠ raspodele su ppp-stabilne.Ovo je taqno, jer
korix�eǌem γ-parametrizacije dobijamo da je

W
(u)
0 (x) = W0(x); W (u)

γ ((1 + γu)x) = Wγ(x), za γ 6= 0. (20)

Osim toga, mo�e se dokazati da su ΓΠ raspodele jedine koje imaju
svojstvo ppp-stabilnosti. 4

Razmotrimo sada slede�e pitaǌe.Neka je F funkcija raspodele
i xF = sup{x : F (x) < 1}. Koje su mogu�e graniqne raspodele preko-
raqeǌa praga u, kada u raste i te�i desnom kraju nosaqa raspodele,
tj. taqki xF ? U vezi sa ovim pitaǌem navodimo rezultate koji su
dobijeni u radu Balkema, de Haan (1974).

Definicija 3. Funkcija raspodele F pripada oblasti privla-
qeǌa za prekoraqeǌa preko praga neke funkcije raspodele W , ako
postoje konstante au > 0 i bu, takve da va�i

lim
u→xF

F (u)(aux+ bu) = W (x) za svako x ∈ C(W ). (21)
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Neka je Dp(W ) oblast privlaqeǌa za prekoraqeǌa preko praga
funkcije raspodele W , D0 skup svih funkcija raspodele F za koje
va�i xF = sup{x : F (x) < 1} = +∞ i D(G) oblast privlaqeǌa za
maksimume funkcije raspodele G.

Teorema 1. [Balkema, de Haan (1974)] Neka je F funkcija raspodele.
Ako za svako x ∈ R va�i

lim
u→xF

F (u)(aux+ bu) = W (x), (22)

gde je W neprekidna funkcija raspodele, a au > 0 i bu ∈ R normiraju�e
konstante, onda je funkcija raspodele W istog tipa kao neka od ΓΠ
raspdela Wγ , γ ∈ R.

Ako dozvolimo mogu�nost da graniqna funkcija raspodele W
nije neprekidna, onda se kao graniqne mogu pojaviti i neke nede-
generisane diskretne raspodele. Va�i slede�a teorema.

Teorema 2. [Balkema, de Haan (1974)] Neka je F funkcija raspodele
za koju va�i xF = sup{x : F (x) < 1} = +∞. Ako postoje normiraju�e
konstante au > 0 i bu ∈ R, takve da za svako x ∈ C(W ) va�i

lim
u→xF

F (u)(aux+ bu) = W (x), (23)

gde je W nedegenerisana funkcija raspodele, onda je funkcija W istog
tipa kao neka od slede�ih funkcija raspodele:

W0(x) = 1− e−x, x > 0,

W1,α(x) = 1− x−α, x > 1,

Tγ(x) = 1− e−γ[1+x], x > 0,

Qγ,α(x) = 1− e−γ[1+α ln(1+x)], x > 0,

gde je α > 0, γ > 0, a [x] je oznaka za najve�i ceo broj ne ve�i od x.

Teorema 3. Va�e jednakosti: Dp(W0) = D(G0)∩D0 i Dp(W1,α) =
D(G1,α), za svako α > 0.


