Grafovski algoritmi

Osnovni pojmovi

Grafovi su jedna od najkorisnijih struktura podataka. Jedan od najranijih
primera grafova su mreze puteva i odgovaraju¢e mape. Poznat je slucaj sred-
njevekovne kopije mape iz petog veka koja je sadrzala mrezu puteva Rimskog
carstva sa imenima gradova i duzinama puteva izmedu njih, dakle sa dovoljno
informacija potrebnih da se pronade najkraé¢i put izmedu dva grada. Jos jedna
od klasi¢nih primena grafova (specijalno drveta) je predstavljanje genealogija.
Naime, porodi¢na stabla su vekovima koriS¢ena u svrhe odgovora na pravna
pitanja poput pitanja dozvoljenih brakova, nasledstva i nasledivanja vlasti. Nar-
avno, postoji mnogo drugih poznatih primera grafova, kao $to su predstavljanje
strana i ivica poliedara, komunikacione mreze, elektri¢na kola, strukturne for-
mule molekula, drustvene igre, trazenje izlaza iz lavirinta, a u danasnje vreme i
drustvene mreze.

Graf G = (V, E) se sastoji od skupa V' cvorova i skupa E grana. Najcesée grana
odgovara paru razli¢itih ¢vorova, mada su ponekad dozvoljene i petlje, odnosno
grane koje vode od ¢vora ka njemu samom. Graf moze biti neusmeren (slika
1) ili usmeren (slika 2). Grane usmerenog grafa su uredeni parovi ¢évorova i
kod njih je vazan redosled ¢vorova koje grana povezuje. Ako se graf predstavlja
graficki, onda se grane usmerenog grafa crtaju kao strelice usmerene od jednog
¢vora (pocetka) ka drugom ¢voru (kraju grane). Grane neusmerenog grafa su
neuredeni parovi ¢vorova: one se crtaju kao obi¢ne duzi.

Slika 1: Primer neusmerenog grafa.

Susedom ¢vora v nazvacemo sve ¢vorove u do kojih postoji grana iz ¢vora wv.
Susedi ¢vora ¢ u neusmerenom grafu sa slike 1 su ¢vorovi a, d i e, dok je u
usmerenom grafu sa slike 2 jedini sused ¢vora ¢ ¢évor d. Stepen d(v) ¢vora v je
broj grana susednih ¢voru v (odnosno broj grana koje ¢vor v povezuju sa nekim
drugim ¢vorom). U usmerenom grafu razlikujemo ulazni stepen ¢vora v koji je



Slika 2: Primer usmerenog grafa.

jednak broju grana za koje je ¢vor v kraj, odnosno izlazni stepen ¢vora v koji
je jednak broju grana za koje je ¢vor v pocetak. Na primer, stepen ¢vora ¢ u
neusmerenom grafu sa slike 1 je 3, dok za ¢vor ¢ usmerenog grafa sa slike 2 vazi
da mu je ulazni stepen jednak 3, a izlazni stepen jednak 1.

Put od ¢vora v do ¢vora vy, u grafu G = (V, F) je niz ¢vorova grafa vy, v, ..., v
povezanih granama grafa (vi,vs), (v2,v3),..., (Vk—1,v%). Put je prost ako se
svaki ¢vor u njemu pojavljuje samo jednom. Na primer, niz ¢vorova a, b, c,d, e u
usmerenom grafu sa slike 2 predstavlja jedan prost put u tom grafu, dok put
b, c,d, e, c nije prost. Za ¢vor u se kaze da je dostiZan iz ¢vora v ako postoji put
(usmeren, odnosno neusmeren, zavisno od grafa) od v do u. Npr. évor e grafa sa
slike 2 dostizan je iz ¢vora a. Po definiciji ¢vor v je dostizan iz v. Ciklus je put ¢iji
se prvi i poslednji ¢vor poklapaju. Ciklus je prost ako se, sem prvog i poslednjeg
¢vora, ni jedan drugi ¢vor u njemu ne pojavljuje dva puta. Niz ¢vorova ¢, d, e
predstavlja prost ciklus i u datom usmerenom i u datom neusmerenom grafu.

Neusmereni oblik usmerenog grafa G = (V, E) je isti graf, bez smerova na
granama (tako da su parovi évorova u E neuredeni). Za neusmeren graf se kaze
da je povezan ako postoji put izmedu proizvoljna dva ¢vora u grafu. Graf sa slike
1 je povezan. Za usmerene grafove razlikujemo pojam slabe i jake povezanosti:
usmereni graf je slabo povezan ako u njegovom neusmerenom obliku postoji put
izmedu svaka dva ¢vora u grafu, a jako povezan ako za svaka dva ¢vora uw i v u
grafu postoji usmeren put od ¢vora u do ¢vora v i usmeren put od ¢vora v do
¢vora u. Graf sa slike 2 je slabo povezan, ali nije jako povezan: naime, od ¢vora
b nije moguce sti¢i do ¢vora a. Neusmereni graf je suma ako ne sadrzi cikluse
(slika 3). Druvo je povezana Suma.

Graf H = (U, F) je podgraf grafa G = (V,E) akoje U C Vi F C E. Na
primer, graf sa skupom ¢évorova {a, b, ¢,d} i skupom grana {(a,b), (a,c), (¢,d)}
je jedan podgraf usmerenog grafa sa slike 2. Povezujuce drvo neusmerenog grafa
G je njegov podgraf koji je drvo i sadrzi sve ¢vorove grafa G. Na primer, jedno
povezujuée drvo neusmerenog grafa sa slike 1 bi sadrzalo sve ¢vorove grafa i
skup grana {(a,b), (a,c), (¢,d), (c,e)}. Povezujuda suma neusmerenog grafa G
je njegov podgraf koji je Suma i sadrzi sve ¢vorove grafa G. Ako neusmereni
graf G = (V, E) nije povezan, onda se on moze na jedinstven naéin razloziti



Slika 3: Primer grafa koji je Suma.

u skup povezanih podgrafova, koji predstavljaju klase ekvivalencije za relaciju
dostiznosti i koji se nazivaju komponente povezanosti grafa G.

Predstavljanje grafa

Uobicajena su dva nacina predstavljanja grafova. Prvi je matricom povezanosti,
odnosno matricom susedstva grafa. Neka je |V| =n iV = {vg,v1,...,vn-1}.
Matrica povezanosti grafa G je kvadratna matrica A = (a;;) reda n, sa elemen-
tima a;; koji su jednaki 1 ako i samo ako (v;,v;) € E, odnosno ako postoji grana
od ¢vora v; do Cvora vj; ostali elementi matrice A imaju vrednost nula. Ako
je graf neusmeren, matrica A je simetri¢na. Vrsta i ove matrice je dakle niz
duzine n c¢ija je j-ta koordinata jednaka 1 ako iz ¢vora v; vodi grana ka ¢voru
v;, odnosno 0 u protivnom. Nedostatak matrice povezanosti je to Sto ona uvek
zauzima prostor veli¢ine n?, nezavisno od toga koliko grana ima graf. Ako je
broj grana u grafu mali, veéina elemenata matrice povezanosti bice jednaka nula.
Ako se za predstavljanje grafa koristi matrica povezanosti, sloZzenost operacije
dodavanja neke grane u graf, odnosno operacije uklanjanja neke grane iz grafa
je O(1), a takode i ispitivanje da li su dva ¢évora u grafu povezana granom je
slozenosti O(1). Listanje svih évorova susednih datom ¢évoru v je sloZenosti

o(Vv-

U jeziku C++ graf predstavljen matricom povezanosti grafa mozemo deklarisati
na slededi nacin:

bool matricaPov[max] [max]

ili, ako broj ¢vorova saznajemo tek u vreme izvrsavanja programa:



vector<vector<bool>> matricaPov(n);
for (int i = 0; 1 < n; i++)
matricaPov[i] .resize(n);

Umesto da se i sve nepostojeée grane eksplicitno predstavljaju u matrici
povezanosti, mogu se formirati povezane liste od jedinica iz i-te vrste,
1 = 0,1,...,n — 1. Ovaj drugi nacin predstavljanja grafa naziva se lista
povezanosti, odnosno lista susedstva. Svakom ¢voru pridruzuje se povezana lista,
koja sadrzi sve grane susedne tom c¢voru, tacnije sve ¢vorove do kojih postoji
grana iz tog ¢vora. Lista moze biti uredena prema rednim brojevima ¢vorova na
krajevima njenih grana. Graf je predstavljen nizom lista. Svaki element niza
sadrzi ime (indeks) ¢vora i pokaziva¢ na njegovu listu suseda. Treba napomenuti
da iako ime tako sugerise, implementacija ovakve reprezentacije grafa ne mora
biti zasnovana na listama, ve¢ se umesto povezanih listi moze koristiti dinamicki
niz ili neka vrsta balansiranih binarnih drveta ili pak hes tabela.
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Slika 4: Predstavljanje grafa sa slike matricom povezanosti (a), odnosno listom
povezanosti u vidu statickog niza (b).
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Slika 5: Predstavljanje grafa listom povezanosti.

Ako je graf staticki, odnosno nisu dozvoljena umetanja i brisanja ¢vorova i grana,
onda se graf moze predstaviti statickim nizom a duzine |V| + |E| u slucaju
usmerenog grafa (odnosno duZine |V |4 2|E| u slucaju neusmerenog grafa). Prvih



|V| ¢lanova niza su pridruzeni ¢vorovima. Element niza a na poziciji i, i < |V|
je pridruzen ¢voru v; i sadrzi indeks pocetka spiska ¢vorova susednih ¢voru v,
i=0,1,...,n—1, dok se na pozicijama 4, |[V| < i < |V|+ |E| nalaze informacije
o susedima ¢vorova. Naime, susedi ¢vora v; za 0 < i < n — 1 nalaze se u nizu a
na pozicijama [a[i], a[i + 1]), dok se susedi ¢vora v,,_1 nalaze na pozicijama od
a[n — 1] do kraja niza.

Na slikama 4 i 5 prikazana su na jednom primeru oba nacina predstavljanja
grafa u slu¢aju kada je graf staticki. Cvorovi su numerisani brojevima od 0 do
4. Na poziciji (1,0) u matrici povezanosti nalazi se vrednost 1 jer postoji grana
iz ¢vora 1 ka ¢voru 0, dok se na poziciji (0, 1) nalazi 0 jer ne postoji suprotno
orijentisana grana u grafu. Lista povezanosti pridruzena ¢voru 1 je duzine 1 jer
iz ¢vora 1 polazi tacno jedna grana, sli¢cno, lista povezanosti pridruzena ¢voru 2
je duzine 4 jer iz ¢vora 2 polaze Cetiri grane. Razmotrimo sada reprezentaciju
statickim nizom: na poziciji 0 nalazi se vrednost 5, a na poziciji 1 vrednost 6,
sto ukazuje na to da se na pozicijama [5,6) u ovom nizu nalaze susedi ¢vora 0 —
u ovom slucaju to je samo ¢vor 3 jer iz ¢vora 0 postoji samo jedna grana i to ka
¢voru 3. Susedi ¢vora 2 nalaze se na pozicijama [7,11) i to su redom 0,1, 3 i 4.

Sa matricama povezanosti je jednostavnije raditi. S druge strane, liste
povezanosti su prostorno efikasnije za grafove sa malim brojem grana (njihova
memorijska slozenost je O(|V| + | E|), za razliku od matrica povezanosti ¢ija je
memorijska slozenost O(|V|?)). U praksi se ¢esto radi sa grafovima koji imaju
znatno manje grana od maksimalnog mogudeg broja (n(n — 1)/2 za neusmereni,
odnosno n(n — 1) za usmereni graf), i tada je efikasnije koristiti liste povezanosti.
U slucaju kada se za implementaciju liste povezanosti koriste povezane liste,
ispitivanje da li su dva ¢vora u grafu povezana je u najgorem slucaju slozenosti
O(|V]), a takode i uklanjanje grane iz grafa je u najgorem slu¢aju vremenske
slozenosti O(|V]). U sluaju kada se za implementaciju lista povezanosti koriste
hes tabele, ofekivano vreme izvrSavanja ovih operacija je O(1). Listanje svih
grana susednih ¢voru v je slozenosti O(1 + d(v)), gde je d(v) stepen ¢évora v u
sluc¢aju neusmerenog grafa, odnosno izlazni stepen ¢vora v ako je graf usmeren.
Dodavanje novog ¢vora u graf je jednostavnije nego u slu¢aju reprezentacije
grafa matricom povezanosti.

U jeziku C++ za deklaraciju grafa predstavljenog listama povezanosti mozemo
iskoristiti naredni fragment koda:

vector<vector<int>> listaSuseda(n);

Na primer, usmereni graf sa slike 4 predstavi¢éemo kao:

vector<vector<int>> listaSuseda {{3}, {0}, {0, 1, 3, 4}, {4}, {1}};
Broj ¢vorova grafa mozemo dobiti kao broj elemenata u spoljasnjem vektoru:
int brCvorova = listaSuseda.size();

Novu granu (cvor0d,cvorDo) u graf mozemo dodati na sledeé¢i nacin:

listaSuseda[cvor0d] . push_back(cvorDo) ;



dok kroz sve susede ¢vora mozemo iterirati na sledeéi nacin:

for (int cvorDo : listaSusedalcvor0d])

Treba pomenuti da postoje i drugi nacini za predstavljanje grafa, na primer graf
se moze ¢uvati kao niz grana, gde se za svaku granu ¢uva informacija sa kojim
¢vorovima je incidentna.

U narednim algoritmima smatrac¢emo da je graf sa kojim radimo dinamicki i da
je zadat listom povezanosti.

Obilasci grafova

Prvi problem na koji se nailazi pri konstrukciji bilo kog algoritma za obradu
grafa je kako pregledati ulaz. U slucaju nizova i skupova taj problem je trivijalan
zbog jednodimenzionalnosti ulaza — nizovi i skupovi mogu se lako pregledati
linearnim redosledom. Pregledanje grafa, odnosno njegov obilazak, nije trivijalan
problem. Postoje dva osnovna algoritma za obilazak, odnosno pretragu grafa:
pretraga v dubinu i pretraga u sirinu.

U opstem slucaju, obilazak grafa ima slede¢i kostur:

dodaj cvor s u kolekciju C
sve dok C nije prazno
uzmi cvor v iz C
ako je v neoznaceno
oznaci v
za svaku granu (v,w)
ubaci wu C

Ukoliko se kolekcija predstavi stekom, dobijamo algoritam pretrage u dubinu,
ako kolekciju implementiramo kao red, dobijamo algoritam pretrage u Sirinu.
Konacno, ako kolekciju implementiramo kao red sa prioritetom dobijamo pretragu
prema prioritetu, gde bi se, ako prioritet razmatramo kao tezinu grane dobilo
minimalno povezujuée drvo datog grafa, a ako bismo kao prioritet razmatrali
rastojanje od polaznog ¢vora mogli izracunati najkrac¢i putevi od polaznog ¢vora
do svih ostalih ¢vorova u datom grafu.

Pretraga u dubinu

Pretraga u dubinu (DFS, skradenica od depth—first—search) je prakti¢no ista
za neusmerene i usmerene grafove. Medutim, posto zelimo da ispitamo neke
osobine grafova koje nisu iste za neusmerene i usmerene grafove, razmatranje ¢e
biti podeljeno na dva dela: za neusmerene i usmerene grafove.



Neusmereni grafovi

Pretpostavimo da je zadat graf G = (V, E). Zelimo da izvrsimo obilazak grafa
tako da uvek kada je to moguce idemo dalje u dubinu pre nego sto se vratimo
unazad. Ovaj pristup zove se pretraga u dubinu (DFS). Osnovni razlog korisnosti
pretrage u dubinu lezi u njenoj jednostavnosti i lakoj realizaciji rekurzivnim
algoritmom.

Razmotrimo problem pretrage u dubinu kada je graf zadat listom povezanosti
i dat je ¢vor r grafa iz koga se zapocinje pretraga. Inicijalno su svi ¢vorovi
neoznac¢eni. Cvor 7 se oznacava kao poseéen. Zatim se u listi suseda évora r
pronalazi prvi neoznaceni sused 1 ¢vora r, pa se iz ¢vora ry rekurzivno pokrece
pretraga u dubinu. Iz nekog nivoa rekurzije, pokrenutog iz ¢vora v, izlazi se ako
su svi susedi (ako ih ima) ¢vora v iz koga je pretraga pokrenuta veé oznaceni.
Ako su u trenutku zavrsetka pretrage iz ¢vora 11 svi susedi ¢vora r oznadceni,
onda se pretraga za ¢vor r zavrsava. U protivnom se u listi suseda ¢vora r
pronalazi sledeé¢i neoznaceni sused ry, izvrsava se pretraga polazeéi od ro, itd.

Na primer, u slu¢aju neusmerenog grafa prikazanog na slici 1 predstavljenog
listom susedstva tako da su ¢vorovi u svakoj od listi numerisani leksikografski
rastuce, ako bi se pokrenula pretraga u dubinu iz ¢vora ¢ redom bi se obilazili
¢vorovi ¢, a,b,d, e, a ako bi se pokrenula iz ¢vora b, obilazili bi se redom ¢vorovi
b,a,c,d,e.

Pretraga grafa uvek se vrsi sa nekim ciljem. Da bi se razli¢ite primene uklopile
u pretragu u dubinu, poseti ¢vora ili grane pridruzuju se dve vrste obrade,
ulazna obrada i izlazna obrada. Ulazna obrada vrsi se u trenutku oznacavanja
¢vora. Izlazna obrada vrsi se na kraju, kada obradimo sve potomke datog ¢vora.
Ulazna i izlazna obrada zavise od konkretne primene algoritma DFS. Na taj
nacin moguce je resavanje razlicitih problema jednostavnim definisanjem ulazne
i izlazne obrade. Algoritam pretrage u dubinu dat je u nastavku.

Jednostavnosti radi, graf ¢e u narednim kodovima biti deklarisan kao globalna
promenljiva.

// reprezentactija grafa listom povezanosti
// graf je neusmeren, pa se svaka grana dva puta javlja u listt
vector<vector<int>> listaSuseda

{1, 23}, {o, 3, 43}, {0, 5}, {1}, {1, 6, 7},

{2, 8}, {4}, {4}, {5}};

void dfs(int cvor, vector<bool> &posecen){
posecen[cvor] = true;
// ovde ide ulazna obrada

// rekurzivno prolazimo kroz sve njegove susede
// koje ranije nismo obislt
for (auto sused : listaSusedalcvor]){



if (!posecen[sused])
dfs(sused,posecen) ;
}

// ovde ide izlazna obrada

}

// funkcija koja vrst DFS obilazak datog grafa iz datog cuvora
void dfs(int cvor){

int brojCvorova = listaSuseda.size();

vector<bool> posecen(brojCvorova, false);

dfs(cvor,posecen) ;
}
int main(){
dfs(0);
return 0;
}
Primer pretrage grafa u dubinu prikazan je na slici 6.
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Slika 6: Primer pretrage grafa u dubinu kada je dat odgovarajué¢im listama
povezanosti. Dva broja uz ¢vor jednaka su njegovim rednim brojevima pri
dolaznoj, odnosno odlaznoj DFS numeraciji.

Lema: Ako je graf G povezan, onda su po zavrsetku pretrage u dubinu svi
¢vorovi oznaceni, a sve grane grafa G su pregledane bar po jednom.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, i oznacimo sa U skup neoznacenih évorova
zaostalih posle izvrsavanja algoritma. Posto je graf G povezan, bar jedan ¢vor u
iz U mora biti povezan granom sa nekim oznacenim ¢vorom w (skup oznadenih
¢vorova je neprazan jer sadrzi bar ¢vor v). Medutim, ovako nesto je nemogude,
jer kad se poseti ¢vor w, moraju biti poseéeni (pa dakle i oznaceni) svi njegovi
neoznaceni susedi, dakle i ¢vor u. Posto su svi ¢vorovi poseéeni, a kad se ¢vor



poseti, onda se pregledaju sve grane koje vode iz njega, zakljucujemo da su i sve
grane grafa pregledane. O

Prilikom izvrsavanja DFS algoritma na neusmerenom grafu G = (V| E) koji je
zadat listom povezanosti, svaka grana se pregleda tac¢no dva puta, po jednom
sa svakog kraja. Prema tome, ukupan broj izvrSavanja tela for petlje u svim
rekurzivnim pozivima algoritma DFS je O|E|. S druge strane, broj rekurzivnih
poziva je |V, pa se slozenost DFS algoritma moze opisati izrazom O(|V| + |E|).
Primetimo da slozenost pretrage zavisi od reprezentacije grafa: naime, ako bi
graf bio zadat matricom povezanosti, onda bi prolaz kroz spisak suseda jednog
fiksiranog ¢vora podrazumevao prolaz kroz odgovarajucu vrstu matrice, sto je
slozenosti ©(n). Onda bi prolaz kroz susede svakog od ¢vorova bio slozenosti
©(n?). Dakle, u sluéaju algoritma pretrage efikasnija implementacija se dobija
koris¢enjem reprezentacije grafa listom povezanosti.

Za nepovezane grafove se algoritam DFS mora promeniti. Ako su svi ¢vorovi
oznaceni posle prvog pokretanja opisanog algoritma, onda je graf povezan, i
obilazak je zavrsen. U protivnom, moze se pokrenuti nova pretraga u dubinu
polazeéi od proizvoljnog neoznacenog ¢vora u grafu, itd. Prema tome, DFS se
moze iskoristiti da bi se ustanovilo da li je graf povezan, odnosno za pronalazenje
svih njegovih komponenti povezanosti.

vector<vector<int>> listaSuseda

1, 23, {3}, 4}, {3, {6, 73, {8}, {}, {}, {}};

// obilazak u dubinu 1z cvora cvor
void dfs(int cvor, vector<bool> &posecen,
int brojKomponente, vector<int>& komponente) {
// tekuci cwvor pridruzujemo tekucoj komponenti
posecen[cvor] = true;
komponente [cvor] = brojKomponente;

// rekurzivno prolazimo kroz sve njegove susede
// koje ranije mnismo obisli
for (auto sused : listaSusedalcvor])
if (!posecen[sused])
dfs(sused, posecen, brojKomponente, komponente) ;

}

// za svaki cvor grafa u vektor komponente upisuje
// redni broj komponente kojoj pripada %
// vraca ukupan broj komponenata povezanosts
int komponentePovezanosti(vector<int> &komponente) {
int brojCvorova = listaSuseda.size();
vector<bool> posecen(brojCvorova, false);
int brojKomponente = 1;
// pokrecemo novu DFS pretragu itz prvog meposecenog cvora



for (int cvor = 0; cvor < brojCvorova; cvor++)
if (!posecen[cvor]) {
dfs(cvor, posecen, brojKomponente, komponente) ;
brojKomponente++;
}

return brojKomponente;

}

int main() {
// odredjujemo komponente povezanostt
int brojCvorova = listaSuseda.size();
vector<int> komponente (brojCvorova) ;
int brojKomponenti = komponentePovezanosti(komponente) ;

// ispisujemo rezultat
cout << "Ukupan broj komponenti povezanosti je
<< brojKomponenti - 1 << endl;
for (int 1 = 0; i < brojCvorova; i++)
cout << "Cvor " << i << " pripada komponenti "
<< komponente[i] << endl;
return 0O;

}

I ovaj algoritam bi bio vremenske sloZenosti O(|V| + |E|).

Mi ¢emo najcesCe razmatrati samo povezane grafove, jer se u opstem slucaju
problem svodi na posebnu obradu svake komponente povezanosti.

Konstrukcija DFS drveta i DFS numeracija

Prikazacemo sada dve jednostavne a vazne primene algoritma DFS — formiranje
specijalnog povezujuceg drveta, takozvanog DFS drveta i numeraciju ¢vorova
grafa DFS brojevima.

Prilikom obilaska grafa G u dubinu mogu se u petlji kojom se prolaze svi susedi
¢vora v izdvojiti sve grane ka novooznacenim ¢vorovima w. Preko izdvojenih
grana dostizni su svi ¢vorovi povezanog neusmerenog grafa, pa je podgraf koga
¢ine izdvojene grane povezan. Taj podgraf nema cikluse, jer se od svih grana
koje vode u neki ¢vor, moze izdvojiti samo jedna. Prema tome, izdvojene grane
su grane podgrafa grafa G koji je u sluc¢aju povezanog grafa povezujuée drvo,
tzv. DFS drvo grafa G. Polazni ¢vor je koren DFS drveta. Cak i ako se drvo ne
formira eksplicitno, mnoge algoritme je lakse razumeti razmatrajuéi DFS drvo.

U nastavku je dat algoritam konstrukcije DFS drveta datog grafa predstavljenog
listom susedstva. DFS drvo je predstavljeno u vidu vektora grana.

vector<vector<int>> listaSuseda

{1, 23, {3, 4}, {5}, {3}, {6, 7}, {8}, {}, {}, {}};
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void dfs(int cvor, vector<bool> &posecen,

}

vector<vector<int>> &dfs_drvo){
posecen[cvor] = true;

// rekurzivno prolazimo kroz sve njegove susede
// koje ranije nismo obislt
for (auto sused : listaSusedalcvor]){
if ('posecen[sused]){
// w DFS drvo dodajemo granu iz tekuceg ka movom cvoru
// i njoj suprotno usmerenu granu (jer je graf neusmeren)
dfs_drvo[cvor] .push_back(sused);
dfs_drvo[sused] .push_back(cvor);
dfs(sused,posecen,dfs_drvo) ;
}
}

// funkcija koja vrst DFS obilazak datog grafa iz datog cvora
void dfs(int cvor){

}

int brojCvorova = listaSuseda.size();
vector<bool> posecen(brojCvorova, false);
vector<vector<int>> dfs_drvo(brojCvorova) ;
dfs(cvor,posecen,dfs_drvo) ;
cout << "Grane DFS drveta su: ";
for (int i = 0; i < dfs_drvo.size(); i++)
for (int j = 0; j < dfs_drvol[il.size(); j++)
cout << "(" << i << " " << dfs_drvo[i] [j] << ")" << endl;

int main(){

}

Postoje dve varijante DFS numeracije: ¢vorovi se mogu numerisati prema
redosledu oznacavanja ¢vorova (dolazna DFS numeracija, odnosno preOrder
numeracija), ili prema redosledu napustanja ¢vorova (odlazna DFS numeracija,
odnosno postOrder numeracija). Primer grafa sa ¢vorovima numerisanim na
dva nacina prikazan je na slici 6. Numeracija ¢vorova ¢e nam biti od koristi za

dfs(0);
return O;

reSavanje raznih problema nad grafovima.

Algoritmi kojima se ¢vorovi ispisuju u redosledu dolazne, odnosno odlazne
numeracije opisani su narednim kodovima. Za primer sa slike 6 za dolaznu
numeraciju bi se ispisali ¢vorovi u redosledu a, b, e, f, 7,9, ¢, h,i,d, a za odlaznu
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numeraciju u redosledu e, g, j, f,b,d, 7, h, ¢, a.

void dfs_preorder(int cvor, vector<bool> &posecen){
posecen[cvor] = true;
// stampamo narednti cvor u preOrder numeracijt
cout << cvor << " ",

// rekurzivno prolazimo kroz sve susede koje nismo obisli
for (auto sused : listaSusedalcvor]){
if ('posecen[sused])
dfs_preorder(sused,posecen) ;

}
}

void dfs_postorder(int cvor, vector<bool> &posecen)q{
posecen[cvor] = true;

// rekurzivno prolazimo kroz sve susede koje nismo obislt
for (auto sused : listaSusedalcvor]){
if (!posecen[sused])
dfs_postorder (sused,posecen) ;

}
// stampamo naredni cvor u postOrder numeractiji
cout << cvor << " ",

3

Alternativno, mozemo implementirati funkcije kojima se za svaki ¢vor u grafu
ispisuje njegova vrednost dolazne i odlazne numeracije.

int vreme_dolazna 1;
int vreme_odlazna 1;
vector<int> dolazna;
vector<int> odlazna;

void dfs(int cvor, vector<bool> &posecen) {
posecen[cvor] = true;

// cvor dobija narednu mogucu vrednost dolazme numeracije
dolazna[cvor] = vreme_dolazna;
vreme_dolaznat++;

// rekurzivno prolazimo kroz sve susede koje do sada nismo obislt
for (auto sused : listaSusedal[cvor]) {
if ('posecen[sused] == -1) {
dfs(sused,posecen) ;
}
}

// cvor dobija narednu mogucu vrednost odlaznme numeracije
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odlaznal[cvor] = vreme_odlazna;
vreme_odlazna++;

3

void dfs(int cvor) {
int brojCvorova = listaSuseda.size();
dolazna.resize(brojCvorova, -1);
odlazna.resize(brojCvorova, -1);
vector<bool> posecen(brojCvorova, false);

dfs(cvor,posecen) ;

cout << "Dolazna i odlazna numeracija cvorova:'" << endl;
for (int i = 0; i < brojCvorova; i++)
cout << "Cvor " << i << ": " << dolaznali]
<< "/" << odlaznali] << endl;

}

Cvor v nazivamo pretkom ¢vora w u DFS drvetu T sa korenom r ako je v na
jedinstvenom putu od r do w u T'. Ako je v predak w, onda je ¢vor w potomak
¢vora v. Na primer, za graf sa slike 6 vazi da je ¢vor b predak ¢vora j u DFS
drvetu, a j potomak ¢vora b. Ako je algoritam DFS pokrenut za ¢vor r, DFS
pretraga iz ¢vora v poceée pre pretrage iz ¢vora w, pa je v.Pre < w.Pre. S
druge strane, pretraga iz ¢vora v zavrSava se posle pretrage iz ¢vora w, pa je
v.Post > w.Post.

DFS drvo obuhvata sve ¢vorove povezanog grafa GG. Redosled sinova svakog
¢vora u drvetu odreden je listom povezanosti koja zadaje graf G, pa se za svaka
dva sina istog ¢vora moze reéi koji je od njih levi (prvi po tom redosledu), a koji
desni. Relacija levi — desni se prenosi na proizvoljna dva ¢vora u i v koji nisu u
relaciji predak — potomak (videti ilustraciju na slici 7). Za ¢vorove u i v tada
postoji jedinstveni zajednicki predak w u DFS drvetu, kao i sinovi v’ i v’ évora
w takvi da je v/ predak u i v' predak v. KaZemo da je u levo od v ako i samo
ako je u’ levo od v'. Geometrijska interpretacija ove relacije je jasna: DFS drvo
¢emo iscrtavati nanize prilikom prelaska u nove — neoznacene ¢vorove (koraci u
dubinu), odnosno sleva udesno prilikom dodavanja novih grana posle povratka
u veé oznacene ¢vorove. Ako je ¢vor u levo od ¢vora v, onda je on prilikom
pretrage oznacen pre ¢vora v, pa je u.Pre < v.Pre. Obrnuto ne vazi uvek: ako
je u.Pre < v.Pre, onda je u levo od v, ili je u predak v u DFS drvetu (tj. iznad
v). S druge strane, pretraga iz ¢vora u zavrSava se pre pretrage iz ¢vora v, pa je
u.Post < v.Post.

Lema: [Osnovna osobina DFS drveta neusmerenog grafa] Neka je G = (V, E)
povezan neusmeren graf, i neka je T'= (V, F') DFS drvo grafa G. Svaka grana
grafa e € F pripada T (tj. e € F) ili spaja dva ¢vora grafa G, od kojih je jedan
predak drugog u 7T

Dokaz: Neka je (v,u) grana u G, i pretpostavimo da je u toku DFS pretrage
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Slika 7: Tlustracija relacije “levo — desno” na skupu ¢vorova DFS drveta.

¢vor v posecen pre ¢vora u. Posle oznacavanja ¢vora v, u petlji se rekurzivno
pokreée DFS pretraga iz svakog neoznacenog suseda ¢vora v. U trenutku kad
dode red na ¢vor u, ako je u oznacen, onda je u potomak ¢vora v u drvetu T, a
u protivnom se iz u zapocinje DFS, pa u postaje sin ¢vora v u drvetu T' i grana
(v, u) pripada DFS drvetu T O

Tvrdenje leme moze se preformulisati na sledeé¢i nacin: grane grafa ne mogu biti
poprecne grane u odnosu na DFS drvo, odnosno grane koje povezuju ¢vorove na
razdvojenim putevima od korena (tj. takva dva ¢vora u i v koja su u odnosu
levo — desno).

Usmereni grafovi

Procedura pretrage u dubinu usmerenih grafova ista je kao za neusmerene grafove.
Medutim, usmerena DFS drveta imaju neSto drugacije osobine. Za njih, na
primer, nije ta¢no da nemaju poprecne grane, Sto se moze videti iz primera na
slici 8. U odnosu na DFS drvo grane grafa pripadaju jednoj od cetiri kategorije:
grane DFS drveta, povratne, direkine i poprecne grane. Prve tri vrste grana
povezuju dva ¢vora od kojih je jedan potomak drugog u DFS drvetu: grana DFS
drveta povezuje oca sa sinom, povratna grana potomka sa pretkom, a direktna
grana pretka sa potomkom (slika 8). Jedino popreéne grane povezuju ¢vorove
koji nisu “srodnici” u drvetu. Poprecne grane, medutim, moraju biti usmerene
“zdesna ulevo”, kao Sto pokazuje sledeéa lema.

Lema: [Osnovna osobina DFS drveta usmerenog grafa] Neka je G = (V, E)
usmereni graf, i neka je T' = (V, F') DFS drvo grafa G. Ako je (v,w) € E grana
grafa G za koju vazi v.Pre < w.Pre, onda je ¢vor w potomak ¢vora v u drvetu
T.

Dokaz: Posto prema dolaznoj DFS numeraciji ¢vor v prethodi ¢voru w, ¢vor
w je oznacen posle ¢vora v. Grana grafa (v, w) mora biti razmatrana u toku
rekurzivnog poziva algoritma DFS iz ¢vora v. Ako u tom trenutku ¢vor w
nije oznacen, onda se grana (v, w) mora ukljuéiti u DFS drvo, tj. (v,w) € F,
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grana stabla,

\ direktna
\povratna
\\

Slika 8: DFS drvo usmerenog grafa. Klasifikacija grana u odnosu na DFS drvo.

pa je tvrdenje leme tacno. U protivnom, ¢vor w je oznacen u toku izvodenja
rekurzivnog poziva DFS iz v, pa je w potomak ¢vora v u DFS drvetu 7. (]

Algoritam DFS za povezan neusmereni graf, zapocet iz proizvoljnog ¢vora, obilazi
ceo graf. Analogno tvrdenje ne mora biti ta¢no za usmerene grafove. Preciznije,
ovo tvrdenje ¢e vaziti samo ako je graf jako povezan. Posmatrajmo usmereni graf
na slici 9. Ako se DFS pretraga zapocne iz ¢vora v, onda ¢e biti dostignuti samo
¢vorovi u desnoj koloni. DFS pretraga moze da dostigne sve ¢vorove grafa samo
ako se zapocne iz ¢vora a. Ako se ¢vor a ukloni iz grafa zajedno sa dve grane
koje izlaze iz njega, onda u datom grafu ne postoji ¢vor iz koga DFS algoritam
obilazi ceo graf. Prema tome, uvek kad govorimo o DFS obilasku usmerenog
grafa, smatra¢emo da je DFS algoritam pokrenut onoliko puta koliko je potrebno
da bi svi ¢vorovi bili oznaceni i sve grane bile razmotrene. Dakle, u opstem
slucaju usmereni graf umesto DFS drveta ima DFS sumu.

a v
o O O
2 %, %
Sb—-b—d

Slika 9: Primer kad pretraga u dubinu usmerenog grafa ako se pokrene iz ¢vora
v ne obilazi sve ¢vorove grafa.

Nepostojanje popre¢nih grana u odnosu na DFS drvo koje idu sleva udesno

govori nesto korisno o odlaznoj numeraciji ¢vorova grafa i o Cetiri vrste grana
u odnosu na DFS drvo. Na slici 10(a) prikazana su tri ¢vora grafa u, v i w u
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okviru DFS drveta grafa. Cvorovi v i w su sinovi évora u, a ¢vor w je desno
od ¢vora v. Na slici 10(b) prikazani su vremenski intervali trajanja rekurzivnih
poziva algoritma DFS za svaki od ovih ¢vorova. Zapazamo da je DFS algoritam
pokrenut iz ¢vora v, potomka ¢vora u, aktivan samo u podintervalu vremena
za koje je aktivan DFS algoritam iz ¢vora u (pretka ¢vora v). Specijalno, DFS
pretraga iz v ¢vora zavrsava se pre zavrsetka DFS pretrage iz ¢vora u. Prema
tome, iz ¢injenice da je v potomak ¢vora w sledi da je v.Post < u.Post. Pored
toga, ako je ¢vor w desno od ¢vora v, onda poziv algoritma DFS iz ¢vora w ne
moze biti pokrenut pre nego $to se zavrsi DFS poziv iz ¢vora v. Prema tome,
ako je v levo od w, onda je v.Post < w.Post. Iako to nije pokazano na slici 10,
isti zakljucak je tacan i ako su v i w u razli¢itim drvetima DFS Sume, pri ¢emu
je drvo ¢vora v levo od drveta ¢vora w.

(a) Tri ¢vora u DFS stablu

7 7

trajanje DFS iz v trajanje DFS iz w

trajanje DFS iz u

(b) Aktivni intervali za njihove pozive DFS

Slika 10:  Odnos izmedu polozaja ¢vorova u DFS drvetu i trajanja rekurzivnih
poziva pokrenutih iz ovih ¢vorova.

Razmotrimo sada za proizvoljnu granu (u,v) grafa G odnos odlazne DFS nu-
meracije ¢vorova u i v.

1. Ako je (u,v) grana drveta ili direktna grana, onda je ¢vor v potomak ¢vora
u, pa vazi v.Post < u.Post.

2. Ako je (u,v) poprecna grana, onda zbog toga $to je ¢vor v levo od ¢vora wu,
ponovo vazi v.Post < u.Post.

3. Ako je (u,v) povratna grana i v # u, onda je v pravi predak ¢vora u
i v.Post > u.Post. Medutim, posto je specijalni i petlja jedna vrsta
povratne grane, za povratnu granu moze da vazi i v = u, pa samim tim i
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v.Post = u.Post. Prema tome, u opStem slucaju za povratnu granu (u,v)
vazi v.Post > u.Post.

Prema tome, dokazano je naredno tvrdenje.

Lema: Grana (u,v) usmerenog grafa G = (V, E) je povratna u odnosu na DFS
drvo grafa ako i samo ako prema odlaznoj numeraciji ¢vor u prethodi ¢voru v,
odnosno u.Post < v.Post.

Na osnovu vrednosti dolazne i odlazne numeracije ¢vorova u grafu moze se izvrsiti
klasifikacija grana u grafu u odnosu na DFS drvo. Naime za usmerenu granu
(u,v) € E vazi:

o ako je u.Post < v.Post, onda je grana (u,v) povratna,

o ako je u.Post > v.Post i u.Pre > v.Pre, onda je grana (u,v) popre¢na,

o ako je u.Post > v.Post i u.Pre < v.Pre, onda ako je ¢vor u roditelj ¢vora
v u DFS drvetu grana (u,v) je grana DFS drveta, a inace je (u,v) direktna
grana.

Razmotrimo algoritam kojim se za svaku granu usmerenog grafa odreduje njen
tip u odnosu na DFS drvo, na osnovu vrednosti dolazne i odlazne numeracije
¢vorova.

vector<vector<int>> listaSuseda {{1, 2, 4}, {3, 4}, {5}, {3,
{0, 6, 7}, {8,3}, {¥, {1}, {3};

int vreme_dolazna = 1;
int vreme_odlazna 1;
vector<int> dolazna;
vector<int> odlazna;
vector<int> roditelj;

void dfs(int cvor) {
// cvor dobija narednu mogucu vrednost dolazme numeracije
dolazna[cvor] = vreme_dolazna;
vreme_dolaznat++;
// rekurzivno prolazimo kroz sve susede koje do sada nismo obisli
for (auto sused : listaSusedal[cvor]) {
if (dolaznal[sused] == -1) { // !/posecen/[sused]
// 'cvor' je roditelj cvora 'sused' u DFS drvetu
roditelj[sused] = cvor;
dfs(sused) ;
X
3
// cvor dobija narednu mogucu vrednost odlazme numeracije
odlazna[cvor] = vreme_odlazna;
vreme_odlaznat++;
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void klasifikuj_grane(int cvor) {
int brojCvorova = listaSuseda.size();
dolazna.resize(brojCvorova, -1);
roditelj.resize(brojCvorova, -1);
odlazna.resize(brojCvorova, -1);

dfs(cvor) ;

cout << "Dolazna i odlazna numeracija cvorova:'" << endl;
for (int i = 0; i < brojCvorova; i++)
cout << "Cvor " << i << ": " << dolaznali]
<< "/" << odlaznal[i] << endl;

cout << "Tipovi grana datog usmerenog grafa: " << endl;
for (int i = 0; i < listaSuseda.size(); i++)
for (int j = 0; j < listaSusedali] .size(); j++){
int k = listaSusedal[il[j];

if (i == roditelj[k])

cout << i << "-" << k << " je grana DFS drveta" << endl;
else if (odlazna[i] <= odlaznal[k])
cout << i << "-" << k << " je povratna grana" << endl;

else // odlaznal[i] > odlaznal[j]
if (dolazna[i] < dolaznal[k])

cout << i << "-" << k << " je direktna grana" << endl;
else
cout << i << "-" << k << " je poprecna grana'" << endl;

3

int main(){
klasifikuj_grane(0);
return O;

3

Pokazacemo sada kako se algoritam DFS pretrage moze iskoristiti za utvrdivanje
da li je zadati graf aciklicki.

Problem: Za zadati usmereni graf G = (V, E') ustanoviti da li sadrzi usmereni
ciklus.

Lema: Neka je G = (V, E) usmereni graf, i neka je T DFS drvo grafa G. Tada
graf G sadrzi usmereni ciklus ako i samo ako graf G sadrzi povratnu granu u
odnosu na DFS drvo T.

Dokaz: Pretpostavimo da graf G sadrzi povratnu granu (u, v). Ona zajedno sa
granama DFS drveta na putu od v do w ¢ini ciklus, te vazi jedan smer datog
tvrdenja. Pokazimo da vazi i suprotno tvrdenje, odnosno da ako u grafu postoji
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ciklus, da je nuzno jedna od njegovih grana povratna. Zaista, pretpostavimo da
u grafu G postoji ciklus koji ¢ine grane (v1,v2), (v2,v3), ..., (Vk—1, V%), (Vg, 1),
od kojih ni jedna nije povratna u odnosu na DFS drvo T. Ako je k = 1,
odnosno ciklus je petlja, onda je sama grana (vy,v1) povratna. Ako je pak k > 1,
pretpostavimo da ni jedna od grana (v1, va), (v2,v3), ..., (Vg—1, V) nije povratna.
Prema prethodnoj lemi vaze nejednakosti vy.Post > vy.Post > --- > vy.Post,
iz kojih sledi da je vg.Post < vy.Post, pa je grana (vg,v1) prema prethodnoj
karakterizaciji povratna — suprotno pretpostavci. Time je dokazano da u svakom
ciklusu postoji povratna grana u odnosu na DFS drvo. O

Dakle, na osnovu prethodne leme, algoritam za proveru da li graf sadrzi ciklus
svodi se na odredivanje odlazne DFS numeracije ¢vorova datog grafa i proveru
postojanja povratne grane.

Pretraga u Sirinu

Pretraga u Sirinu (ili BFS, sto je skracenica od breadth—first—search) je obilazak
grafa na sistematic¢an nacin, nivo po nivo, pri ¢emu se usput formira drvo pretrage
u Sirinu (BFS drvo). Pretpostavimo da je graf zadat listom povezanosti. Ako
BFS pretragu pokrenemo iz évora v (v je koren BFS drveta), onda se najpre
posecuju svi susedi ¢vora v redosledom odredenim redosledom u listi povezanosti
grafa (sinovi ¢vora v u BFS drvetu (¢vorovi nivoa 1). Zatim se dolazi do
svih njihovih neposeéenih suseda, odnosno do “unuka” polaznog ¢vora (évorovi
nivoa 2), i tako dalje (videti primer na slici 11). Prilikom obilaska ¢vorovi se
mogu numerisati BF'S brojevima, slicno kao pri pretrazi u dubinu. Preciznije,
¢vor w ima BFS broj k ako je on k-ti po redu ¢vor oznacen u toku obilaska
algoritmom BFS. BFS drvo grafa moze se formirati ukljucivanjem samo grana ka
novooznacenim ¢vorovima: lako se pokazuje da dobijeni podgraf jeste povezan
i da nema ciklus jer od svih grana koje vode nekom ¢voru ukljuéujemo taéno
jednu, dok ¢vor nije poseéen. Zapaza se da izlazna obrada kod pretrage u Sirinu,
za razliku od pretrage u dubinu, nema smisla; pretraga nema povratak “navise”,
veé se, polazeéi od korena, krece samo nanize.

Kako realizovati pretragu u sirinu? Cvorove obilazimo u Zeljenom redosledu
koriséenjem pogodne strukture podataka: sve neposecene susede tekuéeg ¢vora
smestamo u datu kolekciju i potrebno ih je na isti nacin obraditi u redosledu
dodavanja u tu kolekciju. U ove svrhe mozemo iskoristiti strukturu podataka
red.

Prikazimo na koji nacin se moze realizovati pretraga u Sirinu ako je graf zadat
listom povezanosti. Prilikom pretrage stampamo ¢vorove grafa u redosledu
odredenim BFS numeracijom ¢vorova i konstruisemo BFS drvo.

vector<vector<int>> listaSuseda {{1, 2}, {2, 3, 4}, {5},
{0, 4}, {6, 73, {1, 8}, {}, {63}, {2}3};

void bfs(int cvor) {
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Nivo 0
Nivo 1

Nivo 2

Slika 11: BFS drvo usmerenog grafa.

int brojCvorova = listaSuseda.size();
vector<bool> posecen(brojCvorova, false);

vector<vector<int>> bfs_drvo(brojCvorova) ;

// red w kom cuvamo cvorove u redosledu kojim ih treba posetiti
queue<int> red;
red.push(cvor) ;
posecen[cvor] = true;
// stampamo prvi cvor u redosledu BFS numeracije
cout << cvor << endl;
while (!red.empty()) {
int cvor = red.front();
red.pop();
for (int sused : listaSusedalcvor]) {
// neposecene susede tekuceg cvora dodajemo u red
if (!posecen[sused]) {
posecen[sused] = true;
// stampamo naredni cvor u redosledu BFS numeracije
cout << sused << endl;
// dodajemo granu u bfs drvo (pretpostavljamo da je graf usmeren)
bfs_drvo[cvor] .push_back(sused) ;
red.push(sused) ;
}
}
}
cout << "Grane BFS drveta su: ";
for (int i = 0; i < bfs_drvo.size(); i++)
for (int j = 0; j < bfs_drvol[il.size(); j++)
cout << "(" << i << " " << bfs_drvo[i] [j] << ")" << endl;
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}

int main() {
bfs(0);
return 0O;

}

Lako je uveriti se da se prilikom BFS obilaska grafa svaki ¢vor obraduje po
jednom i da se svaka grana pregleda po jednom u slucaju usmerenog grafa,
odnosno dva puta ako je graf neusmeren. Stoga je vremenska slozenost algoritma
BFS O(|V] + |E]). Sli¢no kao i kod pretrage u dubinu, sloZenost algoritma bi
bila ve¢a da se koristi reprezentacija grafa matricom povezanosti jer je prolaz
kroz sve susede nekog ¢vora sloZenosti ©(n?).

Razmotrimo primer izvrSavanja algoritma pretrage u Sirinu pokrenutog iz ¢vora
a na primeru grafa sa slike 12. Neka redosled suseda ¢vorova u listi povezanosti
kojom je predstavljen graf odgovara leksikografskom poretku oznaka ¢vorova.
Najpre pose¢ujemo ¢vor a, a nakon njega njegove neposecene susede: ¢vor b,
a zatim ¢vor c. Nakon toga posecujemo neposecéene susede ¢vora b, odnosno
¢vorove g i h redom, a zatim neposecene ¢vorove suseda c: ¢vor ¢. Nakon toga
posecujemo ¢vorove e i f kao susede ¢vora g, ¢vor h nema neposecéenih suseda,
a zatim posecujemo ¢vor d kao jedinog neposeéenog suseda ¢vora i. Nakon
ovoga redom razmatramo ¢vorove e, f i d i zakljuéujemo da nijedan od njih
nema neposecenih ¢vorova i pretraga se zavrSsava. Grane BFS drveta su na
slici 12 prikazane plavom bojom, a uz svaki ¢vor prikazan je njegov broj u BFS
numeraciji.

Slika 12: Primer usmerenog grafa na kome ilustrujemo pretragu u sirinu.
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tekuéi ¢évor | sadrzaj reda

- a
b, c
¢, g, h
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h,i,e, f
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o

Tabela 1: Ilustracija izvrSavanja algoritma pretrage u Sirinu na primeru grafa sa

O—O—0

/

O—0—0O

Slika 13: Razlika izmedu DFS i BFS drveta za pretragu pokrenutu iz sredisnjeg
¢vora. Plavom bojom oznacene su grane koje pripadaju DFS i BFS drvetu redom.

O—O—C
N
OO

O—0—0

Razmotrimo nekoliko tvrdenja koja vaze za pretragu u Sirinu, odnosno za BFS
drvo.

Lema: Ako grana (u,v) pripada BFS drvetu i ¢vor u je otac ¢vora v, onda ¢vor
u ima najmanji BFS broj medu ¢vorovima iz kojih postoji grana ka v.

Dokaz: Ako bi u grafu postojala grana (w,v), takva da ¢vor w ima manji BFS
broj od ¢vora u, onda bi u trenutku obrade ¢vora w ¢vor v morao biti upisan
u red, pa bi grana (w,v) morala biti ukljuc¢ena u BFS drvo. Medutim, prema
pretpostavei grana (u, v) je ukljuen u BFS drvo, pa ne mozZe istovremeno biti i
grana (w,v) te dobijamo kontradikciju. O

Definisimo rastojanje d(u,v) izmedu évorova u i v kao duzinu najkraéeg puta od
¢vora u do ¢vora v, s tim da se pod duzinom puta podrazumeva broj grana koje
Cine taj put. Ovaj pojam odgovara nivou ¢vora u odnosu na BFS drvo.
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Lema: Put od korena r BFS drveta do proizvoljnog ¢vora w kroz BFS drvo
najkraci je put od ¢vora r do ¢vora w u grafu G.

Dokaz: Indukcijom po d dokazatemo da do svakog ¢vora w na rastojanju d od
korena r (jedinstveni) put kroz drvo od r do w ima duzinu d. Za d = 1 tvrdenje
je ta¢no: grana (r,w) je nuzno deo BFS drveta, pa izmedu r i w postoji put kroz
BF'S drvo duzine 1. Pretpostavimo da je tvrdenje tacno za sve ¢vorove koji su
na rastojanju manjem od d od korena, i neka je w neki ¢vor na rastojanju d od
korena; drugim re¢ima, postoji niz ¢vorova wg = r, wy, Wa, ..., Wq—1,Wq = W
koji ¢ine put duzine d od r do w, i ne postoji kraéi put od r do w. Posto je
duzina najkraé¢eg puta od r do wgy_1 jednaka d — 1 prema induktivnoj hipotezi
put od r do wg—1 kroz drvo ima duzinu d — 1. U trenutku obrade ¢vora wq_1,
ako ¢vor wy nije oznacen, poSto u grafu G postoji grana (wg—1,wq), ta grana
se ukljucuje u BFS drvo, pa do ¢vora wg postoji put duzine d kroz drvo. U
protivnom, ako je u tom trenutku ¢vor wy veé oznacen, onda do ¢vora wy kroz
BFS drvo vodi grana iz nekog ¢vora w/,_,, oznacenog pre wq—_1, iz Cega sledi da
je nivo ¢évora w/,_; najvise d — 1 i do njega po induktivnoj hipotezi postoji put
duzine najvise d — 1 kroz BFS drvo, te i do ¢vora w vodi put kroz BFS drvo
duzine najvise d. O

Slika 14: Ilustracija uz dokaz leme.

Lema: Ako je graf G = (V, E) neusmeren i (v,w) € E neka njegova proizvoljna
grana, onda ta grana spaja dva ¢vora ¢iji se nivoi razlikuju najvise za jedan.

Dokaz: Pretpostavimo da je od ¢vorova v i w, ¢vor v prvi dostignut BFS
pretragom i neka je njegov nivo d. Tada je nivo ¢vora w vedéi ili jednak od d.
S druge strane, nivo ¢vora w nije veéi od d + 1, jer do njega vodi grana BFS
drveta ili iz ¢vora v, ili iz nekog ¢vora koji je oznacen pre v. Dakle, nivo ¢vora w
jeili dili d+ 1, te tvrdenje leme vazi. O
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