Algoritmi za rad sa tekstom

Hesiranje niski

Hegiranje niski (eng. string hashing) podrazumeva konverziju niske u ceo broj iz
odredenog opsega. Algoritmi heSiranja mogu biti korisni u resavanju razli¢itih
problema nad tekstom, kao Sto su pronalazenje uzorka u tekstu, pronalazenje
najduze niske koja se javlja bar dva puta kao segment date niske, kompresija
niske, odredivanje broja palindromskih segmenata u datoj niski i sl. Hesiranje
ima primenu i u verifikaciji lozinki: prilikom logovanja na neki sistem, racuna se
hes vrednost lozinke i Salje se serveru na proveru. Lozinke se na serveru ¢uvaju
u hesiranom obliku, iz bezbedonosnih razloga.

Hesiranje se Cesto koristi da bi se algoritmi grube sile ué¢inili efikasnijim. Razmot-
rimo problem uporedivanja dve niske karaktera s i ¢. Algoritam grube sile poredi
date niske s i t karakter po karakter i sloZenosti je O(min{ni,na}), gde su ny i
ng duzine niski s i ¢t redom. Da li postoji efikasniji algoritam? Svaku od niski s
i t mozemo konvertovati u celobrojnu vrednost i umesto niski uporediti dobijene
vrednosti. Konverziju vrsimo pomodéu hes funkcije (eng. hash function) h, a
dobijene cele brojeve h(s) i h(t) nazivamo hes vrednostima (eng. hash values),
ili skra¢eno hesevima niski s i t. Hes funkcija zadovoljava naredni uslov: ako su
dve niske s i ¢ jednake, i njihove hes vrednosti h(s) i h(t) moraju biti jednake.
Naime, hes funkcija je uvek deterministicka — za jedan ulaz uvek daje jedan isti
izlaz. Obratimo paznju da obratno ne mora da vazi: naime, ako je h(s) = h(t) ne
mora nuzno da vazi s = t. Na primer, ako bismo hteli da vrednost hes funkcije
bude jedinstvena za svaku nisku duzine do 15 karaktera koja se sastoji samo od
malih slova engleske abecede, hes vrednosti niski ne bi stale u opseg 64-bitnih
celih brojeva (a svakako nam nije cilj da razmatramo cele brojeve sa proizvoljno
mnogo cifara jer bi poredenje takvih brojeva bilo slozenosti O(n), gde je n broj
cifara razmatranih brojeva). Uporedivanje niski svodenjem na uporedivanje
njihovih hes vrednosti je slozenosti O(1), medutim ne treba zanemariti ¢injenicu
da je samo hesiranje niski s i ¢ slozenosti O(ny + n2).

Dakle, cilj hesiranja niski je preslikati skup niski u vrednosti iz fiksiranog opsega
[0,m). Pritom je, naravno, pozZeljno da za dve razli¢ite niske verovatnocéa da
njihove hes vrednosti budu jednake, odnosno da dode do kolizije (eng. collision),
bude veoma mala. U velikom broju slucajeva moguénost dolaska do kolizije se
ignorise, ¢ime se potencijalno narusava korektnost algoritma. Moguce je, pak, da
se u slucajevima kada se dobiju jednake hes vrednosti dve niske ispita jednakost
ove dve niske karakter po karakter, ¢ime se potencijalno zrtvuje efikasnost
algoritma, s tim da se ocekuje da do ove situacije nece cesto dolaziti. Odabir
jedne od ove dve opcije zavisi od konkretne primene.



Jasno je da hes funkcija treba da zavisi od multiskupa karaktera koji se javljaju
u niski i od redosleda karaktera u niski. Dobar i Siroko rasprostranjen naéin
definisanja hes funkcije niske s duzine n je koriséenjem polinomijalne hes funkcije
(eng. polynomial rolling hash function):

h(s) = (s[0]+s[1]-p+s[2]-p*+...+sn—1]-p" ') mod m = (i s[i]-p') mod m
i=0

pri ¢emu je s[i] celobrojni kod i-tog karaktera niske s, a p i m su neki unapred
odabrani, pozitivni brojevi. Pazljiv odabir parametara p i m je vazan da bi se
osigurala dobra svojstva hes funkcije. Obicno se za p bira prvi veéi prost broj od
broja karaktera u ulaznoj azbuci. Na primer, ako se niske sastoje samo od malih
slova engleske abecede onda je dobar izbor p = 31. Naime, pokazuje se da kada
je vrednost parametra p manja od velicine azbuke, onda je lako pronaci dve niske
duzine 2 kod kojih se javlja kolizija (niske 01 i p0). Ovo odgovara predstavljanju
broja s u sistemu sa osnovom p. Pozeljno je, takode, da vrednost parametra m
bude neki veliki broj jer je verovatnoca da dve sluc¢ajno odabrane niske imaju istu
he$ vrednost priblizno jednaka 1/m. Ipak, izbegavademo prevelike vrednosti za
parametar m jer je poZeljno da vrednost m - m ne izaziva prekoracenje (Sto ¢emo
razmotriti malo kasnije). Kao i za parametar p, i za parametar m je pogodno
birati neki prost broj. Prosti brojevi se koriste da se ne bi desavao prevelik broj
kolizija kada populacija koja se hesira ispoljava odredena matematicka svojstva,
na primer kada su sve vrednosti umnosci istog broja, recimo parni brojevi.
U narednim primerima za vrednost parametra m bira¢emo vrednost 109 + 9
koja je manja od 230 te vrednost m - m staje u 64-bitni ceo broj. Primetimo i
sledecée: kada izraCunavanja ne bismo vrsili po modulu m, odnosno ako u definiciji
polinomijalne hes funkcije ne bi figurisala vrednost m, onda bi se operacije vrsile
po modulu broja podrzanih vrednosti odgovarajuéeg celobrojnog tipa (dakle po
modulu 232 ili 264).

Polinomijalna hes funkcija ima svojstvo da se lako moze azurirati vrednost hes
funkcije kada se simboli dodaju ili uklanjaju sa krajeva niske (odatle potic¢e naziv
rolling u engleskom nazivu).

Ako bismo za m = 10° + 9 razmatrali skup niski sastavljenih od malih slova
engleske abecede, takvih da je duzina niske manja ili jednaka 7, ukupan broj
ovakvih niski bi iznosio:

26 + 26% + 262 + 26* + 26° + 265 4+ 267 = 8353082582 > 10° + 9 =m

U ovoj situaciji garantovana je pojava kolizije.

U nastavku je dat kod kojim se ra¢una hes vrednost niske s koja se sastoji samo
od malih slova engleske abecede. Izracunavanje hes vrednosti se sprovodi u duhu
Hornerove Seme i linearne je slozenosti u funkciji duzine niske. Svaki karakter
niske s potrebno je konvertovati u ceo broj i u narednom algoritmu se koristi
konverzija: a — 1,b — 2,...,z — 26. Konverzija a — 0 nije pogodna jer bi
onda vrednosti hes funkcije svih niski a, aa, aaa, aaaa, . .. bile jednake 0. Sli¢no,



dve niske od kojih se jedna dobija od druge dodavanjem karaktera a na kraj, na
primer vrat i vrata imale bi istu vrednost hes funkcije.

long long izracunajHeshVrednost(const string &s){
int p = 31;
int m = 1e9 + 9;
long long h = O;

// wvrednost hesh funkcije niske s racunamo u duhu Hornerove sheme

for (int i = s.size() - 1; i >= 0; i--){
h=(*p+ (s[i] - 'a' + 1)) % m;

b

return h;
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int main(){
vector<string> reci = {"ana", "a", "konstrukcijaianalizaalgoritama'};
for (string s : reci){
cout << "Hesh vrednost niske " << g << " je:
<< izracunajHeshVrednost(s) << endl;

}

return 0;

}

Da bi se racun sveo na manje brojeve, u funkciji za racunanje hes vrednosti
niske s medurezultati su racunati po modulu m, odnosno razmatran je niz

meduvrednosti h; za i =n,n —1,...,0, pri ¢emu je cilj izracunati vrednost hg:
hn, = 0
hi = (hit1-p+ s[i]) mod m

Racunanje medurezultata po modulu m matematicki je korektno na osnovu
pravila modularne aritmetike. Rac¢unanje hes vrednosti se vrsi u stilu Hornerove
seme 1 vremenske slozenosti je O(n).

Razmotrimo jedan problem gde se tehnikom heSiranja niski dobija efikasniji
algoritam.

Problem: Dato je n niski s1, S9,...,s, od kojih je svaka duzine maksimalno
m. Pronadi sve duplikate medu niskama i podeliti ih na grupe jednakih niski.

Direktan pristup bi poredio svaku nisku sa svakom drugom: poredenje dve
niske karakter po karakter je slozenosti O(m), a ukupan broj poredenja niski je
reda O(n?), te bi ukupna slozenost odgovarajuéeg algoritma bila O(n?m). Bolji
pristup je sortirati sve niske pa onda u sortiranom redosledu traziti duplikate.
Sortiranje niski bi uklju¢ivalo O(nlogn) uporedivanja niski, a svako poredenje



niski bilo bi u najgorem slucaju slozenosti O(m) (mada je ofekivano da ono ¢esto
bude efikasnije, odnosno da se razlika pronade na prvih nekoliko karaktera), te
bi ukupna slozenost ovog algoritma iznosila O(nmlogn) za sortiranje niski plus
O(nm) za prolaz kroz skup niski u sortiranom redosledu i identifikaciju istih
niski. Pristup zasnovan na hesiranju niski redukuje vreme poredenja dve niske na
O(1). Na taj nacin dobijamo algoritam slozenosti O(nm + nlogn), gde slozenost
O(nm) potife od ra¢unanja hes$ vrednosti svih niski, a O(nlogn) od sortiranja
niski na osnovu njihovih hes vrednosti. Dodatno, prolaz kroz hes vrednosti niski
u sortiranom poretku i identifikovanje istih niski je slozenosti O(n).

void grupisiIsteNiske(const vector<string> &niske){
// broj niskt
int n = niske.size();
// wvektor parova hesh vrednosti © pozicije niske u polaznom nizu
vector<pair<long long, int>> h(n);
// izracunavamo hesh vrednost svake niske;
// uz hesh vrednost niske cuvamo % njen indeks u polaznom nizu
for(int 1 = 0; i < n; i++)
h[i] = {izracunajHeshVrednost(niske[i]),i};

// sortiramo miz hesh vrednosti
sort(h.begin() ,h.end());

// svaki element vektora sadrzi niz indeksa niski
// koje su medjusobno jednake
vector<vector<int>> grupe;

// prolazimo skupom svih niski u sortiranom poretku
for(int i = 0; 1 < n; i++){
// ukoliko se radi o prvoj niski u sortiranom poretku

// 1li o niski koja nije jednaka prethodnoj u sortiranom poretku

// onda je potrebna mova grupa
if (i == 0 || h[il.first != h[i-1].first){
vector<int> novaGrupa;
grupe.push_back (novaGrupa) ;
}
// u poslednju (tekucu) grupu dodajemo na kraj indeks niske
// koja ima tekucu hesh vrednost
grupe.back() .push_back(h[i] .second) ;
}

// stampamo niske po grupama
for (int i = 0; i < grupe.size(); i++){
cout << "Grupa broj " << i << endl;
for (int j = 0; j < grupelil.size(); j++)
cout << niske[grupel[i] [j]] << " ";



cout << endl;

int main(){
vector<string> reci = { "ana", "a", "dvorana", "ana", "banana",
"ana", "kopakabana", "banana"};

grupisilsteNiske(reci) ;
return O;

}

Problem: Za datu nisku s i date indekse ¢ i j, prona¢i hes vrednost segmenta
s[i..j] polazne niske (podniske susednih karaktera polazne niske s od pozicije 4
zakljuéno sa pozicijom j).

Prema definiciji polinomijalne hes funkcije vazi:

h(sfi..j]) = (s[i]+s[i+1]-p+...4+s[j]-p"%) mod m

= (sl P mod m 1)

k=i

Ukoliko obe strane jednakosti pomnozimo sa p’ dobijamo:

J

Msliog) - = (3 slk]-p) mod m
k=i
= (h(s[0..5]) = A(s[0..i — 1])) mod m (2)

Stoga ako znamo hes vrednost svih prefiksa date niske s, mozemo na osnovu
jednacine (2) izracunati he$ vrednost proizvoljnog segmenta niske s. Ova tehnika
odgovara rac¢unanju zbira elemenata proizvoljnog segmenta niza brojeva kao
razlike odgovarajué¢ih prefiksnih suma. Niz hes§ vrednosti svih prefiksa niske s
racunamo inkrementalno u vremenskoj slozenosti O(n), gde je n duzina niske s.

Primetimo da je za racunanje vrednosti hes funkcije nekog segmenta prema
formuli (2) potrebno izvrsiti deljenje izraza h(s[0..5]) — h(s[0..¢ — 1]) vrednoséu
p* po modulu m. Za to je potrebno odrediti multiplikativni inverz broja p’ po
modulu m, odnosno broj z tako da vazi p' -z = 1 (mod m), a zatim izvrsiti
mnozenje izraza h(s[0..5]) — h(s[0..i — 1]) inverzom z. Moze se za svako p’
gde je 0 < i@ < n unapred izracunati vrednosti mutliplikativnog inverza po
modulu m (podsetimo se da je rac¢unanje multiplikativnog inverza broja po
modulu m slozenosti O(logm)). Primetimo jos$ i to da ako je broj m prost,
kako smo na pocetku i pretpostavili, da po maloj Fermaovoj teoremi vazi da
je a™ 1 =1 (mod m), odnosno multiplikativni inverz proizvoljnog broja a po



modulu m je a™ 2. Dakle, ako su unapred poznate he§ vrednosti svih prefiksa
niske s i vrednosti multiplikativnog inverza broja p?,1 < i < n po modulu m,
izracunavanje hes vrednosti proizvoljnog segmenta polazne niske moze se na
osnovu formule (2) izvrsiti u vremenu O(1). Primetimo da je faza preprociranja
koja se sastoji od racunanja he$ vrednosti svih prefiksa niske i vrednosti inverza
broja p' za svako i vremenske slozenosti O(n).

int p = 31;
long long m = 1e9 + 9;

// stepeni broja p % njihovti inverzi po modulu m
vector<long long> pStepen, invpStepen;

// hesh wvrednosti svih prefiksa niske
vector<long long> heshPr;

// funkcija za mnozenje po modulu m

long long puta_mod(long long a, long long b, long long m){
return ((a % m) * (b % m)) % m;

}

// funkcija za brzo stepenovanje po modulu m
long long stepen_mod(long long a, long long b, long long m) {
if (b == 0)
return 1;
long long rez = stepen_mod(a, b / 2, m);
rez = puta_mod(rez, rez, m);

if (b % 2)
return puta_mod(rez, a, m);
else

return rez;
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// racunanje inverza koriscenjem male Fermaove teoreme
long long modInverz(long long a, long long m){
return stepen_mod(a, m - 2, m);

}
void obradiStepeneBrojaP(int n){

pStepen.resize(n);
invpStepen.resize(n);

// racunamo stepeme broja p t inverze stepena broja p
pStepen[0] = 1;
invpStepen[0] 1;

for(int i = 1; i < n; i++){



pStepen[i] = (pStepenl[i-1] * p) % m;
invpStepen[i] = modInverz(pStepen[i], m);
}
}

void izracunajHeshevePrefiksa(string s){

int n = s.size();
heshPr.resize(n+1,0);
// racunamo hesheve svih prefiksa datog stringa
for(int 1 = 0; i < n; i++)
heshPr[i+1] = (heshPr[i] + (s[i]l-'a'+1) * pStepen[i]) % m;
}

long long heshVrSegmenta(string const& s, int i, int j){

int n = s.size();

// hesh wvrednost segmenta racunamo na osnovu hesh vrednosti prefiksa

long long hesh = puta_mod((heshPr[j+1] - heshPr[i] + m) % m, invpStepen[i], m);
return hesh;

}
int main(){

string rec = '"banana';
int n = rec.size();

obradiStepeneBrojaP(n) ;
izracunajHeshevePrefiksa(rec) ;

int i, j;

int k, 1;

cout << "Unesi indeks pocetka i kraja segmenta" << endl;

cin >> i >> j;

long long hesh = heshVrSegmenta(rec,i,j);

cout << "Hesh vrednost segmenta " << rec.substr(i,j-i+1) << " je: " << hesh << endl;
return 0O;

}

Problem: Data je niska s duzine n, koja se sastoji samo od malih slova engleske
abecede. Izracunati broj razli¢itih segmenata ove niske algoritmom slozenosti
O(n?logn).

Na primer ako je niska s jednaka ananas, onda postoji tri razli¢ita segmenta
duzine 1: a, n i s, tri razlicita segmenta duzine 2: an, na i as, tri razlic¢ita
segmenta duzine 3: ana, nan i nas, tri razli¢ita segmenta duzine 4: anan, nana,
anas, dva razliCita segmenta duzine 5: anana, nanas i jedan segment duzine 6:



ananas, te niska s ima ukupno 3 + 3 + 3 + 3 + 2 + 1 = 15 razli¢itih segmenata.

Potrebno je porediti samo segmente istih duzina jer oni mogu biti medusobno
jednaki. Umesto da izracunavamo i uporedimo tacne hes vrednosti dva seg-
menta iste duzine racunanjem modularnog multiplikativnog inverza, dovoljno je
izraCunati he$ vrednosti segmenata pomnozene nekim (istim) stepenom broja p.
Pretpostavimo da imamo izracunate hes vrednosti dva segmenta, jednog pom-
nozenog sa p', a drugog sa p’. Ako je cilj uporediti na jednakost he§ vrednosti ova
dva segmenta, onda ako je i < j mozemo pomnoziti prvu hes vrednost sa p/ ¢,
a inade drugu sa p'~7, i na ovaj na¢in dobijamo obe he§ vrednosti pomnoZene
istim stepenom broja p i mozemo uporediti ove dve vrednosti bez potrebe za
ra¢unanjem modularnog multiplikativnog inverza stepena broja p.

Razmotrimo na primer segmente s[2..4] i s[5..7] duzine 3 niske s. Iz jednacine
(2) sledi:

h1 = h(S[
hg = h(S[

.A4]) - p* = h(s[0..4]) — h(s[0..1]) mod m
7)) - p° = h(s[0..7]) — h(s[0..4]) mod m

Umesto da rac¢unamo multiplikativne inverze brojeva p? i p°, mozemo porediti
vrednosti hy - p°~2 1 ho.

Dakle, prolazi¢emo redom kroz sve moguée duzine [ = 1,2,...,n segmenata i
konstruisati niz hes vrednosti svih segmenata duzine [ koji su pomnozeni nekim
(istim, maksimalnim) stepenom broja p. Broj razli¢itih elemenata u nizu jednak
je zbiru broja razli¢itih segmenata duzine [ u niski, za svako moguce I.

int izbrojRazliciteSegmente(const string &s){
int n = s.size();
int p = 31;
int m 1e9 + 9;

// racunamo stepene broja p po modulu m
vector<long long> pStepen(n);
pStepen[0] = 1;
for(int i = 1; i < n; i++)

pStepen[i] = (pStepenl[i-1] * p) % m;

// racunamo hesh vrednosti svih prefiksa date niske
vector<long long> h(n+1,0);
for(int i = 0; i < n; i++)

h[i+1] = (h[i] + (s[i] - 'a' + 1) * pStepen[i]) % m;

// broj razlicitih segmenata
int brSegmenata = 0O;
// za svaku mogucu duzinu segmenta



for(int 1 = 1; 1 <= n; 1++){
// skup hesh vrednosti segmenata duzine 1l pommnozenih sa p {n-1}
set<long long> heshevi_duzine_1;
// prolazimo kroz sve segmente duzine 1
for (int 1 = 0; i <= n - 1; i++){
// hesh vrednost segmenta racunamo
// kao razliku hes vrednosti odgovarajuctih prefiksa
long long hTekuce = (h[i+1] - h[i] + m) % m;
// racunamo hes vrednost segmenta pomnozenu sa p {n-1} po modulu m
// tako sto je mmozimo sa p {n-i-1F}
hTekuce = (hTekuce * pStepen[n - i - 1]) % m;
// hesh wvrednost dodajemo u skup,

// isti segmenti imace istu hesh vrednost pa se nece dva puta racunati

heshevi_duzine_1.insert (hTekuce) ;
}
brSegmenata += heshevi_duzine_l.size();
¥

return brSegmenata;
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int main(){
string rec = "banana';
int broj = izbrojRazliciteSegmente(rec);
cout << "Broj razlicitih segmenata reci " << rec
<< " je: " << broj << endl;
return 0O;

}

Primetimo da se prilikom ra¢unanja proizvoda hes vrednosti segmenta i vrednosti
p"~! po modulu m mnoZe dve vrednosti iz opsega [0,m) te da ne bi bilo
prekoracenja prilikom rac¢unanja ovog proizvoda vrednost parametra m biramo

tako da m - m staje u 64-bitni ceo broj.

Operacije za rad sa uredenim skupom su slozenosti O(logn), a razli¢itih segme-
nata ima ukupno O(n?), te slozenost ovog algoritma iznosi O(n?logn), gde je n
duzina date niske.

Za vezbu ostavljamo naredni problem.

Problem: Za datu nisku s izracunati najduzu nisku koja se javlja bar dva puta
kao segment niske s.

Obrada kolizija

Prethodno definisana polinomijalna hes funkcija je ¢esto dovoljno dobra i prilikom
testiranja ne dolazi do kolizije. Na primer, za odabir vrednosti parametra m =
10% + 9 verovatnoéa da dode do kolizije je samo 1/m = 102, pod pretpostavkom



da su sve hes vrednosti jednako verovatne. Medutim, ukoliko nisku s poredimo
sa 10% razli¢itih niski, verovatnoéa da dode do bar jedne kolizije iznosi oko
10 - 1072 = 1073, dok ako poredimo 10¢ niski medusobno verovatnoéa da dode
do bar jedne kolizije je 1. Poslednji od pomenutih scenarija poznat je pod
nazivom rodendanski paradoks (eng. birthday paradox) i odnosi se na sledeéi
kontekst: ako se u jednoj sobi nalazi n osoba, verovatnoé¢a da neke dve osobe
imaju rodendan istog dana za n = 23 iznosi oko 50%, dok za n = 70 ona iznosi
¢ak 99.9%.

Postoji jednostavni trik kojim se moze smanjiti verovatnoca da do kolizije dode
— rac¢unanjem vrednosti dve razlic¢ite hes funkcije (Sta vise, moze se iskoristiti i
ista hes funkcija za razlid¢ite vrednosti parametara p i/ili m). Ako je vrednot
parametra m oko 10° za obe he§ funkcije, onda je ovo uporedivo sa kori$éenjem
jedne hes funkcije za vrednost parametra m koja je priblizno jednaka 10'8. Sada,
ako poredimo 10° niski medusobno, verovatnoéa da dode do kolizije smanjiée se
na (10°-10%) - 10718 = 1076,

U jeziku C++ na raspolaganju nam je i struktura hash koja se moze upotrebiti
za ra¢unanje he$ vrednosti niski (ali i hes vrednosti ostalih osnovnih tipova
podataka).

hash<string> h;
cout << h("abrakadabra") << endl;

z-algoritam

z-niz (eng. z-array, z-function) niske s duzine n sadrzi na poziciji k = 0,1,...,n—
1 duzinu najduzeg segmenta niske s koji pocinje na poziciji k i prefiks je niske s.
Dakle, ako vaZi z[k] = p onda se niska s[0..p— 1] poklapa sa niskom s[k..k+p—1],
i karakteri s[p|] i s[k + p| su razli¢iti ili je pak niska s duzine k + p. Segment
unutar niske koji se preklapa sa nekim prefiksom date niske nazivamo i z-kutija
(eng. z-box). Primer z-kutije ilustrovan je na slici 1. Na poziciji ¢ ne postoji
z-kutija ako je vrednost z[i] = 0.

l011]1213141516171819]10]|
[AIBICIXIXIXIAIBIYIY| Y|

z-kutija
Slika 1: Tlustracija z-kutije.

Mnogi problemi nad niskama mogu se efikasno resiti koris¢enjem z-niza; na
primer, traZenje uzorka u tekstu, kompresija niske (u smislu odredivanja najkrace
niske takve da se polazna niska moze predstaviti nadovezivanjem te niske odreden
broj puta), itd. Vrednost niza z na poziciji 0 jednaka je duzini niske jer je
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kompletna niska uvek prefiks same sebe, medutim ta vrednost ovde neée biti od
znacaja.

z-niz niske ACBACDACBACBACDA prikazan je na slici 2.

[0111213141516171819110111112|13|14]15]|
[AICIBIAICIDIAICIBIAlI CI Bl Al C| DI Al
[-l1olol2l0lol&l0l0I7] O Ol 2| Ol Ol 1|

Slika 2: Tlustracija z-niza.

Vrednost z[6] = 5 oznacava da je segment ACBAC (koji pocinje na poziciji 6 i
duzine je 5) prefiks niske s, dok segment ACBACB (koji podinje na istoj poziciji i
duzine je 6) nije.

Ostaje pitanje kako konstruisati z-niz za datu nisku. Direktno resenje bi se
sastojalo u tome da se za svaki indeks iznova trazi pozicija najduzeg poklapajuéeg
prefiksa niske koji pocinje na tekucoj poziciji u niski. Ovo resenje bi imalo dve
ugnjezdene petlje i bilo bi sloZenosti O(n?).

vector<int> izracunajZNizTrivijalno(string s) {
int n = s.size();
// inicijalizujemo sve vrednosti z-niza na 0
vector<int> z(n,0);

for (int i = 1; i < n; i++) {
// sve dok ne tzademo %1z opsega niske
// 1 odgovarajuéti karakteri se poklapaju
while (i + z[i] < n && s[z[i]] == s[i+z[i]]){
// tinkrementiramo vrednost z-niza na odgovarajucoj pozictji
z[i]++;
X
}
return z;

}

z-algoritam (eng. z-algorithm) je algoritam za konstrukciju z-niza sloZenosti
O(n). U njemu se vrednosti z-niza izraCunavaju iterativno, sleva nadesno, na
osnovu prethodno izracunatih vrednosti niza z.

U algoritmu se odrzava najdesniji opseg indeksa [I, d] za koji vazi da se segment
s[l..d] poklapa sa nekim prefiksom niske s (najdesnija z-kutija). Cinjenicu da je
prefiks s[0..d — [] jednak segmentu s[..d] koristimo za ra¢unanje vrednosti z-niza
na pozicijama [ + 1,1+ 2,...,d.
Dakle, za tekudi indeks ¢ za koji treba izracunati vrednost z[i] moguca su dva
slucaja:
e i > d — tekuda pozicija je van opsega [l,d] koji smo obradili, te nemamo
nikakvih informacija o poziciji i. Stoga vrednost z[i] ra¢unamo trivijalnim
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algoritmom, tj. poredenjem karakter po karakter pocev od pozicija i i 0;

I < i < d - tekuéa pozicija je unutar poklopljenog segmenta [I, d] te mozemo
iskoristiti veé izracunate vrednosti z-niza za inicijalizaciju vrednosti z[i]
(umesto da krec¢emo od vrednosti 0). Naime segmenti s[l..d] i s[0..d — ] se
poklapaju, pa posto je I < i < d poklapaju se i segmenti s[i..d] i s[i—1..d—I]
pa prilikom ra¢unanja vrednosti z[i] mozemo krenuti od vrednosti z[i — ]
koja je veé izracunata (slika 3). Medutim, vrednost z[i — ] u nekim
slucajevima moze biti prevelika, jer kada se primeni na poziciju ¢ moze
da prevazide vrednost indeksa d, a to nije dobro jer mi ne znamo nista o
karakterima niske nakon pozicije d. Recimo, u primeru prikazanom na slici
4 z[i] ne bi bilo ispravno postaviti na z[i — [] = 3 jer bi nas to izvelo van
granica opsega [l,d]. Dakle, maksimalna duzina poklopljenog dela moze
biti jednaka broju karaktera od tekuée pozicije ¢ do poslednje pregledane
pozicije d, a to je d — i + 1. Stoga se za pocetnu vrednost z[i] postavlja
zo[t] = min{d — i + 1, z[¢ — I]}. Nakon toga utvrdujemo da li se vrednost
z[i] moze povedati pokretanjem trivijalnog algoritma.

Slika 3: Poklapanje segmenata [0,d — ] i [l, d] povlaéi i poklapanje segmenata
[i —1,d —1] i [i,d] te za racunanje vrednosti z[i] moZemo iskoristiti vrednost
z[i —1].
_____________________________ z-kutija_______
| | | |
01 1] [i-1| [d-1| [ 1| i1 dl
Al BICIXI|AIBI|CI Al BICIXI|AIBIF]I

Slika 4: Tlustracija slucaja kada vrednost i + z[i — | pravazilazi desni kraj z-kutije

d.

Dakle, algoritam se deli na dva sluc¢aja koji se razlikuju samo po inicijalizaciji
vrednosti z[¢] nakon Cega se postupak svodi na primenu trivijalnog algoritma.
Ukoliko dode do poklapanja dela niske pocev od pozicije ¢ sa nekim prefiksom
date niske i ako je desna granica preklopljenog segmenta veéa od prethodne

vredn

osti desne granice (i + z[i] — 1 > d) aZuriramo opseg [I, d].

Razmotrimo implementaciju z-algoritma.

// funkcija koja izracunava sve elemente z-niza
vector<int> izracunajZNiz(const string &s) {
int n = s.size();

/7

intctijalizujemo sve vrednosti z-niza na 0
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vector<int> z(n,0);
int 1 = 0;
int d = 0;

for (int i = 1; i < n; i++) {
// ako je tekuca pozicija unutar opsega [l,d]
// koristimo prethodno izracunatu vrednost za inicijalizaciju
if (1 <= d)
z[i] = min(d - i + 1, z[i-1]1);

// preskacemo proveru karaktera od pozicije © do pozicije itz[i]-1;
// od pozicije i+z[i] poredimo karakter po karakter u niskt
// 1 sve dok se karakteri poklapaju povecavamo vrednost z[i]
while (i + z[i] < n && s[z[i]] == s[i+z[i]])
z[i]++;

// ako je mova vrednost desnog kraja z-kutije
// wveca od prethodne vrednosti, azuriramo interval [1l,d]
if (4 + z[i] - 1 > d){
1 =1i;
d=1i+ z[i] - 1;
}

}

return z;

int main(){

}

string niz = "ACBACDACBACBACDA";
int n = niz.size();

vector<int> zNiz = izracunajZNiz(niz);

cout << '"z-niz date niske je ";

for (int i = 0; i < n; i++){
cout << zNiz[i] << " ";

}

cout << endl;
return 0O;

Primer: Razmotrimo konstrukciju z-niza za nisku ACBACDACBACBACDA.

Na pocetku, opseg [I,d] = [0,0] te vrednosti z-niza na pozicijama 1, 2 i 3
ra¢unamo trivijalnim algoritmom i dobijamo z[1] = z[2] = 0, 2[3] = 2. Nakon
izra¢unate vrednosti z[3] azuriramo opseg [I,d] = [3,4] (slika ?7?).

Nakon toga, vrednost z-niza na poziciji ¢ = 4 dobijamo na osnovu vrednosti
z[4] = z[i — 1] = 2[4 — 3] = z[1] = 0. Vrednosti z[5] i z[6] dobijamo pokretanjem
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1d
||
10111213141516171819110111]112113|14]15]
[AICIBIAICIDIAICIBIAI CI Bl Al C| DI Al
[-l1olol2lzlzlzl?l?l?l 2| 2| 2| 2| 2| 7|

Slika 5: RaCunanje prve tri vrednosti z-niza.

trivijalnog algoritma (jer za i =514 =61d =4 vaZi i > d) i dobijamo z[5] = 0,
a z[6] = 5. Posto za ¢ = 6 vazi i + 2[i] —1 =6+ 5 — 1 = 10, desna granica
tekuée z-kutije je veéa od prethodne vrednosti 4, pa tekudi [I, d] opseg najdesnije
z-kutije postaje [6,10] (slika 6).

[0111213141516171819110111[12[13]14]|15]
[AICIBIAICIDIAICIBIAl C| Bl Al C| DI Al
[-1olol2l0lol5l?]?l?] 21 2| 2| 2| 7| 7|

Slika 6: Racunanje naredne tri vrednosti z-niza.

Nakon ovog koraka, mozemo efikasno izra¢unati naredne vrednosti z-niza, jer
znamo da su niske s[0..4] i s[6..10] jednake. Najpre, s obzirom da je z[1] = z[2] = 0
dobijamo i da je z[7] = z[8] = 0 (slika 7). Nakon toga, posto je z[3] = 2 i
d—i4+1=10—-9+ 1 =2, znamo da je z[9] > 2. Posto nemamo informacije
o karakterima niske nakon pozicije 10, poredimo segmente dalje karakter po
karakter.

[0111213141516171819110111112/13]14[15]|
[AICIBIAICIDIAICIBIAl C| Bl Al C| DI Al
[-10l0l2l0lol5l0l0l?] 2| 2| 2| 7| 7| 7|

Slika 7: RaCunanje naredne dve vrednosti z-niza.

Ispostavlja se da je z[9] = 7. PoStozai=9vazii+z[i{]—1=94+7—-1=15,
desna granica tekuce z-kutije je veéa od prethodne vrednosti 10, pa je novi [, d]
opseg jednak [9, 15] (slika 8).

[0111213141516171819110111112/13]14[15]|
[AICIBIAICIDIAICIBIAI CI Bl Al Cl DI Al
[-1olol2lololsl0l0I7] 2| 2| 2| 2| 2| 7|

Slika 8: RaCunanje vrednosti na poziciji 9 z-niza i nove z-kutije.
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Nakon ovoga, sve preostale vrednosti z-niza mogu se odrediti na osnovu infor-
macija koje se ve¢ nalaze u z-nizu (slika 9).

[0111213141516171819110111112]13|14[15]|
[AICIBIAICIDIAICIBIAI CI Bl Al CI| DI Al
[-1olol2lololsl0l0I71 Ol Ol 21 Ol Ol 1|

Slika 9: Racunanje poslednjih nekoliko elemenata z-niza.

Pokazimo da je prikazani algoritam linearne vremenske slozenosti, iako sadrzi
dve ugnjezdene petlje. Naime, nakon svakog neuspesnog poredenja karaktera,
tekuéa iteracija for petlje se zavrsava, a ukupan broj iteracija spoljasnje for
petlje je n. Stoga ukupno mozemo imati najvise n nepoklapanja karaktera. Svaki
karakter niske s koji se uspesno poklopi u unutrasnjoj while petlji se vise nikada
ne poredi, te je i broj uspesno poklopljenih karaktera maksimalno n. Dakle, u
svim iteracijama spoljasnje for petlje ukupan broj izvrSavanja unutrasnje while
petlje je reda O(n), te je ukupna slozenost algoritma O(n).

Formalno gledano, moglo bi se pokazati da svaka iteracija unutrasnje while petlje
povecava desnu granicu segmenta d najdesnije z-kutije. Posto je maksimalna
vrednost za d jednaka n — 1, a pocetna je jednaka 0, dobijamo da se unutrasnja
petlja nece izvrsiti vise od n — 1 puta.

Cesto se prilikom resavanja nekog problema nad niskama javlja izbor da li koristiti
hesiranje niski ili z-niz. Za razliku od hesiranja, z-algoritam za konstrukciju
z-niza ima zagarantovanu korektnost i ne postoji rizik da dode do kolizije, ali
je nesto tezi za implementaciju. Medutim, postoje neki problemi koji se mogu
resiti iskljucivo koriséenjem hesiranja.

Trazenje uzorka u tekstu

Neka su T =tot1...th_11 P =pop1...pm_1 dve niske iz konacne azbuke. Za
prvu od njih (koja je po pravilu duza) reéi éemo da je *tekst* (eng. text), a
za drugu da je wzorak (eng. pattern). Segment niske T' je niska t;t;41...t;
uzastopnih karaktera iz T.

Problem: Za dati tekst T' = tgty...t,_1 i uzorak P = pgp1 ... pm_1 ustanoviti
da li postoji segment niske T jednak P, a ako postoji, pronaé¢i sva njegova
pojavljivanja u tekstu.

Tipi¢na situacija u kojoj se nailazi na ovaj problem je kad se neka rec¢ trazi u
tekstualnoj datoteci. Problem trazenja uzorka u tekstu ima primenu i u raznim
drugim oblastima, na primer u molekularnoj biologiji, gde je ¢esto potrebno
pronadi neke uzorke u okviru velikih molekula RNK ili DNK.
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Naivni algoritam

Direktni algoritam za trazenje uzorka u tekstu bi poredio uzorak P sa svim
mogué¢im segmentima tgtx41 ... tgrm—1 teksta T duzine m, za k =0,1,...,n —
m + 1. Uporedivanje uzorka sa segmentom vrsi se karakter po karakter sleva
udesno, sve dok se ne ustanovi da su svi karakteri uzorka jednaki odgovarajuéim
karakterima segmenta (u tom trenutku prekida se dalje pregledanje segmenta)
ili dok se ne naide na neslaganje karaktera, odnosno kada se desi p; # tx4;—1 za
neko ¢, 0 < i <m — 1 (slika 10).

j=k+i-1
!
to ... th ... t U R S
po .. i N
T

Slika 10: Ilustracija algoritma grube sile za trazenje uzorka u tekstu.

U drugom slucaju uzorak se “pomera” za jedan karakter udesno, odnosno
nastavlja se sa proverom jednakosti karaktera py sa karakterom tjy;. Broj
uporedivanja karaktera je u najgorem slucaju reda mn (mada ée se u praksi ¢esto
mnogo brZe naiéi na neslaganje uzorka i teksta), pa je sloZenost ovog algoritma
O(mn) u najgorem slucaju.

// algoritam grube sile za trazenje uzorka u tekstu
void pronadji(const string& uzorak, const string& tekst)
{

int m = uzorak.size();

int n = tekst.size();

int postoji = 0;
// za sve moguce pocetke pojavljivanja uzorka u tekstu
for (int 1 = 0; i <= n - m; i++) {

int j;

// preklapamo karaktere teksta i uzorka

// dok me mnaidjemo na neslaganje

for (j = 0; j < m; j++)

if (tekst[i+j] != uzorak[jl)
break;

// ako je j stiglo do m, to znacti da je pronadjen
// kompletan uzorak u tekstu
if (5 == m{
// bar jednom je uzorak pronadjen u tekstu
postoji = 1;
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cout << "Uzorak je pronadjen na poziciji " << i << endl;
}
}
if (!postoji)
cout << "Uzorak se ne nalazi u tekstu" << endl;

}

int main()

{
string tekst = "abrakadabra";
string uzorak = "ra'";
pronadji(uzorak, tekst);
return 0;

}

Razmotrimo primer teksta aaaaaaaaaaaaaa i uzorka aaaaab. Naivni algoritam
bi uspesno poklopio prvih m — 1 karaktera uzorka sa prvih m — 1 karaktera
teksta i onda detektovao neslaganje na poslednjem karakteru uzorka. Nakon
toga bi se uzorak pomerio za jedno mesto udesno u odnosu na tekst i ponovo bi
se uspesno poklopilo prvih m —1 karaktera uzorka sa odgovaraju¢im karakterima
teksta, dok bi se na poslednjem karakteru uzorka detektovala razlika. Identican
scenario bi se ponavljao sve do kraja izvrSavanja algoritma. U ovom slucaju broj
poredenja karaktera je reda mn.

Rabin-Karpov algoritam

Rabin i Karp su 1987. godine predlozili algoritam koji resava problem trazenja
uzorka u tekstu koriséenjem tehnike hesiranja niski. Ideja algoritma je sledeca:
najpre se izracunava hes vrednost uzorka P duzine m i hes$ vrednosti svih prefiksa
teksta T. Na osnovu hes vrednosti svih prefiksa teksta, moguce je u vremenu
O(1) izraCunati hes vrednost proizvoljnog segmenta, a zatim i uporediti hes
vrednosti proizvoljnog segmenta niske 7" duzine m sa niskom P i to u vremenu
O(1). Izrac¢unavanje he$ vrednosti uzorka je slozenosti O(m), izraGunavanje hes
vrednosti svih prefiksa date niske je slozenosti O(n), dok je ukupna sloZenost
poredenja svakog segmenta teksta T' duzine m sa uzorkom O(n). Stoga, ukupna
slozenost Rabin-Karpovog algoritma iznosi O(n + m).

// Rabin-Karpov algoritam za trazenje uzorka u tekstu
void rabinKarp(const string &uzorak, const string &tekst){

int M = uzorak.size();

int N = tekst.size();
int p = 31;
int m = 1e9 + 9;

// racunamo stepene broja p po modulu m
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vector<long long> pStepen(max(M,N));

pStepen[0] = 1;

for(int i = 1; i < pStepen.size(); i++)
pStepen[i] = (pStepen[i-1] * p) % m;

// racunamo inkrementalno hesh vrednosti svih prefiksa datog teksta
vector<long long> heshPr(N+1,0);
for(int i = 0; i < N; i++)

heshPr[i+1] = (heshPr[i] + (tekst[i] - 'a' + 1) * pStepen[i]) % m;

// racunamo hesh vrednost datog uzorka
long long heshUzorka = 0;
for(int i = 0; i < M; i++)
heshUzorka = (heshUzorka + (uzorak[i] - 'a' + 1) * pStepen[i]) ¥ m;
// vektor pocetnog indeksa pojavljivanja uzorka u tekstu
vector<int> pojave;
for (int 1 = 0; i <= N - M; i++){
// racunamo hesh vrednostt segmenta duzine M koji pocinje na poziciji 1
long long hTekuce = (heshPr[i+M] - heshPr[i] + m) % m;
// ako se poklapaju hesh vrednosti segmenta teksta % uzorka pomnozene
// istim stepenom broja p, pamtimo indeks %
if (hTekuce == (heshUzorka * pStepen[i]) % m)
pojave.push_back(i);
3
if (pojave.size()){
cout << "Uzorak se u tekstu pojavljuje na pozicijama: ";
for (int i = 0; i < pojave.size(); i++)
cout << pojave[i] << " ";

3
else
cout << "Uzorak se ne javlja u tekstu" << endl;

}
int main(){

string tekst = "banana';

string uzorak = "ana'";

rabinKarp(uzorak, tekst);

return O;
X

Algoritam zasnovan na z-nizu

Nekada se prilikom obrade niski konstruise jedna duza niska koja se sastoji
od veceg broja niski razdvojenih specijalnim karakterima. To je sluc¢aj i kod
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algoritma trazenja uzorka u tekstu zasnovanog na z-nizu. Naime, u ovom
slucaju mozemo konstruisati nisku P#T, gde su uzorak P i tekst T razdvojeni
specijalnim karakterom # koji se ne javlja u niskama P i T'. z-niz niske P#T
nam moze ukazati na to gde se u tekstu T pojavljuje uzorak P jer ¢e takve
pozicije imati z-vrednost jednaku duzini uzorka P.

Na primer, ako je P = ra, a T = abrakadabra, z-niz niske P#T ima sledec¢i
sadrzaj:

[0111213141516171819110[11]112]13]
Irlal#lalblrlalklald]l al bl r| al
[-1olololol2lolololol ol ol 21 Of

Slika 11: Algoritam trazenja uzorka u tekstu zasnovan na z-nizu.

Vrednosti z-niza na pozicijama 5 i 12 jednake su 2, odnosno duzini uzorka sto
nam govori da se pocev od ovih pozicija u tekstu T javlja uzorak P. Slozenost
ovog algoritma je O(m + n), gde je m duzina uzorka, a n duzina teksta, jer se
algoritam svodi na konstrukciju z-niza (Sto smo videli da je linearne slozenosti u
odnosu na duzinu niza) i prolazak kroz njegove vrednosti.

vector<int> izracunajZNiz(string s) {
int n = s.size();
vector<int> z(n);
int 1 = 0;
int d = 0;
for (dnt i = 1; i < n; i++) {
// ako je tekuca pozicija unutar segmenta [l,d]
// koristimo prethodno izracunatu vrednost za inicijalizaciju
if (1 <= 4)
z[i] = min(d-i+1,z[i-1]);
// poredimo karakter po karakter u niski
while (i + z[i] < n && s[z[i]l] == s[i + z[i]l])
z[i]++;
// ako je mova vrednost desmog kraja intervala preklapanja
// wveca od prethodne vrednosti, azuriramo interval [1,d]
if @+ z[i] - 1> DA

1=1;
d=1+ z[i] - 1;
}
}
return z;
}

int main(){

string tekst = "banana';
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string uzorak = "ana'";
string zajedno = uzorak + "#" + tekst;
int n = zajedno.size();
int m = uzorak.size();

vector<int> zNiz = izracunajZNiz(zajedno);
for (int i = 0; i < n; i++){
if (zNiz[i] == m)
cout << "Uzorak se javlja u tekstu na pocev od pozicije
<< i - m- 1 << endl;

n

}

return O;
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