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Predgovor

Ova knjiga je udzbenik za kurs Geometrija, na drugoj godini smera Infor-
matika, Matematickog fakulteta, Univerziteta u Beogradu. Autori su predavaci
na tom kursu od 2006. godine.

Tokom svih ovih godina kurs se menjao i evoluirao, tako da je njegov sadasnji
sadrzaj predstavljen sa prvih osam poglavlja knjige. U poglavljima Izometrije i
Krive i poursi ima zahtevnijeg sadrzaja koji prevazilazi okvire kursa Geometrija.

Deo knjige koji smo nazvali Dodatak, sadrzi odreden broj izbornih tema.
Neke od tih tema, a i mnoge druge, bile su teme studentskih seminarskih radova
i programerskih projekata. Te napredne teme su pogodne i za srednje napredan
kurs primenjene geometrije na nivou master ili doktorskih studija.

Knjigu mogu koristiti svi oni kojima su potrebna znanja iz prakti¢ne geome-
trije, ukoliko imaju neka osnovna matematicka predznanja (na primer na nivou
gimnazijske matematike). Dakle, pretpostavljamo da ¢italac ima osnovna zna-
nja iz elementarne geometrije, trigonometrijskih funkcija, linearne algebre i di-
ferencijalnog rac¢una, a ako ih nema, upucujemo ga na odgovarajucu literaturu.

Cilj nam je bio da geometriju predstavimo na nacin koji je pogodan za
implementaciju na ra¢unaru, sa manje formalizma, a viSe primera. Kad god je to
bilo pogodno, pokusali smo da vidimo geometriju kroz primere iz svakodnevnog
zivota. Neke od tema su izvan granica geometrije i zalaze u topologiju, analizu,
mehaniku ili statiku. Hteli smo da ¢italac razume da su matematicke discipline i
njihove primene medusobno povezane. Cesto je za pravljenje neke matematicke
simulacije neophodno i dobro poznavanje fizike.

U prvoj glavi uvodimo vektore u euklidskoj ravni i prostoru geometrijski —
kao klase ekvivalencije usmerenih duzi koje imaju isti pravac, smer i intenzitet.
Definisemo koordinate tacaka i vektora, kao i transformacije koordinatnih si-
stema. Veoma mnogo paznje je posveéeno skalarnom, vektorskom i meSovitom
proizvodu i njihovim primenama: Odredivanje orijentacije i povrsine trougla,
da li tacka pripada trouglu, zapreminama tela. .. Orijentacija u ravni i prostoru
je uvedena intuitivno, ali pazljivo, i §to ¢e Citalac verovatno zapaziti — vrlo
relativno.

Druga glava predstavlja kratak pregled analiticke geometrije ravni: Pravih,
polupravih, duzi, krugova i konusnih preseka, tj. krivih drugog reda. Istaknuto
je parametarsko zadavanje objekata, jer je ono u primenama korisnije od im-
plicitnog. Detaljno se razmatraju osobine konusnih preseka: Elipse, hiperbole
i parabole, koje su vazne u geometriji i primenama. Ipak, u cilju smanjenja
obima kursa, to poglavlje, kao i poglavlje koje se odnosi na krive drugog reda,
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moze da se izostavi.

Treca glava sadrzi neke osnovne elemente racunarske geometrije i bavi se pro-
ucavanjem poligona. DefiniSemo unutrasnjost i triangulaciju prostog poligona
i dajemo konkretne nacine za njihovo odredivanje. Takode, izvodimo formulu
za povrsinu prostog poligona, §to je u literaturi veoma tesko naéi u korektnom
obliku. Opisujemo i algoritme za konveksni omota¢ i Delonijevu triangulaciju
skupa tacaka ravni.

Cetvrta glava je posvecena analititkom zadavanju pravih, duzi, ravni u tro-
dimenzionom euklidskom prostoru i njihovim medusobnim odnosima. Iako je
geometrijski vazno, poglavlje o mimoilaznim pravama nije toliko znacajno u
racunarstvu, pa ga ¢italac ne mora detaljno proucavati.

U petoj glavi formalno uvodimo afina preslikavanja u proizvoljnoj dimenziji.
Koga taj formalizam ne interesuje, moze odmah da prede na preslikavanja u
ravni. Predstavljanje afinih preslikavanja matricama je lako, ali nije ocigledno.
Posto ima veliku primenu u rac¢unarstvu, treba mu posvetiti mnogo paznje, kao
i konkretnim primerima afinih preslikavanja ravni.

Izometrijama smo posvetili Sestu glavu. Poglavlje o izometrijama ravni je
jednostavno i preporucujemo ga za prvo Citanje. Ostatak ove glave je za napred-
nije studente ili kao referenca onima koji se bave ra¢unarskom grafikom. Radi
matematicke potpunosti, dokazujemo da je svaka izometrija euklidskog prostora
afino preslikavanje i karakteriSemo afine izometrije. Izometrijama prostora, ro-
tacijama i Ojlerovim uglovima smo posvetili posebnu paznju jer je kompletne
literature na ovu temu malo, a primene u robotici i ra¢unarskoj grafici su brojne.
Kao dodatna tema, moze se koristiti poglavlje Kvaternioni i izometrije prostora

iz Dodatka.

Sedma glava je posveéena poliedarskim povrSima koje predstavljaju vazan
nacin predstavljanja prostornih objekata u raznim oblastima primena. Ne ula-
zeéi u tehnicke detalje, skoncentrisali smo se na neke jednostavne geometrijske
i topoloske pojmove: Povezanost, rub, orijentabilnost. Pri tome, mnoge ¢inje-
nice za koje su potrebni objekti i metode topologije nisu strogo definisane, niti
dokazane.

Osma glava odnosi se na najosnovnije pojmove u vezi parametrizovanih kri-
vih i povrsi. Delovi ovog poglavlja, kao §to su primeri, mogu da se zanemare
u prvom ¢itanju. Krivima dajemo fizicko tumacenje kad god je moguce (rav-
nomerno ubrzano i kruzno kretanje, lancanica, cikloida...). Poglavlje koje se
odnosi na Bezijerove krive sadrzi neke vazne algoritme ¢iji su dokazi tehnicki,
te se mogu zaobi¢i. Poglavlje koje se bavi uopStenjima Bezijerovih krivih je
preglednog karaktera, sadrzi interesantne primere i namenjeno je naprednijim
studentima.

U poglavlju Dodatak obradene su razne teme koje su detaljnije objasnjene
u uvodu tog poglavlja. Na primer, u rac¢unarskim igricama i simulacijama pri-
rodnih procesa, objekti se bacaju, padaju, prevréu, klize. .. Da bismo razumeli
geometriju njihovog kretanja, bavili smo se kosim hicem, tezistem tela, strmom
ravni. Poglavlje o homogenim koordinatama i osnovama projektivne geometrije
smo dodali jer su te teme vazne za razumevanje nekih elemenata ra¢unarske
geometrije i obrade slika.
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