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IIpenrosop

Y oBoM panmy u3sydaBajy ce OCOOUWHE HEKUX KJIACa MUCKPETHUX MOBPHIIA U MPEKA, KAO U HEKU
HAYMHN OUCKPETU3AIM]j€e [VIATKUAX MOBPIIU. JenHa OX OCHOBHUX KAPAKTEPUCTUKA PALA j€ HBErOB MYJI-
TUAVCOUILINHAPHN KapaKTeP, Y3POKOBaH cruenupudHomny Teme koja je oopabusana. Ilopen mude-
peHIjaJiHe U AUCKPETHE reoMeTpUje, IPUCYTHU Cy U €JIEeMEHTU HyMepUUKe MaTeMaTHKe, TeOpuje
rpa¢oBa U HYMEPUUKAX METOJA ONTUMU3ALL]eE.

Y ramaBu 1 cy uznBojeHe Heke mosHaTe mneduHuimje u TBphema U3 nudepeHnujasHe reoMeTpuyje.
I'maBa 2 mpencraBiba mperyen reoMeTpUje IeONe3rjCKUX KPUBUX IVIATKUX MOBPIIV KOje 3ay3UMajy
LEHTPAJIHO MECTO y mocienmuM asema raasama. Meromama Pynre—Kyra 3a mymepuuko pemaBame
o0uvHUX AuepeHunjasHnx jeqnavnaa nocsehiena je riasa 3.

OpurvHaJHU Pe3yiaTaTU MPE3eHTOBAHU Cy Y HApEIHUM IBeMa ryaBaMa. Y OKBUPY riase 4,
HajIpe ce yBOJE OCHOBHU IMOjMOBU T€OMETPUje AMCKPETHUX MOBPIIM U MPEXA ITPOCTOPA Rg’7 a
3aTUM JeUHUIIE HOBA KjIaca mojueapataux noBpum (G—Hoauenpu) u BUXOB AHAJIOTOH y CIyYajy
IUCKpeTHUX Mpeska. Ilopem mperiena muUXoBUX ocobuHa, maje ce W 3HadajaH Opoj mpumepa, a
y cay4dajy G—Mpeka, pazMarpa ce TpobJiieM BUXOBOT FeHepUCama, Ka0 U BUXOBOT AO0Ujama o1
mpou3BOJLHE AUCKpeTHEe Mpeske. ['maBa 5 je mocBeheHa AMCKpeTU3AIUjU TJIATKUX MOBPIIN KOPU-
mhemeM reoe3njCKUX KPUBUX. YOUEHa je HeHa IJIaBHA IIPEeTHOCT, HAUWHU CIpoBODema, ajau u
HEKU FHEeHU HEeIOCTAIlU.

3axBasmyjem rkoMmernTopuMma Hemu Boran m Bomky Josanosuhy, mpodecopuma Maremaruwduror
¢daxynarera y Beorpany, kao m Koupany Ilontuepy ca Texauuror yausBep3urera y DBepiuny Ha
cBecpauoj momohu.

Beorpan, noBembap 2003.

Aytop






YBoI

Ilocnenmux meneHuja MOCTUTHYTU Cy 3HAUYAJHU PE3YITATU Y OUCKPETHO] T€OMETPUJU Y3POKO-
BaHM, IITO IPUPOTHOM AHAJOTHUjOM ca AU(PEPEHIN)ATHOM IeOMETPUjOM, IMITO IPAKTUYHUM IPUME-
HaMma (peurMo, yJOoroM AUCKPETHE IeoMeTpuje y padyHapckoj rpa¢uun). luckperHa reomerpuja
HeMa YMCTO I'€eOMEeTPUjCKU KapakTep Bel yk/bydyje U Apyre MaTeMaTUYKe JUCHUIIINHE: HyMePUUKY
MaTeMaTUKY, ONTUMU3AIN]Y, TEOPUjy IrpadoBa M CIUUHE.

Ilo cama cy m3ydyaBaHU Pa3IWYUTU OUCKPETHU aHAJIOTOHU I'IATKUX IOBPIIY, KAO IMITO Cy AUCKpE-
THe NOBPIIM KOHCTAHTHe ['aycoBe KpUBUHE, NUCKPETHE MUHUMAJIHE INOBPIIM, AUCKPETHE IIOBPIIN
FeHepUCaHe aCUMITOTCKAM KpuUBUM u Apyre. lleHTpajHO MecTO y OBOM pajny 3ay3uMajy reone-
3UjCKe KprBe, a IpeaMeT Haller M3ydyaBama Cy AUCKPeTHEe IOBPIIM reHepucaHe (IUCKPETHUM U
TJIATKUM) TE0E3UjCKUM KPUBUM.

Y KOHCTPYKIUjU OUCKPETHUX MOBPIIN PAa3JIMKYjeMO IBa IPUCTYyIIA:

1. KOHCTpYKIUja AUCKPETHE HOBPIIM KOja 3a40BOJbaBa onpebhene ycioBe, anu He 3aBUCH O HEKE
raaTKe TMOBPIIN;

2. OUCKpeTum3alrja TJIaTKe MOBPIIU.

Y mpBOM ciydyajy NPOMUPYjeMO HEKe IO3HATe pe3yiraTre U3 Au(epeHujalHe DeOMeTpuje Ha
IUCKDPETAH CiIy4aj. KOHKPETHO M3ydyaBamMO AHAJIOTOH IMOBPIIM MAPAMETPU30BAHUX T[EOIE3UjCKUM
kpusuM. IlajeMo ocHOBHe nedununuje (Ipu 4yeMy KOPUCTUMO ejieMeHTe Teopuje rpadosa), ogpehy-
jeMo muxoBe ocobute (Taj Ieo0 je reOMETPUjCKOr Kapakrepa) u pasMarpamo npobiem onpebusama
OIIIITEr AJrOPUTMa 3a HBUXOBO I'€HEPHCAE Y3 KUCUPIHO KOpUINheme HyMepUUYKe MaTeMaTUKe U
ONTVMU3AIN]E.

I'eone3njcre kpuBe urpajy GyHIaAMEHTAJIHY YJIOrYy, KAKO Y T€OMETPHUjU I'IATKAX IOBPIIA U MHO-
TOCTPYKOCTH, TaKO M Yy OUCKPETHO] reoMeTpuju. Y IU(PEPEHIUjaTHO] TeOMETPUjU OHE IPEeNCTa-
BJbAjy YOIIITEHE MOjMa MpaBe PABAHCKE JUHUjE U KAO TAKBE MOCEMy]y OBe OcoDuHE: OHEe CYy ,,Haj-
npaBuje” m nokrasHO Hajkpahe xpuBe. IluckperHe reone3ujcke KPUBE Ce, Yy TOM IOLJeLy, OUTHO
pasnukyjy. Haume, oHe, y ommreMm ciydajy, He mocenyjy obOe IPeTXOMHO IIOMEHyTe OCOOMHE.

HuckpeTHe reone3ujcke KpUBe Cy M3yUaBaHE OJ CTpaHE MHOTUX MaTeMaTUvapa 1, T€HEePAaJHO,
pasaukyjy ce mea mpuctyna. Ca jemse crpase, reone3ujCcKa KpuUBa MOJUenpa je Me@UuHUCaHa Kao
Hajrpaha momwenpaJsima KpuBa, a ca Opyre kKao ,HajupaBuja’ kpusa. [lopen Baskme yJsore Kojy
urpajy y (He)perynapHoj mudepeHnujaanoj reomerpuju, Hajkpalie nonuenpaise kpuse HUCY (Uiu
HUCY jeQUHCTBEHO) IPOLY:KUBE IPEKO CBAKOI TEMEHa IIOJMenpa, Te KAO TAKBEe, HUCY jeIUHCTBEHO
onpebene 3amaBameM Tauke U3 KOje mojia3e U OAroBapajyner TAHreHTHOT BEKTOPA, IITO je jeIHa O]
TJIABHUX KAPaKTEPUCTUKA TIIATKUX FeONe3UjCKUX KPUBUX. KacCHUje yCTAHOBJbEHU KOHIENT Hajupa-
BUjUX Ie€ONE3NjCKUX KPUBUX HEMa Taj HEAOCTATAK U Bera NemMo KOPUCTUTU Yy HAPETHUM pasMaTpa-
BUMA.
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Y pauynapckoj rpadumu ce cpehiemo ca morpeboMm na ce TIaTKa IOBPIN 3aMeHU (aIPOKCUMUPA,)
OUCKPETHOM. TOM mPUIMKOM, HEOIXOOHO je Oa AMCKPETHA MOBPII IPENU3HO AIPOKCUMUPA TIATKY
u omoryhu mMmIieMeHTanujy CBUX pe3yirara no0ujeHux y raaTtroM ciaydajy. Crora, u3zbop HaumHa
NUCKpeTH3anrje urpa Kpynujatny yiaory. Jluckperusanuja TeHepUCAHA TeONEe3UjCKUM KPUBUM
rJaTKe MOBPIIY MPeACTaBba jeqan o1 Moryhux usbopa. Pasior 3a To je Maio oACTyname reoaesm)-
CKUX KPUBUX OJ IpaBux (AMCKPETHUX) JUHMja. PasMaTpaMo TakBe AUCKPETU3AlMje, a HyMepPUUIKa
MaTeMAaTUKa [PEACTaB/ha OCHOBHU alapaT 3a BUXOBO onpebuBame.

Tauke, BEKTOPE W eJIeMEHTapHE OBPmK pocTtopa R" o3mavasamo MaauMm moneb/manuM CIOBU-
Ma JIATUHUIE, a KPUBE MaJUM moaeb/paHuM CIOBUMA IPUKOr ajdabera. 3a NPOU3BOJLHE MOBPINU,
nosenpe u OUCKPETHE Mpeske KopuctuMmo o3nake M, P, S.... 3aBpmerak Joka3a 03HAYABAMO Ca
U, a 3aBpmerar npumepa ca M.



I'maBa 1

Y HyTpamma reoMeTpuja IIOBPIIN

Y OKBUDY OBe IiiaBe HajeMO KpaTak IperJyiell HeKuX mepuHunurja u TBphema mudepeHnujaane
reoMeTpuje Koja ce jaBibajy y KAaCHUjUM pas3MaTpamuMa. 1TOoM HPUIUKOM TOApa3dyMeBaMoO Oa CY
OCHOBHU II0jMOBH (Ka0 IITO Cy KpUBA, Ay:KUHA KpuBe, Op3vHa KpuBe, (peryiapHa, eJeMeHTapPHA)
[OBPII, BEKTOPCKO [I0Jb€, OPUjEHTAIM]ja IOBPIUIN...) IO3HATHA YUTAOLY.

1.1 Merpuxka

Hepuannuja 1.1 Heka jex : U — R" eaemenmapra nospw. Pynxyuje E,F,G : U — R"™ depurucane
ca

E:mu'wu - H-’BuHQv F:mu'mm G:mv'mv - ||mu,H27

Ha3ueaMo KoepuIIjeHTIMA IpBe GpyHAaMeHTaTHe hopMe nospuiu T, 0ok je ds?> = Edu?+2Fdudv+
Gdv PumasoBa' MeTpuka nospuu .

Jlema 1.1 Hexka je o : (a,b) — R" xpusa xoja npunada pezyraproj unjexmuenoj eaemMernmapHoj noep-
wu x:U— R". Tada je gynxuuja dyacure ayka, Koju nosasu uz mavke c(c), xpuee a dama ca:

s(t) = /ct \/E(?Z)Q +2F%‘;—: +G(j—:)2dt.

Iloka3: Tepbheme ciaenu na ocHoBy ciuenehux jemmakocTtu:

S(t)=/ IIO/(t)Hdt:/ [ (). (u(t), v(t)) + v ()2 (ult), v(t)) || dt (1.1)

:/: \/E(Z>2+2F(ZLZ)+G(2:>2dt' (1.2)

LGeorg Friedrich Bernard Riemann (1826-1866), HemMaukn MaTeMaTwdIap.
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Ieduaumuja 1.2 Heka je M € R® pezyaapra nospws u nexa ¢y p u q mawke xoje joj npunadajy. Tada
YHyTpalme pacrojame p(p, q), usmely mauaxa p u q, npeocmas.na UHGUMyMm OYyrcura ceus 0eo no
deo Jufepernyujodbunnur xpusur o nospwu M, mareur da cy p ¥ g HUTOBE Kpajhe marxe.

Y ommtreM cayuajy, yHyTpamme pacrojame p(p, ) je Belie ox eyrauackor ||p — q||.

Hamomena 1.1 Kopucmumo dee spcme npouszeoda urdurumesumana du uw dv. CUMeTpUYIHN IPOU3-
BOX, 30 x0ju saxncu dudv = dvdu u marxo3eary KIWH IPOMU3BOM, K0ju 03Ha%asamo ca du A dv u 3a xoju
sancu du N\ dv = —dv A du.

Hedunuanmuja 1.3 Hexa je x : U — R unjekmuena pezysapra eAemenmapha noepus u nexa je S mwen
Komnaxman (oepanuuen u sameopen) nodckyn. Tada je moBpmuua ckyna S dama ca

P(S):// VEG — F2du A dv.
=1(9)

JIema 1.2 /Jlegunuyuja nospwune He 3a8uct 00 u3bopa esemMenmapHe nospuL.

IHoka3: Hera cy ¢ : U — R" nuy:V — R", unjekTuBHE peryiapHe ejJeMeHTapHE MOBPIIM U HEKAa
Baskn S C x(U) Ny(V). Hakon my:ker, aqu OIMPEKTHOr padyHa, nobujamo

\/EyGy — F2 = \/ ExGx — F

je merepmuuanTa Jakobujese marpune J(xz ! oy). Crora, HAKOH CMEHE IPOMEH-
b

ou s _ o ov

dudv  Ovdv

ou s _ o on

Oudv Ov v

Judv Oudv

JbUBUX Y OBOCTPYKOM WHTErPAJy HOOHjaMo

EyGy — Fidundv = // \/ExGg — F3 -
//yl(s) VEYEY T Ny y-1(5) R I D
// \/ ExGx — Fadu A dv.

T-1(S)

du A dv

1.2 Omnepatop o0JMKa

Hepunumnuja 1.4 Hexa je M C R? peeyaapra nospw v nexa je U sexmopcko nowe nopmana dedu-
HUCano Yy oxoaunu mavke p € M u nexa je vp manzenmuu eexmop y mavuku p. Oneparop obsauka
dedunuuemo ca

S(’Up) = —DUU,
20e je D, 43800 BEKMOPCKOZ NONG Y NPABUY B8EKMOPA Vp.

Y cBakoj TauyKM OpUjeHTUCAHE PEryIapHe MOBPIIU MTOCTOju U300P jeJHOT O ABA BEKTOPCKA MOJba
vopmasa: U u —U. Oneparop obamka KOju OAroBapa jeJHOM O Ta ABa MOJba je CyHpPOTHOT 3HAKA
on omepaTopa ObOJIMKa KOju OAroBapa APYrOM BEKTOPCKOM HOJbY. Y KOJIUKO je M HeopujeHTHCAHA
peryiapHa IDOBPII, OHIa BEKTOPCKO IIOJhe HOpMAaJja HUje HEIPEKNIHO Ae(UHICAHO Ha I1eJI0) IOBPIIH,
HO TO HE yTUYE HAa NePUHUNU]Y OIEpPATOpa ODIMKA, MOMTO jé CAB PAUYH KOjU YKJbYUYj€ BEKTOPCKO
nosme U sokaJHOr KapakTepa.
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Jlema 1.3 Hexa je x : U — R? pezyaapra eaemenmapra noepu. Tada saxncu
S(xy)=-U, u Sz, =-U,.

Joxa3: 3a ¢urcupany BpemHocT vy € R nedurnmunmo kpusy a : (a, b) — M ca a(u) = z(u, vg).
Tana, kopuctehu ocobune M3BOMA BEKTOPCKOT TT0Jba Y TPABIy TAHTEHTHOT BEKTOpA, NOOUjaMo

S(@u(u, v)) = S(e' (1)) = =D ()U = —(U o a)'(u).

Mebytum, (U o @)’ je ucro mro u U,. Canuno ce mokasyje u Apyra jeJHaKOCT. O

Jlema 1.4 Y ceaxoj mauxku p peeyaapre nospwu M C R3, onepamop 00AUKG je AUHEAPHO NPECAUKA-
aame:

Iloka3: JlmaeapHocT omeparopa obmura ciemu m3 jenHaxoctu Dgyipw = aD, + bD,,. Ila 6ucmo
HoKa3aju Ja je KOJOMEeH omepaTtopa obmauka, Takobe tanrentru mpoctop TpM, nosomno je na
HOKakeMO na je BekTop S(vp) oproromanan ma Bekrop U(p), 3a CBAKM TAHICHTHU BEKTOD Up €
TpM. Kopucrehu jemmaxoct U -U =1 u, noHOBO, 0cOOMHE M3BOAa y HPABIy TAHTCHTHOT BEKTODPA
¥ U3BOJA BEKTOPCKOT T0Jba Y MPABIy TAHTEHTHOT BEKTOpa NOOUjaMO jeIHAKOCTU:

0=wvplU-U]=2D,U-U(p) = —2S5(vp) - U(p).

Jlema 1.5 Hexa je o : (a,b) — M xpusa nospuu M C R®. Tada saxcu
a”-U=8) a.

Ioka3: Pasmorpumo pectpurnujy Bexkropckor noma U Ha kpuBy «. Kako je o/(t) Tanrentnm
BekTOp nmoBpmu M, 3a cBako t € (a,b), Baxku

o -U=0.
HudepennupameM IpETXOaHE jeTHAKOCTUA T00MjaMo:

o U=-U o =5d) .

1.3 KpuBuma HOpMaJie y IpaBIly BEKTOpa U TJIaBHE KPUBUHE

Hepunumnuja 1.5 IlpaBan L marneenmuoe npocmopa pezyaapre nospuwu M je jednodumenzuony nom-
npocmop manzenmnoz npocmopa TpM.

Hanomena 1.2 Csaxu manzenmnu eexmop vp € TpM, pazaunum 00 nyaa eexmopa, odpelyje jedun-
cmaeny jeonodumenszuony nomnpocmop L. Cmoea ce wecmo, ymecmo mepmuna ,npasay L7, xopucmu
MePMUN ,,NPA6aY, 6eKMopa vp .
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Hedpurvnuja 1.6 Heka je up maneewmnu sexmop pezyaapre nospuu, M C R?, maxas 0a sancu
|up|| = 1. KpuBura HOpMaJsie moBpmm M y mpaBiy BeKTOpa up dama je ca

Onwmugje, yxoauro je vp manzewmnu gexmop nospwiu M y mauru p, paziudum 00 HYLQ EEKMOPa,
mada defuruutemo

S(vp) - v

k(op) = S0P op he
[opl

Hebvnaunuja 1.7 Hewxa je L npasay manezenmmoz npocmopa TpM peeyrapne nospuu M C R3.

Kaxcemo 0a je npasay L acMMOTOTCKA IpaBalm, yKkoAUKO je Kpusuna wopmase nogpuwu M y npasuy

L jeonaxa nyau. Taxole, eexmop vp xoju odpehyje npasay L naszueamo aCUMOTOTCKA BEKTOP.

Hepunuruja 1.8 Heka je p mauka pezysapre nogpuwu M C R?. Maxcumasny v MUHUMAARY 8PEO-
HOCT, Kpusure Hopmane k y mawku p naszueamo rIaBHe KpuBumHE nospwu M y mauxu p. Iaaewne
KpueuHe nospuiy 03nawasamo ca ki u ko. Jedunuune sexmope y wujum npasyuma ce 00CmMuUNCy ek-
cmpemme 8pedHoCcmi KPUSURE HOPMAAE HA3UEAMO TIIABHUA BEKTOPU, 00K CY BUMA 00peheny npasyy —
TJIABHU IIPAaBIM.

Hedbununuja 1.9 Hexa jex : U — R? DEYAAPHA enemeNmapra noepul u nexa je U eexmopcko nosme
Hopmanaa nospwu . Tada cy kKoepumujeHTu npyre GpyHIAMEHTAIIHE GOPME eAeMEHMAPHE TOBPULY
x damu ca

e=-Uy T, =U" Ty, f:_Uv'wu:U'wuv:U'wvua g:_UU'wv:U'mmw
Iora3z HapenHe neMe Moxke ce Hahim y [8].

Jlema 1.6 Concmeene spednocmu onepamopa obauka pezyaaphe nospuu M C R® y mawku p € M cy
enasHe kpusure ki u ko noepwu M y mavwku p. Fbuma odzosapajyhu concmeenu 6exmopu cy jeOuHuwHYy,
2AGEHU BEKMOPU. YKoAuko 8axcu ki = ko, onda je onepamop obauka S jeOHAK CKAAGPHOM YMHONCKY
epednocmu ki. Y cynpommom, concmeenu 8eKmopl €1 U €z CY OPMOZOHAANU U ONepamop obauka je
dam ca

S(e1) = kieq,

00HOCHO

S(eg) = k2€2.

1.4 TaycoBa u cpenma KpUBUHA

Hepunurnuja 1.10 Hexa je M pezyarapra nospus npocmopa R?. TaycoBa? kpuBuHa K u cpemma
kpuBuHA H nospwu M cy pynxyuje K, H : M — R defunucane ca

K(p) = det(S(p) w H(p) = 5tx(S(p))

2Carl Friedrich GauB (1777-1855), HeMauku MaTeMaTAIAD.
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[Ipumernmo ma, 3a pasaumry on ['aycoBe kpuBmHE, cpenma KPWBUHA 3aBUCU On m3bopa BeK-
TOPCKOT II0Jba HOPMAJA.

Iedmaumnuja 1.11 MuHHMaJIHA IIOBPII 1P OCMOPa R? je peeyaapra nospus wuja je cpedna KpusuHa
UDEHMUYKY, JEOHAKE HYAU.

Teopema 1.1 Hexa je M peeyaapra nospu, npocmopa R®. Tada s3a weny Laycosy, cpedny u zraene
Kpusune saxce caedehe jedHaxocmu:

1
K:kle u H= §(k1 +I€2)

Ilokas: Yxomuko 3a GazHe BEKTOpPE TaHT'GHTHOT BEKTOPCKOT mpoctopa TpM onabepemo concTsene
BEKTOpe omeparopa obawka moBpmm M, Tama je MATpUUYHA pempe3eHTaluja oleparopa OOJIMKA

maTa ca
ki 0
0 ko |
]{71 0 1 kl 0 1
Opatie je K = det =kiko u H = —tr = —(k1 + ko). O
0 ko 2 0 ko 2

Tepunumuja 1.12 3a mauky p peeyrapre nospuwu M C R® xamcemo da je
e esmnTHUKa, ykoauko eaxcu K(p) > 0 (mo jecm axo cy 2nashe Kpusure ucmoes 3naxa);
e xumepbonmuka, yroauko saxncu K(p) <0 (mo jecm axo cy enasne KpusuKe PassuMUMOz 3HAKA);

e mapabommuxka, yrxoauko eaxncu K(p) =0 u S(p) # 0 (mo jecm axo je maurno jeona 00 2aa8HuT
KpUSUMa jeOMAKa HYAU);

e maHapHa, yroauxo saxcu K(p) =0 u S(p) = 0 (mo jeem axo cy obe 2nasne kpusune jednare
HYAU).

1.5 KRpucrodenoBu cumbom

Heoununuja 1.13 Hexa je x : U — R™ eaemenmapna pezyrapna noepw. Tada cy Kpucrodemosu?

CcuMOOI nospuwiu T damu ca

GE, — 2FF, + FE, 9EF, — EE, — FE,

1 2
M = 2(EG —F?) M = 2(EG—F?) '
. _ GE,—FG, re _ EGu-FE,
12 2(EG — F2)’ 12 2(EG — F?)’
o _ 2GF, -GG, —FG, r2 _ BG,—2FF, +FG,
= 2(EG — F?2) 22 2(EG — F?)

1 _ 1l 2 _ 2
" eamcuT'sy =T uls =T,

3Elwin Bruno Christoffel (1829-1900), memMauku MaTemaTHyap.
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Teopema 1.2 (TaycoBe jemmaxoctu) Hexa je M C R? pezyaapra nospw, x : U — M pezyaapra
eaemenmapra noepw u oznavumo ca U sexmopcko nowe wopmanra noepuwu M. Tada eaxce caedehe
jeonarxocmu:

Tyu = Fh:cu + Fflmq, +eU,
F%Qwu + F%%Ev + fU,
yx, + Tz, + gU.

wuv

mU’U

Iloka3: Kako je & perynapHa ejeMeHTapHA MIOBPII, BEKTOPU &, L, U U, uuHe 6a3y TAHTE€HTHOT
mpocTopa TpR3 Yy CBakKOj Tauku p nmoBpmu . lIpema Tome, Ba:Ku

Lyu = )\lwu + >\2wv + )\3U7
Tyy = P1Ty + pa®y + p3U, (13)
Tyy = ViTy + Vody +V3U,

rae cy A\, Wi, Vi, i = 1, 2, 3, Hexku peannu 6pojesu, koje hemo onpenurtu. Baske cienehie jennaroctu:
U - U=1 n U-2,=U-x,=0.

W3 nperxonHux naBejy jenHakocTty u neduuunuje 1.9, caenu:

e=X3, f=p3 mw g=vs.

IMomuO%MMO cBakry on jenHaroctu (1.3) ckamapso ca T, u @,. Hdobujamo:

10 E
ME+0F = @uw-tu = +Dflza]® = 2
A Tuu ™ ® 2aul ™" =5
0 E
MF+X0G = xyy T,y = %(wu'wv)_wu'qu:Fu_fa
10 E
E = wv " Lu = S5 UQZJ
H1ty + 2 Lyy * T 28va [ 5 »
10 G, ‘
F G = uv "Ly = v2: ua
G = mw, = e t= G
E+w»F Ty - T (T - Ty — Ty - Toyp) = F, CGu
v v = vv "Ly = u Ly = Ly " Lyv) = L'y — )
! 2 v 2
10 G,
F G = vv Loy = 3 v2: U~
WG = wom = s oe2=

IIpse mBe on jemmakoctu (1.4), MOy ce PENIUTH IO A; U Ag, HE3ABUCHO OJ OCTAJUX. JEIHOCTABHO
ce nobuja: \; = '}, m Ay =T'%,. Cimuno ce oxpebhyjy W ocTaim HEMO3HATH KOC(GUIUjEHTH, YuMe je
TeopeMa MOKA3aHA. O
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I'eone3ujcke kKpuBe

OsBa riaBa mpeacTaB/ba TVIABHU YyBOJ y pa3MaTparha Koja ciiene. Y OKBUDPY HAPEMHUX IIECT
MOrJIaBJba MajeMO ONNIMPAH MPErJiell "eOMETPUje reone3njckux KpmBux. Mako cy Hera TBphema
ONITHjer KapakTepa, Hally HaKby ycpencpebyjemo ma mpoctop R?. 1lun mam je ma mo3HaTe Yu-
HBEHUIIE NeTABHO I CUCTEMATCKU M3JIOKMMO, T€ IPE3eHTOBAHA MaTeprja, Ha MOMEHTE, IPEBA3UIIA3Y
OKBUPE OHOTA INTO je IOTPEOHO 3a pasyMeBame KaCHUjUX Pe3yiITaTa.

2.1 Teome3ujcka KpBUHA U TOP3Uja

. . . 1!

Heka je M C R" perynapua nospm u Heka je 3 : (¢, d) — M xpuBa Gp3une jeman. Y opsame 3,

KpuBe (3, MOKEMO PA3JIOKUTUA Ha JBE KOMIOHEHTE: TAHTEHTHY KOMIIOHEHTY U KOMIIOHEHTY HOPMAJIE
noBpmu M. Y ciaamy ca TUM, BayKu

B'(s)=p"(s)" +8"(s)", Vse(cd),
rae sexrop 3" (s) | mpunama TaEreETHOM MPOCTOPY T,B(S)M nospmu M y Tauku 3(s), JOK je BEKTOD

B"(s)* oproromanam ma mospm M y tauku 3(s).

Hepuuunuja 2.1 Hexa je B : (¢, d) — M xpusa bpsune jedan, mada cy wera HEO3HAUEHA KeOOe3MUj-
cka kpuBuHaA k,((3) u kpuBuHA HOpMaJIe k,(3), pedom dame ca

7 T

kg(B(s) = 18"(s)"Il 1 ka(B(s)) = 18"(s)"l.
Heosnaueny zeodesujcky Kpusuny u kKpusuny nopmase npoussonne xpuse o : (a, b) — M, dedunuwemo
KQO HEOZHAUENY U KPUBUHY HOPMAAE NPOU3BOLHE PENAPAMEMPUIUUIE OPIUHE jedar Kpuse .

Cueneha snema naje jemnoctasuy Be3dy muaMeDhy KpuUBUHA Eg(ﬂ) u k,(B) u kpusuue kpuse k(3).

Jlema 2.1 Hexa je M C R" peeyaapha nospw u nexa je 3 : (¢, d) — M xpusa 6psune jedan. Taoda
CY Heo3Hauena 200e3ujcka, Kpueura Hopmase kpuse B u xpusuna kpuee 3 (axo je pasmampamo Kao
xpusy npocmopa R"), eesane caedefiom jednarxowhy:
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k(B)? = kg(B)* + kn(B).

Iloxa3: Baske caenehe jemnarocTu:

k(B()* = 18"($)17 = 18" () I + 18" (s)"11* = kg (B) + kn(B)*.

Cana ce yepencpebyjemo Ha opujeHTHCase peryiaapae noepmm M mpocropa R2.

Hedbunumnuja 2.2 Hexa je M C R? opujenmucana pezyaapra nospw. Tada je Teome3mjcka KpUBUHA
kg xpuse B : (¢, d) — M dama ca

B"(s)T = ky(B(s)IB'(s) = ke(B(s)U x B'(s), Vs € (¢, d),
20e je U sexmopcro nome jeduHusHur Hopmana nogpuiy M.

Tlocnemuma 2.1 Hexa je M C R? opujenmucana pezyaapra nospu u neka je B : (¢, d) — M xpuea
bpaune jedaw. Tada eaxncu:

lkg(B)| = ke(B) u k(/@)Q = kq(ﬁ)Q + kn(ﬂ)Q-

Joxka3: Basku:

kg (B()) = 18" ()Tl = lIkg(B())TB' ()| = kg (B)IITB (3)I] = |kg(B(5))].

Cuene Heke KapakTepusalrje reoe3njcke KPUBUHE U KPUBUHE HOPMAJE.

Jlema 2.2 Hexa je M C R? opujenmucana pezyaapHa nospu u nexa je U sexmopcko nome jeQuHuwHuL
nopmana noepwu M. Hewa je, dawe, vp jedunuunu manzenmmu eexmop nospwu M y mavsu p. Axo
je B: (¢, d) — M npoussosmna xpuea bpsune jedan, onoa 8aNCU

kn(B(s)) = k(vp)a

2de je k(vp) wpusuna nopmane nospwu M y npasuyy eexmopa vp.

Ioka3: Ilpema meduHMIMju KPUBUHE y IPABIy TAHMEHTHOI BEKTODPA, BaXKU

k(vp) = S(vp) -vp = S(B'(s)) - B'(s),

rae je S omeparop obiuka mospmm M 3a Koju, Ha ocHoBy Jeme 1.5, saszwm S(B'(s)) - B'(s) =
B"(s)-U. Byayhu na sexrop (8”(s) - U)U mpencrasma KOMIOHEHTY Bekropa yopsama 3’ (s) koja
je oproromasHa Ha nospm M, TBpheme Jeme ciaeayM Ha OCHOBY NE(PUHUNM]E KPUBUHE HOPMAJIE

kn(B). O

Jlema 2.3 Hexa je M C R? opujenmucana pezyaapra nospus, U 8ekmopcko nomwe jeQunuunus Hopmaia
nospwu M u wexa je o : (a, b) — M npouseonna kpusa. Tada cy xpusura Hopmane u 2€00e3ujcka
Kpusuna kpuee o, 3a t € (a, b), dame ca

ba) = St (2.1)
kg(a(t)) _ [O’.//(t), U? a/(t)] _ a//(t) ) Jal(t) (22)

le’ ()] le’ (B[
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Ioka3: Heka je 8 penapamerpusanuja 6psune jeman kpuBe «. Tana saxku a(t) = B(s(t)), 3a
a <t<b, rae je s pyHKIUja ny:KUHE JNyKa KpuBe . [lame je

o(t) = s"(t)B'(s(t)) + 5'()°B8" (s(t))-
Ha ocHoBy mperxonHOr, Bamxu
kn(u(t)) = kn(B(s(t)) = B"(s(t)) - U = — 15—

N3 yumenune na saxu s'(t) = ||/ ()|, mobujamo jemmaroct (2.1).
Hokasxumo jemuaroct (2.2). IpuMernmo na Baskn

o (t) x a'(t) = (s"(1)B(s(1)) +5'(1)*B" (s(t))) x 5" ()8 (s(t))
= S()°B"(s(t)) x B'(s(t)).

Opnatie mobujamo

["(1), U, &/ ()] = —U(a"(t) x o/ (t)) = =5'(t)’U - (8" (s(t)) x B'((t))).

Crora Baxku

kg(au(t)) = ky(B(s(t)) = B"(s(t)) - JB'(s(t))

Il
®
<
—
»
—~
~
~—
~~
-C!
X
®
=
—
w
—~
~
~—
~
~
|
V)
~
—~
~
~—
w

onakJe cienu jemHaxkoct (2.2). O

Henocpenna nocnemuna nperxonHe jeMe je na je, y ABOAUMEH3MOHOM CJIydYajy, T€Ome3rjcKa
KpUBUHA jenHaka KpuBuHU KpuBe y pauu. Cana hemo mokazatu na je reole3ujcka KPUBUHA YHY-
Tpallba KAPAKTEPUCTHKA IOBPIIM mpocropa RE.

Teopema 2.1 Hexa je M nospw npocmopa R?, @ : U +— M esemenmapra nospui u c : (a, b) — M
KPUBG EAEMEHMAPHE NOBPWL L. YKoAuKo osnavumo o(t) = x(u(t), v(t)), sa a <t < b, mada eaxcu

ky()|? = VEG-—F?(-Tiu® + Ty — (2I'F, — I'))u*v
+ (201, — T3)u/v? + u"v — ") . (2.3)

Ilokas: Bynyhu na Bawn o = z,u’ + x,0" u

" / /1! / 1 "
Q= Ty U 24 2,,U V' F XTyyV 24 T u" + Ty,

caenn

o' xa = (T X T)UP F (B X )V A (T X Ty + 2T X Xy, )20

H(Tyy X Ty + 2@y X )02+ (0 — 00 )2y X Xy

Hame mobujamo
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(@ x ) (g xxTy) = (Tuu X @) - (T X X)U + (T X @) - (T4 X 20"

(T X Ty + 2@y X Ty - (X X Ty )%V

1,12 ", .1

F(Ty X Ty + 2@y X Ey) - (T4 X )00 4 (00 — 00|20 X 20|

Cana je morpebrO Koedumujernte y3 u'>, v'3, u/?v' u u'v'?, y IpeTX0HOj je IHAKOCTY, U3PA3UTH IIPEKO
roepunujenara npse ¢yunamenranue popme F, F' u G u Kpucropenosux cumbona. Kopucrehn
Jlarpamxos® mnentuter n nedurumrjy Kpucrodemosux cumbomna, mobujamo

2

(muu X :B1L) : (mu X :131,) == (muu : mu)(mu : wv) - (muu : mv”munz)
1 1
= SEu.F - (Fu - 2E1,) E=—(EG - F3,. (2.4)

Cauyno nobujaMo u jeqHAKOCTH:

(Tyy X ) - (0 X T,) = (EG — F?)'}y, (2.5)
(T X Ty + 2Ty X Ty) - (T X T,) = (EG — F?)(I'}; — 2I'%,), (2.6)
OJIHOCHO
(T X Ty + 2Ty X Ty) - (XY X T,) = —(EG — F?)(T3, —2T'%,). (2.7)
SamenoM jemnaxoctu (2.4)—(2.7) y monasny, nobujamo jemsaxocr (2.3). O

Hedunannuja 2.3 Hexa je M opujenmucana pezyaapra nospuw npocmopa R™. Tada je reome3ujcka
Top3uja 7,(a), kpuse o : (a, b) — M, defunucana ca

_se se
e = agE e e

Cunenmeha sema ce jenHOCTaBHO IOKa3yje.

Jlema 2.4 /Jlegurnuyuja zeodesujckxe mopauje ne 3asucu 00 napamempusayuje xpuee. Taxohe, eeodesuj-
CKG MOP3uja Kpuee je jeOHaka HYau Yy mauku t axo u camo axo kpuea odpehyje 2aa8ny KPUSUHY NOBPULY
Y MOJ MAYKY.

Ananoron ®pencosom? pernepy, Kpuse npocropa R>, yKOIMKO KPUBY pasMaTpaMo Kao 40 HEKe
nospmu je Hap6yos® pemep.

Hepunumuja 2.4 Hexa cy M opujenmucana pezyaapHa moepuL npocmopa R3, U sexmopcro nomwe
Jjedunuunur nopmaaa noepwu M u a : (a, b) — M npouseonna xpusa. Osnauumo ca J xKomnaexcny
/

cmpyxmypy noepuwu M odpeheny nowem U u nexa je T = Tpojry eexmopcruz nowa {T, JT, U}

o
||’
nasusamo (moxpernu) HapGyos pemep kpuse o y odnocy wa nogpw M.

1Joseph Louis Lagrange (1736-1813), ¢panmyckn MmatemaTugap.
2 Jean Frédéric Frenet (1816-1900), ¢panmycku MatemaTuyap.
3Jean Gaston Darboux (1842-1917), ppaHmyCEM MaTeMaTHUIAD.
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Teopema 2.2 Hexa je 3: (¢, d) — M C R? xpusa 6psune jedan u neka je {T, JT, U} Hapbyos penep
xpuse B y oonocy na nospw M. Tada eaxnce IlapbyoBe popmyJie:

T = ko JT +E,U,
(JT) = —k,T +71,U,
v = —-k,T -1,JT.

Ioka3: Baske caemehe jemnarocTu:

T = (T'-JT)JT+ (T -U)U
(8" - JT)JT + (8" - U)U = kyJT + k,U.

IIpeocTane nBe jemHaKOCTH HOKA3yjy Ce HA CIMYAH HAYVH. U

IMocnemana 2.2 Heka je a : (a, b) — M C R® xpusa 6psune v = ||| u nexa je {T, JT, U} Hapbyos
penep xpuse o y oonocy na nospus M. Tada eaxcu:

T = vkg JT 4ok, U
(JT) = —vk,T +ur,U
U’ = vk, T —vry JT.

2.2 T'eone3ujcke jemaauumHe

Teduaunuja 2.5 Heka je M pezyrapra nospw npocmopa R*. 3a xpusy v : (a, b) — M, xoncmanmme
bpaune, Kancemo 0a je TEOME3MCKA, YKOAUKO je BeHA 2€00€3UjCKa KPUBUHA JeOHAKA HYAU Y CB8aKOJ
mauky 0oMena, 00KOCHO 04 je ACMMIITOTCKA, YKOAUKO NPEMIOOHO 8ANCU 30 BENY KPUBUNY HOPMAAE.

Hapenua smema je nupexrHa nmociaenuna neduaunuje 2.1.

JIema 2.5 Kpusa : (a, b) — M, xoncmanwmne bpaune, je 2eodezujcka (00HOCHO ACUMNMOMCKA

b) ) b )
YKOAUKO je TMAHZEHMHA KOMNOHERMNG (0OKOCHO, KOMNONENMA HOPMane) menoe aexmopa yopsama ",
JEOHAKA HYAU HA YEAOM Q0OMENY.

JIema 2.6 Kpusa 7 : (a,b) — M, xoncmanmne 6psune, je ucmospemeno 200e3ujcka u acuMnmomeka
axo U camo aKo je OHa NPasa AUHUJA.

Ioka3: Ha ocHOBY IpeTXomHe jieMe, KpUBa 7 je MCTOBPEMEHO T'e0Ie3UjCKa U ACUMITOTCKA aKo U
camo ako Baxku ¥ (t) =0, Vt € (a, b), WTO je eKBUBAJIEHTHO TOME Ha je Kpusa -y obnuka vy = pt+q,
3a Heke BekTope p, q € R®, omarne ciaemu tepheme. (Il

Jlema 2.7 (reomesmjcke jemmaumne) Hexa je M C R® nospw napamempusosara pezyraprom enemen-
maprom nospuu x : U C R* — R>. Tada cy zeodesujcre xpuse nospwu M odpehene caedehum
cucmemom oudepenyujarnur jeonavura 0pyz0z peda:

(2.8)

o’ +ThHu? 42lhu'v' 4T307% = 0,
v +T3u? 2liu'v 413,07 = 0,

i
2de cy 'y, Kpucmogenosu cumboau eaemenmapre nospuiu .
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Ioka3: Heka je v : (a, b) — M xpusa koucrantae 6p3une. MoskeMo nucaru

() = x(u(t), v(t)),
rue ¢y u,v : (a, b) — M mupepenunjabunne ¢pynruuje. udepeHnmparmeM IpeTxoHe jeIHAKOCTU
nobujamMo
v =z u'? + T + 220V + 20 + "

Ha ocuoBy Teopeme 1.2, cienu

() = (' Tu 4 20 4 Ty,
+(" 4+ T2,0? + 2020/ v + T0"?)x,
+(eu? + 2fu'v' + gv*)U,

rIe je

U T, X Ty
2w X x|

BEKTOPCKO II0Jb€ jeMHUYHMUX HOpMaJa mospmu M. Kpusa 7 je reonesmjcka, yKOIUKO Cy Koe(u-
IUjeHTU Y3 Ty U Ty, Y NIPETXOMHO] jeTHAKOCTHU, jeTHAKU HYJU, YUME je JIeMa NOKa3aHa. O

Hamomena 2.1 Teodesujcke jednauune (2.8), wecmo ce peuwasajy HyMepuikum Memoodama, me ce 3amo
pasmampagy xao cucmem 00 wemupu Judepenyujosre jeOnavure npeoe peda:

u = p,

o= g,

/ 1,2 1 1.2 (2'9)
p = —Tip* —203pqg —T'aaq”,

¢ = -T1p*® —20%pq —T3¢°

Teopema 2.3 Heka je vp manzenmnu gexmop y mauxu p nospwu M. Tada nocmoju zeodesujcra
KPUBQ 7, NAPAMEMPUIOEAHG KA HEKOM UHMEPBAAY Koju cadpacu wyay, maxea da saxcu ¥(0) = p u
~'(0) = vp. IImasuwe, ceaxe dse zeodesujcke Kpuse, Koje 3a0080.6a8aJY NPEMTOOHG 084 YCA08G, CY
UOEHMUYKY JeOHAKE HA CBAKOM UNMEPBAAY KOJU CAOPACY NYAY U HA KOM cy obe Jefunucare.

JHoxka3: Hexka je x : U — M perynapna enementapua nospm taksa ga saxku (0, 0) = p. Cucrem
jemnaumna (2.8) onpebyje reonesujcke kpuBe Koje npunanajy eneMeHTapHoj nospmu €. O3HaUMMO
~(t) = x(u(t), v(t)) m vp = (v1, v2). [loueTHe ycOBe, KOje 3aM0B0/bABA KPUBA, 7Y, MOKEMO 3aIACATH
Ha ciaenehu mauun:

w(0) = 0 ) u'(0) = v
v(0) = 0 v (0) = we.

N3 reopuje mupepeHnmjasnux jeqHaunHa je Mo3HATO Aa cucteM (2.8), 3ajelHO Ca FOPHUM IOYeT-
HUM YCJIOBUMA, UMa jeIWHCTBEHO peENIeHe€ Ha HEKOM MHTEPBAJNY KOJU CAAP:KU HYJIY OITAaKJe CJIean
TBpbheme Teopeme. (I

Hera cy «; u 7, reomesmjcke KpuBe HEKe IOBPIIU KOje 33T0BOJLABAjYy KCTE IIOUETHE YCJIOBE.
Tana cy oHe MOEHTWUYKN jeNHAKE Ha HEKOM WMHTepBaJy. JacHO je ma, y TOM ciyd4ajy, IOCTOjU
reone3ujcka KpUBa <y AePUHUCAHA HA YHUjU AOMEHA NePUHUCAHOCTU KPUBUX Y, U 75 KOja je y
CBAKO] TAYKM UACHTUYKU jeqHaka (HajMame) jefHoj on mux ase. TakBy reome3mjCKy KPUBY HA3U-
BaMO HPOOYKEH-€M IeOle3Ujcke KpuBe 7;, 3a ¢ = 1, 2. HacraBmajyhu Ttaj mocrynak mobujamo
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jeIVHCTBEHO MAaKCUMAJIHO HPONY:KeHhe KOjeé HA3UBaMO MAaKCHMAJIHA Te0Ne3UujCKa KpuBa (Koja
3a10BOJbABA KCTE IOYETHE yCJIOBE KAO U KPUBE Y U o). JlOMEH neGUrHUCAHOCTH MAKCUMAJIHE
reone3njCcKke KPWBE HA3MBAMO MaKCHUMAaJIaH WHTEPBAJI X OH MOKE, aju W He MOpa, OuTuy Iena
peaJyiHa mpaBa, ajii Yy CBAKOM CJIydYajy MOKeMO naTu cielneny nepmHunmjy.

Hepuuumnuja 2.6 I[Tospu M je reone3mjcKm KOMIJIETHA, YKOAUKO Je C8AKA MAKCUMAANA 2€00e3UjCKa
xpuea nospuiu M Odedunucana na yeaom ckyny R.

JenrocraBHO ce mpoBepasa na cy chepa S? u paBan reonesujckn KommeTse nospmu. IITasure,
CBaKa KOMIIAKTHA IMOBPII je reone3mjcku koMmiuietHa. C apyre crpaHe, HTOBPII RQ\(O7 0) =wuje
reoIe31jCKI KOMILIETHA, jep reojesnjcka kpusa t — (¢, 0) He MOMke OUTKH MAKCUMAJHO TPOILY:KEHA.

Bpso je BaKHO pPa3nmKOBATH reone3mjcKy KpuBy (Koja je dyHKIUMja) om meHOr Tpara (TO ject
CKyTI& KOJU MPEACTAaBIbA KOJIOMEH QYHKIM]E), jep OH MOkKe OUTU U Tpar HeKe ApYyre KPUBE KOja Huje
KOHCTAHTHE Op3uHE.

Hepuaunuja 2.7 3a xpusy a : (a, b) — M xaxmcemo 0a je Ipereome3mjCRA, YKOAUKO NOCMOJU HEHG
penapamempusayuja e o h : (¢, d) — M xoja je 2eodesujcka kpusa.

IIpumep 2.1 (porammone nmospmu) IlonceTnMo ce OCHOBHUX AeYUHUNM]A BE3aHUX 3a POTAIUOHE
OB PIIU.

Hedbununuja 2.8 Hexa je o pasan npocmopa R?, neka je s npasa pasnu o u 03nawumo ca S npouseon-
jan cxyn mavaka pasnu o. Cxyn mauaka xoju ce dobuja pomupamwem ckyna S 0ko npage S HA3UBAMO
poTaruoHa moBpII zexkepucana ckynom S. Ipasy s 30eemo oca poramuje.

Yobuuajeno je ma ce 3a paBaH O y3uMa Tz—paBaH, a 3a IpaBy S, z—oca. lIpermocraBumo na
cKyn Tadaka S nMa mudepeHuujabunny mapamerpusamujy « : (a, b) — S. Tana mMokeMo mucaTtu

a=(p, ).

Tedurunuja 2.9 Esemenmapny noepw r(a) : [0, 211] x (a, b) — R® deunucany ca

rotaciona(a)(u, v) = (p(v) cosu, p(v)sin(u), ¥(v)), (2.10)
HA3U6aMO CTAaHOAPOHA MapaMeTPU3AIMja PomayuoHe nospuil.

Hamnomena 2.2 Y npemzoonoj dedunuyuju wecmo ce dodaje u ycaos w(v) > 0, kaxo ckyn S we bu
npeceyao ocy S.

Heduaummja 2.10 Hexa je M pomayuona noepw npocmopa R®. Kpusy o : (a, b) — M xoja npeo-
cmasmwa npecex pomayuone nospwu M u pagnu Koja cadpacu ocy pomayuje Hazueamo MepUaMjaH,
00K Kpusy Koja npedcmas.na npecer PoOMatuoHe No8PULL U PA8HY KOja je 0PMOo20HAARA Ha OCY POMAUUjE
HA3UBAMO TIAPAJIETIA POMAUUOHE NOEPULL.

Teopema 2.4 Ceaxu mepudujar pomayuore noepuu M C R® moxce bumu napamempusosar maxo 0a
nocmare 2€00e3Ujcka Kpusa.

IToka3: Hexa je v mapamerpusanuja 6p3uHe jeman MepuaujaHa poranuoHe mospmu M u Heka je
X PaBaH KOja cagpyku KpuBy < u ocy poramuje. Bbymnyhu ma je v paBancka KpwBa, jeAMHUYHA
mopmasa N = J~', takobe, npunana pasau x. Kako je paBam Y OpTOroHaJiHa Ha moBpm M, To
je u jemuamuna HOopMaJia IN optoronatHa Ha M. Crora je u Bekrop v’ = kNN, rne je k xpusuna
paBaHCKe KpUBE 7, OPTOrOHAJIaH Ha NoBpm M, ogakie cienn Ia je KpuBa <y TEOE3MjCKa. Oom

IIpumep 2.2 (chepa)
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Jlema 2.8 Heka je M opujenmabuara mogpws npocmopa R u v : (a, b) — M zeodesujcka xpusa
nospwu M, wuja je kpusuna pazauuuma o0 nyae y ceaxoj mawku domena. Osnavumo ca {T, N, B}
Ppeneos noxkpemwu penep kpuse Yy u Hexa cy k u T kpueuna u mopsuja kpuee . Tada je mozyhe
00abpamu eexmopcro nose jedunuwrur nopmasa U noepuwu M makxeo da saxncu

S(T) =kT — B,

20e je S onepamop obauxa noepwu M, y o0nocy Ha eexmopcro nose U.

Joxka3: Kako je kpusuna k pasnuunra ox Hyse 3a c¢Bako t € (a, b), Bekropcko nome N je medunu-

caHO Ha mesoM mHTEpBaNy (a, b). Unmennna na je v reome3mjcka KpUBa UMILIMOMAPA Oa j€ BEKTOD
1

N = ~ OPTOrOHaIaH Ha NOBPII M 3a cBako t € (a, b). Cnemu na je moryhe msabpaTu BEKTOPCKO
MOJLE JeIMHUYHAX HOPMAJA TAKBO 14 BAKU

N(t) = U(v(1),

3a a <t <b. Ha ocHoBy medpununuje oneparopa obauka u $peneoBux popmyna, nodujamo

S(T) = %U('y(t)) = -N'=kT —7B.

Jlema 2.9 [eodesujcka kpusa chepe S? noaynpewnura ¢ > 0 je deo 8eaukoz Kpyea.

Hoxa3: Heka je v : (a, b) — S? merpusujanHa (To jecT pazmmumTa OX TAUKe) TeONE3NjCKa KPUBA.
Hhena kpusuHa je pasauunta ox Hyse (jep mpumazna cdpepu). IlomTo cy riaBHe KPUBUHE y CBAKO]
TauKM cepe jeTHaAKe, BaKUI

S(T) = -T.

W3 nperxomme jemHaKOCTH W HA OCHOBY IPETXOMHE JieMe 3aKJ/bYydyjeMO Oa je KPUBUHA KPUBE -~y
KOHCTAHTHA U jeHaKa —, IOK je heHa TOP3Uja UIEHTUYKU jeTHaKa HYJIU ONaKJe CIEeON Ia je KPUBa
c

~ €0 Kpyra HONYIPEYHMKA ¢, TO JeCT BEJUKOr Kpyra chepe S2. O

2.3 KRiepooBe esreMeHTapHE MOBPIIU

Hedbununuja 2.11 Hexa je M C R? nospu wuja je mempura dedurucana 1a caedehiu nawum:

ds® = Edu® + 2Fdudv + Gdv?.

(a) u—Knepoosa®* enemenrapua moBpm je eaemenmapra noepw  : U — M 3a wuje xoeduyu-

jewme npee gyndamenmanne fopme 8ancu

E,=G,=F=0.

4Alexis Claude Clairaut (1713-1765), ¢ppanmyckn mateMaTudap.
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(6) v—KuepooBa eneMeHTapHA HOBPII je eaemenmapra nospw & : U +— M za wuje xoeduyu-
jewme npee gyndamenmanne fopme 8ancu

E,=G,=F=0.

Y cayuajy KaepooBux enemenraprux nospmm KpucrodenoBu cumOOIM M reonesmjcke jemHa-
unne (2.8) umajy 3HATHO jemHocTtaBHUju OOuavk. Hapenna nema ce OUPEKTHO HOKa3yje.

Jlema 2.10 Hexa je x : U — M v—Kaepoosa esemernmapna nospw. Tada cy Epucmodesosu cumboru
u zeodesujcke jeOnavure nogpuy € pedom 0amu ca

—E,
F%l = 0, I‘%l = ﬁv
L,
Moo= 2= (.11)
G,
P%z = 0, 1—%2 = @7
00HOCHO
E
u// +E’UU/IUI — 07
B G (2.12)
" v 2 ~Mu 02 —
v +2Gu +2Gv 0.

Jlema 2.11 Hexa je  : U — M v—-Kaepoosa eaemenmapra noepuw. Tada eaxncu:
(a) ceaxa v-napamemapcra KPUBA eACMERMAPHE NOBPUWU T je NPE2eoOeIUJCKA;

(8) u—napamemapcra xpusa u — x(u, vg) je 2eodesujcka axo u camo axo eaxncu E,(u, vg) = 0,
oyoc kpuee u — x(u, vg).

Ioka3: O6a tepbhema seme cy mupexrHe nociaenune jemsakoctu (2.3). |

Teopema 2.5 (Kmepoosa jemmaxoct) Heka je x : U — M v-Kaepoosa eaemenmapra noepus u nexa
je v eeodesujcka kpusa eaemenmapre nospwu . Oznavumo ca O y2ao usmely kKpuge y U 8EKMOPG Xy, .
Tada saxncu

\/E||'y’|| cos = Eu' = const, nyx xpuse .

Hoxa3: Hera je v(t) = x(u(t), v(t)). Dynyhn na saxu E, = 0, Ha OCHOBY IpBe OX jeIHAKOCTH
(2.12), cnenn

(Eu') = E'v' + Eu" = E,u'v' + Eu” = 0.

Ilakyie, IOCTOjU KOHCTAHTA C 33 KOJy BaKHU

Eu' =c. (2.13)

JHame Baku

A~ . / /
Iv'] cos§ = T _ Tu (@’ +20) _ | |u = VEu'. (2.14)
[l | (el

Tepbheme Teopeme cienn Ha ocHOBY jennaroctu (2.13) u (2.14). O
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Hedoununnuja 2.12 Koncmanmy ¢ usz jeonaxocmu (2.13) nasusamo Harmd xpuse v v—Kaepoose ene-
MENMAPHE NOBPWY . Y2a0 usmely xpuse ¥ u 8eKmMoOPa &, je 0am ca

cos

c
= .

IVlIVE

Cana hemo KOHCTaTOBATU HEKE HMpENU3HUje MHPOPMAIMje O TeONe3UjCKUM KPUBUM KiepooBux
€JIeMEeHTAPHUX MOBPIIU.

Jlema 2.12 Hexa je x : U — M v-Kaepoosa eaemernmapra nospw u nexa je = : (a, b) — M zeodesuj-
cKa Kpusa eaemenmapre nospwu x, opaune jedan. Osnavwumo v(t) = x(u(t), v(t)). Yroauxo je xpusa
v zeodesujcka, onda NOCMOJU KOHCMARMA C, MAKEA 04 8ANCU

)

JE—= (2.15)
VEG

Obpammno, yroauro eaxce jeonaxocmu (2.15) u axo je ucnymwen jedan 00 caedeha dea ycrosa
(a) v'(t) #0, Vt € (a, b);
(6) v'(t) =0, Vt € (a, b),

H Slo

U

oMda je Kpusa vy zeodezujcka.

Hoxa3z: Ilpsa on jemmarocru (2.15), cnenu u3 jemuarocru (2.13). IHame, Bakn

2
1=’7'~’y’:Eu’2+Gv’2 _ %—i—G?}/Q,

, 1 l—é _E—02
RNE E) T TEG

YyuMe je NOKa3aHa U APYyra jeqHAaKOCT.
O6patHO, mpermocTaBuMo na Baske jemaxoctu (2.15). Ha ocHoBy mpse on mux, ciaean

OoaRrJie cJjenqu

o (£>’ _cB B
E)  E2 E
Opnakne 3akmbydyjeMo na je 3am10BosLeHA mpBa on jemaaroctu (2.12). Kpusa « je 6psune jeman jep

Baiku

v = () + 2y - (e + x,)
2 E —c?
= E’U,,2+G’U/2:E(£) +G( C):l.

E EG

Hudepenmupamen jequaroctu Gv'? = 1 — Eu/?, nobujamo
1% 1% J s J

G +2G0" = (Gv'?) = —E,u/*v — 2Eu'u”

E
—E,u*v + 2Eu <5u’v’> = Eu%.
ITocnemuna mpeTXoaHe jeIHAKOCTH je ma je apyra on jemHaxoctu (2.12), 3am10Bo/beHA HA CBAKOM
WHTEpBaJy Ha KoMe je v pazamumro on mymne. C apyre cTrpade, Ha MHTEpBaJy Ha Kome je v’
UAEHTUYKY jeHAKO HyJM, Ha OCHOBY ApyTre on jemHakoctu (2.15), Basku na je F je IHAKO KOHCTAHTH,
onakie, Takobe, ciemu npyra on jemsakoctu (2.12). O
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IMocnemuua 2.3 Heka jex : U — M v-Kaepoosa eaemenmaprna noepw. Tada je xpusa « : (a, b) — M
obauxa

a(u) = x(u(v), v),

npezeo@wujc%a axo u camo axo nocmoju KoHCcmaxma ¢, maxea da saxncu

(2.16)

Eoncmanma ¢ npedecmasnva wazub xpuse o Yy 00HOCY HG eAEMERMAPHY NOSPUL L.

Ioxa3: Iloctoju reome3ujcka kpuBa ~y Op3uHE jefaH KOja MpeacTaBba permapaMeTpu3alujy KpUBe
o, TaKBa Ia BaKU

Ha ocHoBy mperxonme jeme, BaKu

du _ , ¢ . dv i\/E —c?
ds =~ E ds vVEG
Onatie je

du <
duv _ds B _
dv  dv :|:1/E_c2

dS /EG

O6paTHO, aKo je 3a10BoJbeHa jenHakocT (2.16), orma v’ 1 v MokeMoO meUHUCATU TAKO 14 BAKU
9 )

C

u Eu?+Gv?=1.

JlupeKTHO ce poBepaBa ma Cy 3a10BosbeHe jemnaroctu (2.15), ma je a mpereomesumjcka kpusa. [

Ilpumep 2.3 Y npumepy 2.1 morazaam CcMO Oa Ce CBaKM MEPUIAVjaH POTAIMOHE MOBPIIU MOMKE
nmapaMeTprU30BaTU TAaKO Oa MocTaHe reone3ujcka kpuBa. Canma moxkemo pehin HemTo Bumme u o
napasenamva. CramnapIEa TapaMeTpH3amyja pOTAIMORE TOBpImY TpocTtopa R® mara je dpopmymom
(2.10). IIpermocrasumo na Baxku p(v) > 0, 3a cBako v. Tama BpemHOCT (V) MOKEMO CMaTpaTH
nosynpednukoM mapadierne u — (p(vg) cosu, p(vg)sinu, ¥(vg)). Hemocpemno ce mposepasa ma 3a
CTaHIADAHO TMAPAMETPU30BAHY POTAIMOHY MOBDII BasKU

E=¢@)? F=0 n G=¢'@)?*+¢'(v)>
Oparne cnemu F, = F = G, = 0, To jecT cBaka poranuoHa moBpII r je v—RiepooBa exemeHTapHa
MOBPIII, TIa CBAKA Fe0e3UjCKa KPUBA €JIEMEeHTapHE MOBPIIU T 3a00BOJLABA e THAYNHY

dﬁ n /@/2 +¢/2

d’U © @2—02.

[Momro cy v—mapaMerapcke KpUBE POTAIMOHE MOBPIIM MEPUIWjAHU, & U-TTapaMeTapCKe KPpUBE Ia-
pasene, cieneha Teopema je cmenujasan ciaydaj jgeme 2.11.

Teopema 2.6 Hexa je M pomayuona nospw npocmopa R?. Tuda sancu



26 leonmesujckre Kpuse

(a) ceaxu mepudujan nospwu M je zeodesujcka kpusa;

(6) napaseaa nospwu M je zeodesujcka wpusa axo u camo axo saxcu ¢ (vg) = 0. |

IIpumep 2.4 (uceymocoepa) Ilceymocdepa je poranroHa MOBPII NPOCTOPA R? Koja ce mobuja
t
poraunujoM pasancke kpuse a(t) = a(sin(t), cost+ln(tg§)), a € R, xojy nazuBamo Tpakruca. Cran-

JapaHa IapaMeTpu3anuja nceyunocgepe je
v
pseudosfera(u, v) = a(cosusinv, sinusinv, cosv + ln(tgi)).

JenmrocTaBHO ce mOKa3yje ma mnceymocdepa HUje Te0ne3ujCKr KoMIieTHa noBpm. Hawme, cBakm
MepuarjaH nceynocepe je TpakTuca Koja Huje mudepeHnujabuina y Hyad, OJAKJIE 3aKbYydyjeMO
a He IOCTOjU apaMeTpu3anrja KOHCTAHTHe Op3MHE TPAKTHCE KOja je He(rHUCAHA Yy CBAKO] TaUKU
ckyna R.

I'eone3njcre kpuBe mceymocdepe, pas3InduTe On MEpUAUjaHA, MOXKEMO OAPEAUTHU PeIlaBameM
cucrema jemHaumua (2.12). Ommre pememe TOr cucTeMa y Ciydajy mceymnocdepe je

VaZ —2c¢ — a2 cos 2t
ﬂcz sint
38 HEKe KOHCTAHTE C1 U Cg. |

)

Y(t) =c1 +

s

2

Cuauka 2.1 Ilceymocdepa, 0 <u < 27, — < v < 7. Jlunuja npencrasiba reone3njCKy KpUBY.

2.4 ExKCHOHEHINjaJIHO MPeCJINKABAHE

Hedununuja 2.13 Hexa je p npouseonna mavwka pezyrapre noepuu M u nexa je vp € TpM man-
zenmnu eexmop y mayuky p. Ilpecauxasame expp TpM — M, defunucano ca

expp(vp) = (1),
2de je v eeodesujcka xpusa nospuwu M, woja 3adosomasa ycrose ¥(0) = p u v'(0) = vp, nasusamo
€KCIIOHEHIjAJHO IIPECIIMKABARE MANZEHMH02 NPOCmopa nospwu M.
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Jlema 2.13 3a excnonewyujaarno npecaurasame eaHCu

expp(avp) = y(at), Va € R,
20€ je v zeodezujcka kpusa nospwu M, xoja 3a0080ma8a ycaose npemrodHe deduruyuge.
Jloka3: Hexa je v reome3mjcka kpuBa nospimu M, Koja 3aX0BO/baBa yCIOBE NPETXOIHE e(PUHUL]E
U HEKa je v, reonesmjcka kpusa mospmu M 3a kojy Baxu v,(0) = p n v,(0) = avp, 3a Hexm
¢urcupan peasan 6poj a. Tanma cy xpuse v, u t — y(at) reomesnjcke KpuBe Koje 3aT0BOJbABAJY

HUCTE TMIOYETHE yCJIOBE, Ia Cy OHE, HA OCHOBY TeopeMe 2.3, NIEHTUYKN jeJHAKE Ha HEKOM UHTEPBAIY
KOoju campyxku Hyay. Tume je jsema morasaHa. (Il

Hajsnauajuuja ocobuHa €KCIOHEHIMjaJHOT NMpeciuKaBama narta je y ciaenehoj reopemu. Hben
noka3 Moxke ce Hahu, Ha mpumep, y [8].

Teopema 2.7 3a ceaxy mauxy p noepuu M, nocmoju okoauna Up maure 0 € Tp M, xoja ce excno-
HEHUUJAARUM NPECAUKGBATEM OUPeoMOPPHO npecauraea na omeopern nodckyn nospuwu M.

Hedununuja 2.14 Hexa je p mauxa noepwu M. Kaxcemo da omeopen nodckyn Np noepwu M, woju
cadpxcu mavky p npedcmas.a HOPMAJIHY OKOJIMHY mavke P, ykoauxo nocmoju omeoper nodckyn Op
manzenmioz npocmopa Tp M, Koju ce excnornenyujarnum npecaukasamem expp Jueomopdro npecau-
xaea na cxyn Np.

Hedoununnuja 2.15 Hexa je p mauxa nospuwu M, {e1, ea} opmonopmupana 6asa manzenmmoz npo-
cmopa TpM u Np = expp(Op) HOPMAAHA OKOAURG MAYKE P.

(a) HopmaJsiHa esreMeHTapHA HOBPII (Y 00nocy wa mawky p u 6azy {e1, ex}) je npecaukasame
x: (a, b) x (¢, d) — M Odefunucaro ca

z(u, v) = expp(uer + ves),
2de npagoyzaonux {ue; +vey | a <u <b, c <v <d} npunada cxyny Op.

(6) Teome3mjcka moJiapHa eJIEeMEHTapHA HOBPII (Y odnocy wa mauwky p u basy {ei, ea}) je
npecauxasane Yy : (0, ¢) x (0, 27) — M dedunucarno ca

y(r, 0) = expp(r cosfe; + rsinfes),
2de duck {rcosfe; +rsinfey | 0 <r <c¢, 0 <0 < 2n} npunada cryny Op.

Jlema 2.14 Hexa je Np nopmasna oxosura mawke p € M u nexa je q npouseonna mavka 0KoAUNE
Np. Tada nocmoju mauno jedna zeodesujcka Kpusa koja cnaja mavwke p u g u npunada cKyny Np.

Iloka3: Cpaka reomesujcka KpuBa Op3uHE jelaH YujU je jemaH Kpaj Tayka P je r—mapaMeTapcKa
KpWBa mojapHe mapaMerpusanuje. llomTo je mpeciukaBame expp : Op — Np mudpeomopdusam,
reoie3njCcKa KPpUBa YMja je Kpajla Tauka ¢ je jeJUHCTBEHA. O

JIema 2.15 Hexa je y : (0, ¢) X (0, 27) — M zeodesujcka nosapra esemenmapra nospus (Y maswku p
nospwu M). 3a xoeguyujenme npee gynoamenmanare fopme eaeMeRMapHe NOBPUWU Y 8AHCU

E=1 u F=0,

maxo 0a je Mempukra 0ama ca

ds* = dr? + G(r,0)do>.
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Ioka3: Ilomro cy r—-mapamerapcke KpUBe HOBPIIN Y T'E€OAE3UjCKE KPUBE, MMAMO

E:yr'yrzl u yrr:O'

[IraBume, Baxku

(Y, - Yp) Ep
FT — r = e = — = 07
or Y- Yor YrYro 2

Tako ma je F' jemHako KOHCTAHTHM LYK CBake r—mapamerapcke kpuBe. C apyre crpare, jeIHOCTABHO
ce morasyje ma Baxkn F(0,0) = 0. Ha ocHOBYy mpeTxomHe nBe YMHE€HUIE 3akpbydyjemo xa je F
UNEHTUYKY jeTHAKO HYJIU Ha LEJOM ITOMEHY. (|

leomesujcre kpuBe moBpum M kKoje mosase n3 Tavke p € M HazuBaMoO paa@jajiHe T'eoIe3UjcKe
kpuse nospmu M. Tanrentau npocrop TpM mnospmu M MoxkeMO pasmaTpaTé Kao, Takobe,
HOBPII M30METPUYHY paBHM. Tana je reomesmjcka Kpusa nospmm TpM Koja mosasu U3 Tadke
0 € TpM pamujanna reogesujcka kpuba. Taxobe, ramrenTnn Bexkrop mospmm TpM y Tauku v €
TpM (koja je m cama BEKTOD) HA3MBAMO PAAMjaJIHU TAHT€HTHU BEKTOP, YKOJWUKO je ¥ TAHI€HTHU
BEKTOP paaujasHe reojesujcke kpuse. ClMUHO, 3a TAHTEHTHU BeKTOp mospmm TpM y Taurm v €
TpM raxemo na je KOpaIUjasIHA TAHTEHTHU BEKTOP, YKOJWUKO je OH OPTOTOHAJIAH HAa PaujajHe
TaHMeHTHE BEKTOPE Y TAYKU V.

Pamujanme reomesujcke kpuse nospmu 1p M eKCIOHEHI]aTHIM TPECTMKABAHeM eXpp mpeciu-
KaBajy ce y paaujajiHe reone3ujcke Kpuse noBpumu M, uuja je jemna kKpajma Tadyka p.

Jlema 2.16 (Taycosa siema) Heka je p mauka nospwu M. Tada eaxncu
(a) npu eKCnoOKEHUYUJaAAHOM NPECAUKABABY HE MEBG CE OYNCURG PAOUJANHUL 2€00e3UJCKUL KPUSUT;

(8) excnonenyujaaHo NPecauKaBABE “YEA OPMOZORAANROCTL UsMely PAdUjasHuT ¥ KOPAOUJAAHUL
MAHZERMHUT 8EKMOPA.

IHoka3: Heka je y reome3ujcka mosnapua eaemenTapHa nospu (y Tadku p nospmu M). Tana cy
KOMITO3UIINjOM yoexpy nare yobuuajene mosmapue koopaunare. Ako cy E, F u G koepunujentu npse
dynnamenTane Gopme eseMeHTapHE NMOBPIN Y, Tana je TBpheme (a) mpedopMysamuja YnHeHATE
na Baku E =1, nok je tBpbheme (6) mpedopmynammja yumenune na Bakn F = 0 u3 geme 2.15. O

2.5 T'eome3ujcke KpuBe W YHYTpAaIIihbe PacTojame

Hebrannuja 2.16 Hexa je o : (a, b) — M 0deo no deo dufepenyujabuana xpusa nospwu M u nexa
cy p, g € M mene kpajwe mauxe. Kamcemo da xpuea o MUHUMM3IYje pacTojame uamehy mavaka p u
q, yroauko cy ucnymwena caedeha dea ycaosa:

(a) p(p, @) = l(a), 20¢ je p(p, q) ynympawme pacmojawe (6udu degunuyujy 1.2) usmehy mavaxa
P uq, alla) dymcuna xKpuse a;

(6) ceaxa dpyea deo no deo Jufepenyujabunna kpusa, wuje cy kKpajhe mauke p u q, npeicmasna
PENAPAMEMPUIAUUTY KPUBE .

Teopema 2.8 3a ceaxy mauxy q nopmanne oxoaune Np, mauke p € M, padujarna zeodesujcra xpuea
Koja cnaja mavke p u q je jeduna Kpuea Ko0jo MURuUMuU3Yje pacmojame usmehy muxr mavaxa.
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Iokas: Hera je y reomesmjcka mosapHa ejJeMeHTapaH HOBPII Koja mokpusa ckyn Np. Osmaummo:
q = y(uo, vo). Pamujanna reomesujcka xpusa v : [0, ug] — Np Koja cmaja Tauke p u q JepuHICAHA
je ca

~(u) = y(u, vo)-

Caka npyra KpuBa (x, KOja Cliaja Tadke p U ¢, MOKe OUTH penapaMeTrpus3OoBaHa TAKO Ia jOj DOMEH
6ynme uctu cerment [0, ug]. Tpeba nokazaTu na Basku

() < l(). (2.17)

MoskeMO TPETHOCTABATH [a KPUBA (¢ HEMa CAMOIPECEK. Pa3MOTPUMO HPBO CIydaj Kada ce
KpuBa o Hasa3u yHyTap ckyna Np. IlomTo kpuBa o HeMa caMompecek, mocToje audepeHujabune
pyurUMje ay, as : [0, ug] — R, Takse ma Baku

a(t) = y(ai(t), a(t)).

C o63upom nma Baskn a(0) = p n aug) = q, MOKEMO THUCATH:

a1(0) =0, ai(ug) =ug, a2(0)=v9 u az(ug) = vy + 2nm, (2.18)

3a Heku 1eo 6poj n. 3a Kpucrodenose cumbose esnementapue nospum y Bakun =1 u F =0, na

Op3uHA KpUBE ¢ 3310BOJLABA
lo/|| = \/af + GaZ > |a}| = aj.

Kopucrehu jemmakoctu (2.18), nobujamo

) Uuo
() z/ a? + GalZdt 2/ aydt = ay(ug) — a1(0) = ug. (2.19)
. Vo 5 @ 1(u0) — a1(0) = uo

Pamujamna reomesujcka KpuBa -y je Op3uHe jenaH, Omakje CJIeau

o
l('y):/ dt = uyg.
0

Kopucrehu nperxonny jemmaxoct u Hejemuaroct (2.19), nobujamo mejemmaroct (2.17).

C mpyre cTpame, aKO KpuBa Qu He MpUNana y HeJocTu ckymy Np, OHIa OHa MOpa TpecenaTH
kpyr v — y(up, v). IIpemMa mperxomHo NOKa3aHOM, NEO KPUBE (¢ KOJU C€ HAJA3U YHYTAp KPyra je
nyskune Behe on (), mro 3Haum ma y OBOM ciydajy 4ak Ba:ku cTpora Hejemsakoct [(7y) < ().

Hanocuerky, npernocrasumo na Basku [(v) = l(«). KpuBa a me mpecena kpyr v — y(ug, v) u
BaskM jemHakocT y Hejemuaxoctu (2.19). Ilakae, Basku

2 2 _ 4/
\af +Gay = ay.
[MomTo Bazkn G > 0, U3 IpeTXOqHE jeTHAKOCTU CJIEIN
ay =0,
TO jeCcT BakKU a9 = Vg, a OJaTie je

a(t) = y(al(t)ﬂ 7)0),

ITO HAC AOBOIU IO 3aKJ/bYUKA A je KPUBA (¢ permapaMeTpu3alnuja Kpuse 7. ([l
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Jlema 2.17 Hexa cy p u q mauxe nospwu M. IIpemnocmagumo 0a je kpusa & : [a, b] — M najkpaha
00 ceur kpueur nospuiy M, defurucanus Ha ucmom domeny Koje 3a0080ma8ajy ycaose ala) = p u
a(b) = q. Tada je a zeodesujcka kpusa nospuwu M.

Ioxa3: IlpermocraBuMo ma KpuBa & HUje reome3ujcka. lama BaKu

l(a) > p(p, q).

ITomTo @ HUje reomesmjcKka KpUBa, IOCTOjU BPEIHOCT ty € [a, b], TakBa ma Bamu kg¢(a(to)) # 0.
Kako je reomesmjcka KpMBUHA KPUBE ¢ HEIPEKMAHA (YHKNMja, OHA je PA3IUUUTa O HyJe Y HEKO]
OKOJIMHU TAuKe tg, ma, 0e3 rybipema Ha OIIMTOCTH, MOKEMO MPETIOCTABUTH O j€ tp YHYTPAIImba
Tauka cermenra [a, b]. ITocroju peamanm 6poj € > 0, TakaB na PeCTPUKNM]a KPUBE (X HA CETMEHT
[to—¢, to+e] Huje reomesujcka kpusa moBpmy M, anu npunana HOPMAJIHO] OKoJMuHY Tauke (). Ha
OCHOBY NIPETXOMHE TEOPEME, 3aKbYUyjeMO A je Ly:KUHA PECTPUKIMje KPUBE & Ha CETMEHT [tg, to—+E]
(I(e|[ty, tg+<])), cTPOTO Beha ox Bpemnoctu p(a(to), a(to+¢)). Kopunrhemem mejemnaxoctu Tpoyriia
nmobujamMo

Ha) = g, t0) + Uiy, to+e)) + Ut [tg4e, b))
> p(p, a(to)) + plalto), alto +¢)) + plalto + <), @) > p(p, q).

2.6 lloBpm Kao METPUUKKU IPOCTOP

Teopema 2.9 Hexa je M nospw npocmopa R". Tada je (M, p) mempunwrku npocmop, 2de je p fynryuja
yHympawmez pacmojamna nospwu M.

Joxka3z: Ouursenno Bazxu p(p, q) = p(q, p) u p(p, q) > 0, 3a cBake aBe Tauke p, g € M.

Hexa je € > 0 peanan 6poj u Hera cy ala, b — M u B[b, ¢] — M neo no neo mupepenimjabunne
kpuse nospmu M, takse na Baxku ala) = p, a(b) = B(b) = g u B(c) = r. Hera 3a nyskuHe KpUBUX
a u 3 Baxku

@) <plp,@)+5 u UB)<plg.m)+5.

Hedpurnmumo kpusy 7 : [a, ] — M, Ha crenehn maunn

Tana Baku

pp, r) <IU(v) =la) +1U(B) < p(p, @) +p(g, T) + .

ITomTo ropma HejeTHAKOCT BayKM 3a MIPOM3BOJLHO €, OBUM je IHOKa3aHa HejeTHAKOCT TPOYTJIA.
ITa 6ucMo KoMmIIeTHpaIn AOKa3 Tpeba joIn ma JOKa:KeMO ma BayKd

pp,q) =0=p=gq. (2.20)
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IIpernocrasumo na Bazku p(p, q) = 0, anu na cy p u q pazmuuure tauke nospum M. Heka je
Np nopmasina okosiuHa Tauke p. Tazxa moctoju peasan 6poj € > 0, TakaB Aa BaKH

{r € Np|p(p,r) <c} C Np.

[Ipema meduHUIM]U yHYTpAIIKHET PACTOjama P, IOCTOJU NEO0 MO Aeo0 MupepeHnrjabuaHa KpuBa o :
[a, b] — M 3a kojy Basxku a(a) = p u a(b) = g, TakBa na je meHa Ky:RKUHA Mama on €. Ho, Kako je
a(la, b]) moBezan ckym, nmocroju Tauka to € (a, b), TakBa na Baxu p(p, a(ty)) = . Tana, HA OCHOBY
teopeme 2.8, cienu [(a) > €. Kourpanuknuja! OBum je nokazan HeTPUBUjaJIaH NeO €KBUBAJICHIN]E
(2.20), a Tume u sema. |

Ioxka3z mapente teopeme Moske ce Halin y [5].

Teopema 2.10 (Xond —Punoy®) Hexa je M nosesana noepw npocmopa R™. Caedehu ycaoeu cy
eKBUBANEHTIHY

(a) (M, p) je komnaeman mMempuuky nPocmop;
(6) nospw M je zeodesujcxu Komnaemma;

(B) sa ceary mauky p € M, excnonenyujaano npecaukasane expp je defunucano na yeaom marn-
eenmmom npocmopy TpM.

IlImasuuie, Yyroauko je ucnymena Hexa 00 NPemrooHUT cmasky, okda 3a ceaxe dge mavke p, q € M,

nocmoju 2eodesujcka kpusa v : la, ) — M xoja 3adosomasa ycaose y(a) = p u y(b) = q u 3a xojy
8axNCU

p(p, q) =1(7).

5Heinz Hopf (1894-1971), mBajuapcku MaTeMaTudap.
6Willi Rinow (1907-1978), HeMauku MaTeMaTIIAD.






I'maBa 3

Metone Pyure—Ryra

Cucrem reognesujckux jenHauuna (2.8), y ommreM ciydajy, pelmiaBa ce IPUMEHOM HEKe Hy-
Mepuuke MeTone. Tume ce moceOHO BABUMO y OKBUPY IJIaBe 5, Kaaa KOPUCTUMO, TAKO3BaHE, METO e
Pynre'-Kyra?. Crora, oBle majeMo KpaTak Ipersel TUX MeTOA.

C 063upom Ha TO Oa ce cBaka AU(EPEHIjaTHA jeqHAUNHA M—TOr pera

u™ () = flz, u, o, ..., umD),

cMeHOM ug () = uk) (z) cBomu Ha cucTeM o4 M MUPEPEHNU]AJHUX jeJHAYNHA IPBOT Pela

up(z) = ups1(z), k=0, ...y m — 2,

U{rn—l = f(l’, UQ, -y um—1)7

JOBOJLHO je OI'PaHNYNTU CE€ Ha DPeIlaBalh€ CUCTeMa jeI[Ha‘II/IH& OpBOT pena

up(z) = fr(w, ug, ooy upm), k=1, ..., m,

KOJU MOKEMO 3aIVCATH y BEKTOPCKOM ODJIUKY

u'(z) = f(z, u(z)), (3.1)

rae je u = (U1, ..., um)" u f = (f1, ..., fm)?. BamaBamem m ycioBa Koje pememe Tpeba na 3aT0BO-
JbaBa, W3 ONIITEr pemena cucreMa mudepeHmmjanaux jennaumua (3.1) oapebyjemo, Tako3BaHo,
MapTUKYJIAPHO pelreme. Y KOJMKO Cy CBU YCJIOBU 3aIaTU y jEAHO] TAaUYKU Zg, TAIA j€ CUCTEMOM
(3.1), momymeHUM OBWM YCJIOBUMA, AedUHUCAH MpobieM Koju Hasupamo moderHu nau Komujes3
npobseMm. Ilouerne ycaose ui(xo) = ugk, kK =1, ..., m, rakobe, 3anucyjemMo y BEKTOPCKOM OOJIUKY

u(zp) = ug, (3.2)

rme je Uy = (’LLOJ, ceny uO,m)~
Kon merona Pyrre—Kyra ce, Ha OCHOBY mo3HaTe BPEOHOCTU peliema KommjeBor mpobiema y
Tavyku X, ompebhyje BpemHOCT pemema y Tauku T + h. Panmu jemHocraBHOCTH, MIAYCTPYjMO UX Yy

LCarle David Tolme Runge (1856-1927), HeMaUKy MaTeMaTHUap.
2Martin Wilhelm Kutta (1867-1944), HeMauky MaTeMaTHuap.
3 Augustin Louis Cauchy (1789-1857), ppaHmyCKn MaTeMaTmyap.
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cayJajy jenne mupepeHuujasHe jeanauywmsae npsor pexna. akiae, y Komujesom mpobGuemy (3.1),
(3.2), Bazkm m = 1. Wurerpanumo gu jemnauuny (3.1) y rpanmunama ox x mo z + h, mobujamo
BPEIHOCT (PYHKIUje u y Tadku & + h:

xz+h

u(z +h) = u(z) + / ft, u(t))dt. (3.3)

x

3aMeHOM MHTerpaJia Ha [eCHOj CTPAHU FOPHE je THAKOCTU KBAAPATypPHOM (GOpMyIoM, nobujaMo

u(x + h) ~ u(z) + hz cif(zi, u(xy)), (3.4)

rae cy ¢; xoepuimjentu, a x; € (x, x + h) usopoBu kBagparypue ¢Gopmyie. IIpumerumo na ce
pesyaryjyha ¢yHruuja u jaBimba kao apryMment ¢yuruuje f, na y ¢popmyau (3.4) durypuimy Bpen-
Hocty u(x;) KOje HUCY mO3HAaTe. AKO Te BPEJHOCTU CYKLECHUBHO alpokcuMupamo, kopucrehiu Beh
ompebene ampokcuManmje pelmnema y NPETXOAHUM UYBOPOBUMa, m3pa3 (3.4) Mo:EKeMO 3ammcaTu y
cnenehem o6auky:

u(z+h) =v(x+h) =u(x)+ Zcik,—(h), (3.5)
i=1
rrejesauv=ulz) uz;=x+aqh,0=a; <ay <..<aqa, <L

ki(h)
ka(h)

hf(z, u),
hf(x+ ash, u+ B21ki(h)),

kn(h) = hf(l‘ —+ Oénh, u—+ Bn,lkl(h) —+ ...+ ﬂnm_lkn_l(h)).

PazmumuntuM n360poM mapaMeTrapa (g, ..., On, C1, ..., Cp 1 (i, 0 < j < i < n, popmynom (3.5) cy
nedurUCcaHe pazauuuTe MeTone Tuna Pymre—KyTa.
Heka je rpemka MeTonme Ha jeJHOM KOpakKy

e(h) =u(z + h) —v(x +h). (3.6)

Yrkoauko je f mOBOJBHO rilaTka (YHKIMja CBOjUX apryMmenara, tana cy ki, ..., k, U € riartke
¢yurnuje kopaka h. IIpermocraBumo na Baku

£(0) =£'(0) = ... = @ (0) = 0, ePTD(0) £ 0,

3a TPOM3BOJBHY (QYHKIU]Y f.
Ha ocmoBy Tejmopose? popmyse, rpemka merone Ha jeTHOM KOPaKy je

P ) 0) (»+1)(9h)
- £ i 3 +1
e(h) = ‘E_O a h' + T hPTH 0 <6 < 1. (3.7)

(Muaue, 6poj p HA3MBAMO peg FPEIIKe METOXE).
Ananmsupajmo meke on moryhux uzbopa napamerapa ¢popmyie (3.5) u rpemke onrosapajyhnx
MeTOoa.

4Brook Taylor (1685-1731), eHryiecKr MaTeMaTHUIAD.
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e n=1 Ha ocuoBy (3.5) u (3.6), nobujamo
e(h) =u(x + h) —u(x) — c;hf(x, u).
Opartie je
g'(h)=vu(x+h)—cif(z,u), &"(h)=u"(z+h).

Homro je €(0) =0 u £'(0) = (1 —¢1)f(x,u) =0, 3a ¢; =1 u 3a cBaky QyHruMjy f, HA OCHOBY
popmyie (3.7), nobujamo

u”’(x + 6h)

.
2

w(@ +h) = u(@) + hf(z, u) +
Hakne, popmyna Pynre-Kyra 3a n =1 je mara ca
v(z +h) =u(z) + hf(z, u(z))

(my jom maszusamo u Qjmeposa® popmysa).

e n=2 Y OBOM CcIyuajy je I'pelika MeTOmIe

e(h) = u(z + h) —u(z) — crhf(z, u) — c2hf(Z, w),

rae je T =x+oahu u =u+ B 1hf. dupepeHiupameM IPETXONHE je THAKOCTU IO h moGujaMo

e'(h) = W(@+h)—cf(z, u) —cf(@, 0) — c2hlazfo(Z, 4) + B2 fu(Z, 0)f(, u)),
e"(h) = u'(z+h) = 2c(a2fe(7, @) + P21 ful@, w)f(2, u)
—cah(03 frox (T, 0) + 202021 fou (T, @) f (2, w) + 03 1 fuulT, ) f2, u)?),
e”(h) = W (z+h)—3c2(Adfrr(Z, ) + 202021 fru (T, U) f (2, u)

+831 fuu(Z, W) f (2, u)?) + O(h).

HMomro u3 mudpepennujanue jenaaunue (3.1) caemu

u,:f7 U//:fx+fuf7 UW:fxx+2fxuf+fuuf2+fu(fx+fuf)7

3aKJBbYUY]EMO Na BAYKU:

e(0) = 0,
e(0) =  (-ca—c)f(z, u),
e’(0) = (1—2co00)falz, u) + (1= 2c2021) fulz, u) f(z, u),
e"(0) = (1—3c203) fua(2, u) + (2 = 6c2022,1) fru(, u) f (2, w)
(

+(1 = 3c25 1) fuul@, w) f(z, w)? + fulz, w)u' (z).

Iakine, 3a cBaky (X0BOJHO riaTkKy) (GyHKIUjy [ Basku

e'(0)=0, arxoBawm 1—c3—cy=0, (3.8)

5Leonhard Euler (1707-1783), mBajmapckn MateMaTuyap.
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€’(0)=0, akoBamm 1—coaa=0 wu 1—2c021, (3.9)

Te, HA OcHOBY (3.7), 3a p = 2 nobujamo

E”/(eh)
6

u(z + h) = u(x) + crhf(z, u) + cah® f(x + agh, u+ Bo1hf(z, u)) + h3. (3.10)

Ycaosu (3.8) u (3.9) majy Tpm Bese mameby wetupum mapamerpa, ma jemaH Ol HUX MOKEMO
1

n3abpaTu TPOU3BOJLHO. Y KOJIUKO M3abepeMo ¢; = 3 mobujamMo co = > ag=1wu fy1 =1, Te

3aHeMapuBameM rpemke y popmyiu (3.10), nobujamo popmyny Pymre-Kyra 3a n = 2:

v(z +h) = u(z) + g[f(x, u(@)) + f(z +h, u(z) + b f(z, u(z)))], (3.11)

unja je rpemka pemga O(h?).

1 1
Cunununo, 3a ¢; = 0, mobujamo co = 1, ag = T B = 3 ITO UMIIUIUPA HOPMYILY

v(iz+h) =u(z) +hf(z+ g, u(zx) + gf(x, u(x))), (3.12)

KOja je ucTe TayHOCTU Kao u nperxoqua. Popmysnom (3.11) je npubamwkuo pememe Komujesor
npobiema oxpebeno anpokcumanujom mHTErpasia y uspasy (3.3) Tpame3HoM KBAAPATYDPHOM
popmyiaom, a popmyaom (3.12) npaBuiom npaBoyraoHuka. Ilpumerumo jom na ce caobonan
napaMeTap He MOKe M3a0paTu Tako na 3a csaky ¢ymkmmjy f Basku €”/(0) = 0, To ject ma je
rpemka Ha jemHoM Kopaky pema O(h%).

e n =3 CauyHaoM aHAJIMU30OM KaO y MNPETXOOHUM CJIy4yajeBUMa HOOUjaMO yCJIOBE KOje Hemo-
3HATU TMapaMeTpu MOPajy 3aI0BOJLABATU:

az =21, az=031+032, az(az—az)—P3202(2—3x2)=0,

1 1
c3f3,3000 = g G + c3az = 3 a +ecy+cez3=1

TTomro 3a ocaM HEMO3HATHX mapaMeTapa MMaMO IIECT BE3a, ABA Ol HBUX MOKEMO omabparu
npouossosmHo. Hajuemhe ropumhena ¢popmyra (koja je taumoctu O(h*) ma jemmom ropaky)
je

ki(h) = hf(z, w),

h k
ka(h) = hf(@+ 5, ut =),
2 2
k3(h) = hf(x+h,U7k1+2k2),
1
vie+h) = u(z)+ E(kl + 4ko + k3).

en =4 Y oBoMm cayuajy moryhe je ussectu ¢opmyisy HajBume pena detupu (TO jecT ca
rpemxom O(h®) Ha jemmom kopaky). Hajuemhe xopumrhena Taxsa Gopmyda je:
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hf(z, u),
h k1
ko

h

hf(x+ h, u+ ks),

1
’U,(IZZ) + 6(1431 + 2k2 + 2k3 + k4)

Hamomena 3.1 Yecmo ce nod mepmurom "memooda Pynee-Kyma” (6es nasohemwa epedrocmu napame-
mpa n), nodpasymesajy nocaedne Hanucare Gopmyae.

Y cayuajy cucrteMa quepeHIuja Hux jeqHaunsa, popmyie Pynre—Kyrta ocrajy mcre, ¢ tum
mwro cy Tana u, v, f u k;, i =1, ..., n BEKTOPCKe BeJIUYUHE.






I'imaBa 4

I'eone3ujcku mosimenpu u Mpeske

OsBo je mpBa on mee raase mocBehiene opurmHasauM pesynrarnma. OHU Cy 3aCHOBAHU HA
pe3yJaTaTuMa MOCTUTHYTUM Y OKBUDPY AUCKPETHE FeOMETpUje Ca KOjUMa ce Mpemauiy y mpBa ABa
norsaBma. Tpehe, yeTBpTO M meTO moOryias/he mocBehenu cy mpobiaeMy reHepucama MUCKPETHUX
MOBPINU TeOJE3UjCKUM KPUBUM, onpebuBamy BHUXOBUX 0COOMHA M HAUMHA 33 HUXOBO MOOUjame.

4.1 OcHoBHe nepwHUIUjE

He¢puuumnuja 4.1 I'pad je ypehena mpojra G = (V(G), E(G), vg) koja ce cacmoju 00 nenpasnoz
ckyna V = V(G), wuju cy eaemernmu BpxoBu (TeMeHa, uBopoBm) zpafa G, ckyna E = E(G), wuju cy
eaemenmu rpate (muaUjeE) epada G v pyHKNUje MHOUOEHIUjE Yq, K0ja C8GKOJ 2pany npuopyxcyje
neypehenu nap (neobasesno pazauvwumuz) eprosa. Axo je e € E(G) u u, v € V(G) makxo da eamcu
Ya(e) = uwv, xamcemo Oa eparna e cuaja eproge u u v U 0a CY 8PLosu u u v KpajeBu zpane e. Kpajesu
HeKe epane ¢y UHIAAEHTHU Ca HOM U HA3USAMO UL CYCEemHUM 8prosuma. Cauumno, 2pane Koje umajy
jedan szajednuuru epr cy makxohe cycedne. Yobuuajene osmaxe cy: v = v(G) — 6poj eprosa epafa G,
e =¢(G) - 6poj epana epaga G.
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Ciura 4.1 ITonu-rpad.

3a O0ynyha pasmarpama je moceOHO MHTepeCaHTHA KJIaca PaBaHCKUX IpadoBa koje hemo 3BaTu
nosu-rpadoBu. To cy rpagoBu uUnmje MBUIE OrpaHMYABAjy HajBUIIEe NPeOpOjUB CKYyNm IPOCTUX
noaurona (Bumu cauky 4.1).

Ieduaumnuja 4.2 JTuckperHa mpexa npocmopa R® je npecaurasawe F : G — R>, 20e je G nexu
noau—epad.

Cuure BpxoBa u rpasa nonu-rpada G npu npeciukasamy F, 38ahieMo penoMm TeMeHa 1 MBUIIE
IUCKPETHE MPEKE.

Csaku paBaHCKU rpad Oeau paBaH K0joj npumnana Ha onpebhenu 6poj orBopenux obaactu (kKoje
HA3UBaMO cTpaHe rpada) ox KOjUX je TayHO jelHa HeorpaHudeHa. 1y CTpaHy HAa3UBaMO CIIOJba-
m’a cTpaHa. ['pare n BpxoBu rpada Koju npunanajy pyoy CIOJballlke CTPaHe Cy PENOM CHOJba-
mIbe rpaHe U CHOJBAIIbU BPXOBU rpada, ZOK Cy OCTajle TpaHe M BPXOBU YHYTPAIIEBU. 3a TeMe
IUCKDPETHE MPE/KEe KaKeMO M1a je YHYTPAIIkhEe aKO je OHO CIMKA YHYTPAIImEr BpxXa oaroBapajyher
rpada U CINYHO y OCTAJUM CIydajeBUMA.

WaTyutusao, nomu-rpad, takobhe, MOKEMO CXBATUTU KAaO jeOHYy MPEXKY y DaBHU, NOK je Ou-
CKpeTHa Mpeka HEIITO IITO ce nobuja kamga ce taj rpad mepopmuine y npocropy. lIpumerumo na
TOM IPUJIVKOM MOT'Y HACTAT! PA3JIMUUTH CJIydajeBU KAo Ha IPUMeD: CIuKa pyda cTpaHe rpada ce
HEe MOpa HaJa3uTU y jeqHoj paBHM, Moryha cy camomnpecenama MBUIA Mpeke, ClIuka pyba jemHe
crpane rpada Moke ce (IesoM) MOKJIONUTHU Ca CIMKOM py0a HEeKe Apyre CTpaHe W CaudHo. Kako
6rcmo m3bersu Te aHoMmanwuje, AeprHrcalieMo crnenujaJsiHe OUCKPETHE MOBPIIN-IIOJIUEIPE.

Hedoununnuja 4.3 Ilommenap P je (noeesana) nospws npocmopa R? KOJy “uHU Hajeuwe npeopojue
ckyn F pasancrxux mpoyenosa xoje hemo 3eamu crpame noauedpa, maxea 0a 8axcu

(a) ceaxa mauxa p € P npunada yrympawmocmu mawno jeonoz mpoyeaa f € F';
(8) ceaxa mavwka p € P uma okoauny Koja npeceua Konauno mrozo mpoyzaoea f € F;

(B) npecex dea pazauvuma mpoyena f, g € F je uau npasan uau ce cacmoju 00 jednoez zajednusroz
memena Uiy jeone 3ajednuyke cmpare.

(r) usuya nexoz mpoyeaa je UHYUOEHMHG Ca jou, Hajeuuie JeOHUM TP OY2AO0M.
JacHO je ma cy TeMeHa U MBUIE CTPAHA MOJMENpa, yjeqHO TeMEHAa W UBUIE CAMOT IOJUEAPA.

Hanowmena 4.1 Ilpumemumo da zopwa dedunuyuja obyreama v neke JuCKpemmue nospus “uje cmpa-
He Hucy mpoyenrosu. Ha npumep, xouka je nosuedap, jep ce c8axa meHa CMPara MOMCE OUJA2ZOHAAOM
nodeaumu na 0sa mpoyeaa. Cmoza he, nadame, ceaxa 08a mpoyzaa Koja NPunadajy ucmoj pasHi u
UMY JEOHY 3aJeOHUNKY UBUYY YUHUMU JEOHY CMPAHY NOAUEODA.

JHepunnaumnuja 4.4 3a noauvedap xaxcemo 0a je OTPAHUYIEH, ykoauko nocmoju kyzaa B(0, 1) C R? K0ja
20 cadpacu.

Iepunuruja 4.5 3aTBOPEH OJIMENAD je OHAj “Uja je C8aKa UBUYA UNYUDEHMHA Ca 08EMA CMPAHA-
Mma. I'panuna mosumenpa je ckyn ceur usuya UNYUJeHMHUL ca jedrom cmparom. Temerna nosuedpa
K0ja npunadajy mez060j 2paruy L 306eM0 TPAHNYHA TEMEHA, 00K CY €84 OCTMAAG MEMENG YHY TDAINA.

Jepununuja 4.6 Basennuja (cremen) memena Quckpemme mMpexce Uil nosueopa je 6poj ueuya un-
YUOEHMMNUL Ca MUM TNEMENROM. YKOAUKO CY C8aG YHNYMPAWDHG MEMAKA ucme sarenyuje k, 3a ouckpemmy
mpeacy (noauedap) xaxmcemo 0a je k-BajeHTHA.

Yoynyhe hemo mompasymeBaTy na je Ha CBakOj CTpaHM HOJaMenpa OeUHUCAHA EYRIUACKA
METPUKA.
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Hepuuunuja 4.7 Hexa je ¢ : (a, b) — P kpusa xoja je pexmudabuina Ha c8aKOj CMPaArU Noauedpa.
Tada je dymcuna xpuee o dama ca

)= Y Ialp).
feF

Hepununuja 4.8 Heka je v € P, meme nosuedpa P u nexa je {fy, fa, .-y Fn}, ckyn ceuxr cmpa-
Ha unyudenmrux ca memenom v. Tada maj ckyn osnauasamo ca z(v) u 306emo 3B€3da TEMEHA U.
Cauuno, CKYyn C8UT CMPAHG UHYUOEHMHUT Ca UBULOM VW, noauedpa P (a makeur je najeuwe odse),
osnavasamo ca z(Vw) u 306emo 3Be30a CTPAHE VW .

HMedpunuaumnuja 4.9 IosBpmmua noauedpa P dama je ca
P(P)= ) P(f.).
feF

20e je F' cxyn weeosur cmpana.

CBaky 3aTBOPEHU OTPAHUYECHN MOaMenap aeiu npocrop R Ha mBe orBOpene o6macTu ox KOjUX
je jemHa HeorpaHWYeHA U BY NeMO 3BATU CHOJBANIEOCT, a APYra orpanunyeHa (yHYTPALIHOCT).
ame, cBaku 3aTBOPHU HOJMEAAD MOMKEMO TPAHCIMPATU TAKO O KOODAWHATHU [IOUYETAK IPUIALA
HEr0BOj YHYTPAIIKHOCTH. Y TOM CIy4Yajy, HUje TEIIKO IOoKa3aTu na cieneha nepumHunuja He 3aBUCKU
OJI TIOJIOKAaja KOOPAWHATHOT IIOYETKA Y YHYTPAIIHOCTHU IOJIUEAPA.

Hepuuumuja 4.10 3anpeMuHA 0pujenmucaHoz 3ameopenoez nosuedpa P dama je ca
vP= Y v
== u, v, w.
6
f.u,v,wer

20e je f;(u, v, w) cmpana ca MmemenUMa U, V U W.
Ouurienno je 3ampeMuHa IOJUENPA jeIHAKA CYMU 3alpEMUHA KOHyCa Ha HerOBUM CTpaHaMA.

Hepunurmnuja 4.11 Toramam yrao memena v, noauedpa P, dam je ca

Ov)= Y, 0f ().
.fiez(v)

20e je 9f_(v) YHYMPAWHY Y2a0 £00 memena v cmpane f,.
K3

YHYMpawma mauka p cmpare noaueodpa, Kao U MauKe u3 YHYMpPawmhocmy mezose usuye, uMajy
OKOAURY USOMEMPUYHY PABHU, NG Y MUM cayvajesuma dedunuwenmo 6(p) = 2.

Cse Tauke mosmenpa MOry OUTH KJIaCU(PUKOBAHE IIPEMa TOME Ha KOjU HAUMH HUXOB TOTAJIHU
yrao oAcTyIa OX IIYHOT yIJa.

Hepunumuja 4.12 3a mavwky p noauvedpa P kanmcemo 0a je eIMOTAUKA, MapaboHAUKa, 00HOCHO
xunepbonmuka, npema mome 0a au je epedrocm 21w — O(p), mawa, jeonaxa, 0onocHo eehia 00 Hyae.
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D A
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Cuauka 4.2 Enunrtuuro, napaboinyuko 1 XUnepOOINYKO TeMe MOJIUenpa.

e %

OuurseqHo Ccy C€Be Tadke moJuenpa, pa3iudure ol TeMmeHa, napabosumuke. OKOJIMHA TeMeHA
je m3omerpuyHa ca (jeJHOCTPYKUM WM BUIIECTPYKUM) IOKPUBAKEM H€Ja PAaBHU, Kao IMTO je TO
MPUKA3aHO Ha ciauiu 4.2, y cay4dajy TPU TUIA TEeMEHA.

OxonuHa CBake Tauke MOJUEeApPa, PA3JIMUATE Ol TEMEHA, U30METPUYHA, je eIy PaBHU, Ia je 3aTO
laycoBa kpuBMHA y TAKBOj TAUYKU jeqHAKa HYJIW, NOK 1'aycOBYy KPUMBUHY CBAKOI TeMEHA 3aTBOPEHOT
nonmenpa neduHUmeMo Ha cenehwn HaYwMH:

Hepunumnuja 4.13 T'aycoBa KpuBUHA y memeny v, 3ameopenoz noauedpa P, dama je ca

K(v) = 21 — 0(v) (4.1)
=2r— Y 0 (v). (4.2)

fiex(v)
Toramua I'aycoBa kpuBuna K(P) noauedpa P jednaxa je cymu I'aycosux xpusuna y ceum mwe208um

memeHuma.

Henocpenuna nocnenuna nperxonsHe ne¢uHUNuje je na je I'aycoBa KpuBUHA y €IUNTUYKAM TEMe-
HUMa MO3WUTUBHA, Yy TapabOIUYKUM jeHAKA HYJIU, & Y XUIePOOJINUKAM HETaTUBHA.

Hamomena 4.2 /Jledunuyuja 4.13 saxcu u 3a ceaxo ynympawme meme npouzsonroe noavedpa. Ilo-
cmoje pasausume dedunuyuje Iaycose KpusuHe Y 2paHUMHUM MeMeHUMa noauedpa: aymopu y [14] u
[15] degunuwwy K(v) = m — 0(v), axo je v epanuuno meme; dox y [1], aymopu I'aycosom kpusurom
ZPAHUNHOZ EMENA HAZUBATY PABAUKY UBMERY MOMANRHUT Y2A08a MOZ NMEMENA, YKOAUKO Je NOCMAMPAIHY
noauedap deo wekxoez gehez noauedpa. Mu ce, osde, na mome wehemo 0yxce 3a0pHcasamu.

4.2 JluckpeTHe reone3mjcke KpuBe

lNeome3mjcke KprBe rIaTKUX MOBPINM KAPAKTEPUILYy ABa CBOjCTBa: OHE Cy JOKaJHO Hajkpahe
(mema 2.17) u ,majupasuje” (y HEKOM CMUCIY HajMAaH€ OACTYIA]y O OpaBe JuHuje) Kkpuse. [eome-
31jCKe KPUBE NUCKPETHUX HOBPIIM C€ OUTHO PA3JIUKYjy Yy TOM IOTJELY, jep OHE, Y OMIITEM CIydajy,
He MOr'y mocenoBaru obe rope HaBexeHe OCOOUMHE.
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leonesujcke kpuBe rpadosa, moarenapa U ONMITUjUX AUCKPETHUX MMOBPIIN CY M3YYaBAJIU MHOTU
maremaTudapu (Bumu [1], [13], [14], [15]).

Y HekuM panoBuUMa reone3rjCKa KPUBa MUCKPETHE MOBPIIM Ae(PUHUCAHA je KAO JIOKAJIHO HAaj-
kpaha kpusa (TO jecT KpuBa Koja, JOKAJIHO TOCMATPAHO, IpeAcTaBba Hajkpahe pacrojame usmelhy
IBE Tauke Koje joj mpunanajy). Ho, Taj npucTyn uMma jenan KpynaH HeJOCTATAK: JOKAJHO Hajkpahy
KpuBy HeMoryhe je IpPOAY:KUTU MPEKO eJUITUYKOT TeMeHa X HeMOryhe jeQuHCTBEHO MPOIy:KUTH
NpeKo XunepOOIUYKOr TeMeHa mojauenpa. Hawmme, HEKA je ¥ €JIUIOTUYKO TeMe HmoJgueapa P u Heka
Hajkpaha reomesmjcka kpuBa mosasu u3 tauke p € f € z(v), mposasu Kpo3 Tauyky v U 3aTUM
nponyskaBa IO HEKe Tadke ¢. lanxa ce mokasyje ma 3a CBaky Tadky g € P, mocroju kpaha kpuBa
KOja mpumaia moauenpy P u cmaja tauke p u q. CinyHO, MOCTOju GECKOHAUHO MHOTO IPOIYKEHa
Hajrpalie reome3njcke KpUBe NPEKO XUIEPOOINUKOT TeEMEHA IoJIreapa, TAKO Ja CY CBa OHA KOPEKTHA
Yy CMHUCIy na NpencTaBpbajy Hajrpahe yHyTpamme pacrojame m3Mmely modyeTHe u Kpajmbe Tauke
KpUBeE.

Y pany [13], pasmarpajy ce, TakO3BaHe, KBA3UTEOJE3UjCKe KPUBE KOje Cy JIOKAJHO Hajkpahe
U jeAUHCTBEHO MPOLAY/KUBE MPEKO XUMEPOOJUUKUX, Al U HAJHe HEMPOAY:KUBE MPEKO EJTUMNTUUKUAX
TeMmena nosmenpa. Mwu hiemMo ce, om ABa CBOjCTBA reone3WjCKUX KPUBUX TIIATKUX TMOBPIIU, ONpPE-
IEeJIUTU 38 CBOJCTBO ,HajupaBuje”’ KpUBE M KAO TAaKBe Ne(PUHUCATU NUCKPETHE I'€ONE3UjCKE KPUBE.

Hedoununmnuja 4.14 Heka je P nonuenap u v : (a, b) — P xpuBa. Tana je v HajupaBuja reomne3mj-
CKa KpuBAa moJuuenpa P, yKOIUKO Cy 3a CBaky Tadky p € ~(a, b) JeBU U mecHU yrao Kpuse 7, y
Tauky p, Mehycobuo jemnaku (ciaumka 4.3).

Cimka 4.3 Jlesu 0, = ) \; u necuu 63 = ) 0; yrao Kpuse. Y KOIUKO y CBAaKOj TAYKU KPUBE BayKU
0, = 04, oHOa je KpuBa reone3ujcKa.

Teopema 4.1 Axo je vp nosuedparru maneenmuu eexkmop y mauku p € P, onda nocmogu jedurncmaeena
HaNpasuja zeodezujcka Kpuea vy, 3a Kojy 8aNCU

43
¥'(0) = vp. )

Taxea zeodesujcka kpusa moxce ce npodymcumu 00 2panuye noauedpa.

IToka3: Hexka je f crpama monwmenpa P koja caap:Ku TAyKy P U 3a JOBOJLHO MaJi peaJiaH Opoj
e >0, nyx y(t) = p+tv, t € [0, ¢). Kpusa v je Hajupasuja reone3umjcka Kpusa u pememe Komujesor
npobaema (4.3). Kpuy 4 MOkeMO, Ha jeUHCTBEH HAUUH, IIPOLY’KUTHU MPEKO MBUIE UJIU TEMEHA
nonuenpa P,y ckiaany ca pedpununujoM 4.14, ynMe je Teopema IOKa3aHA. O
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Jlema 4.1 Hexa je P noauedap, mada eaxncu:

() zeodesujcra xpuea je ucmospemeno wajnpasujae u Hajxpaha axo we cadpacu meme noaueopa;

(0) wokaano najkpalia zeodezujcka KPuea Koja CAOPACU EAUNMUYKO TMeMe HUje U 2a00aAH0 Haj-
xpaha;

(B) nocmoju gamunuja najrpahus zeodesujckus Kpusus vy, Koje cadpauce TUNePoOAUNKO mesme no-
auedpa u xoje nedcmasnajy pewemwe Kowujesoz npobaema (4.3). Tauno jedna 00 wuzx je u naj-
npasuja.

JHoxka3: (a) IlBe crpaHe, MHIMAEHTHE Ca WUCTOM WUBUIOM IOJUENPA, U30MOPQHE Cy HelLy DABHU
(To ject jemHa O HUX MO:KE Ce€ 3aPDOTUPATU OKO 3ajelIHUYKE WBUIE TAKO 14 Ce NPECIUKa y Da-
Ban apyre). Tama je jacHO ma reonesmjcka KpuWBa KOja HPUNAAa TUM CTPAHAMA, HAKOH W3BeIeHe
poTaluje mocraje Iy ONAKJIe Clemu na je oHa Hajupasuja (y cMmucay neduHnnuje) m Hajrpaha
(To ject mpencraBma majrpahe pacrojame usmeby cBojux Kpajmux Tavaka).

(6) Heka je v majrpaha reonesmjcka KpuBa KOja Cagp:KU €AUNTUYKO TEME ¥ U Claja TAUKe P

u g, cycennux crpana nonuenpa P (cauka 4.4 (a)). Tanma je KOHBEKCAH yrao KpuBe 7 y TAUYKU U
. K(v . .
jemmar 5 =7 — % < 7 ¥ YKOJUWKO jeIHy O]l IBE CyCEIHE CTPAHE 3aPOTUPAMO OKO 3aj€THUUKE

MBUIE TAKO A Ce HPECJuKa y paBaH APyTre, 3aKbydyjeMo Oa IOCTOju KpmBa kpalia om -y, kKoja
craja Tadvke p u (.

Cuauxka 4.4 (a) Jlokanuo najkpaha xpusa Huje u rnobanuo majgpalia y ciaydajy eIunTuUdkror
remena noauenpa. (6) IIponyskema nokanno Hajkpalie KpuBe IPEKO XUIEPOOIUUKOr TEMEHA
IoJIme Kpa.

(B) Heka je 7, jenmHcTBeHA HAjUpaBUja TeOAE3MjCKA KPUBA KOja CAND:EM XUMEPOOIUUKO TeMe

” crmaja Tauyke p U ¢, cycemHux crpasa f; u f,, monmenpa P (Taksa KpuBa IOCTOjU, HA OCHOBY
0 K(v

teopeme 4.1) (cnmura 4.4. (6)). Tazma je yrao KpuBe 7 y TauKd v jeOHAK 3 =T~ % > T

¥ YKOJUKO IOHOBO M3BPIIMMO DOTaNUjy jelHe oX cycemHux crpasa (y OBOM ciyuajy oHe he ce
(DeMMUYHO) MOKJIONUTH), 3aKbYUyjeMO Oa IOCTOju GeCKOHAUHO MHOro Hajkpalimx reomesmjckux
KPMBUX KOje ce Ha CcTpaHu f,; IOKJAamajy ca <y, W 3aTHUM OpOAy:kaBajy Oyx crpare f,. Hamwme,
IOBOJHHO je na 3a0BOJbaBajy yCJIOB Aa je cyMa IBa yriia KpuBe Kox TeMeHa v Beha ox 27. O

Kao u y cayuajy ['aycoBe kpuBuHe, IUCKpeTHA reo1e31jCKa KPDUBUHA j€ eKBUBAJIEHT I'e0Ie31jCKe
KPUBUHE Y CIIyYa]y [VIATKUX TOBPIIA.

Hedoununnuja 4.15 Hexa je ¢ : (a, b) — P noauvedpaana xpuea, (v) momasnu y2ao €00 memena v u
@ jedan 00 dsa yeaa xpuse o y mawky v. Tada je duckpemna reome3mjcka KpuBMHA kg, Kpuse o y
masky v, 0ama ca
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21 (60

Axo odabepemo Opyeu yzao kpuse & y mavku v, © = 60 — @, zeodezujcka KPUBUHA MEMA IHAK.

Cauxra 4.5 ['eone3ujcka KpuUBMHA MOJUEIPATHE KPUBE.

Jlema 4.2 Iloauedpaana kpusa 7 : (a, b) — P je najnpasuja zeodesujcka kpusa ako u Camo Ko je
200€3UjCKA KPUBURG JeORAKA HYAU Y C8AKOJ MAMKY me Kpuae.

4.3 T'eome3mjckm moJenpu

Y oBOM mOriaB/py, HAII 330aTaK je Oa Ae(GUHUIIEMO CIENWjajHy KJIACy IOJrenapa, 3a dYuje
CBaKO YHYTPAIIIhe TeMe IMOCTOjU IeONe3WjCKa KPUBA KOja CAIP:KU IBE WBUIE WHIUIEHTHE CA TUM
TEMEHOM.

I[Ipenmver mHamer masmer pasMmarpama Cy HOJIWEIPU YKje je CBAKO YHYTDAIlikhe TeMe IapHe Ba-
JIEHIIU] €.

Hepunumuja 4.16 Hexa je v € P meme noauvedpa xoje je sarenyuje 2k. Tada usuye unyudenmme ca

MEMEHOM V MOACEMO 03HANUMY ca €;, 1 = 1,2, ..., 2k, 20e cy usuue e; ue;y1, s3ai=1,2, .., 2k—1, u
ey u eg) uHuudenmue ca sajednuurxom cmparom. Ceakxu makxas nap usuULa HA3UEAMO CyCeqHe VBUIE.
Heuye e; u exyi, 3ai=1,2, ..., k, cy cynporae. Cyceme cTpaHe cy cmpare Koje umMajy 3ajeOnury

usuyy, 00K cy ceake 08e cyceone usuye U HUMA CYNPOMHE UBUYE UNYUIEHMHE CA NAPOM CYIIPOTHUX
crpada. CympoTHU YTJIOBU CY Y2A08U KO0 MEMERA V CYNPOMHUL CMPAHA NOAUEIPA.
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Cuauka 4.6 VBure, yrioBu u cTpase KO TEMEHa ¥ BAJEHIUje YETUPU.

Hepuuumnuja 4.17 Jlesu u decnu yz2ao usmelhy 0ge usuye uHYUOEHMHKE Ca UCTNUM MEMEHOM V TOAUE-
0pa, jeORaxu cy Ae80M U 0ECHOM Y2AY Y MAYKY U, KPUSe K0ja cadpacy me usuye.

Ha ocuoBy nedunnnuje 4.14, nonuenpaina KprBa je T€0n€3MjCKa, YKOIUKO CY JE€BU U IECHU yrao
MebycobHo jemuaru y cBakoj Tauky kpuBe. To mHac MormBume na yBenemo ciaenehy neduHUIm]jy.

Iepunumuja 4.18 Teonmesujcku uau G—mosmenap je noauedap k00 Kojez cy Ae€8u U 0eCHU Y2ao
uamely ceaxe dae cynpomme usuye jedHaxu.

ITap cymporuux mBuna G—unoauenpa onpebyje reonesujcky kpuBy. Caeneha ocobuna maje jomr
Onmky caury o G—mosueapuma.

Ocobuna 4.1 Cynpomnu yesosu G-noauedpa cy mehycobrno jeonari.

Ioxa3: Hexka cy e;, i = 1, 2, ..., 2k, uBUIle UHIUACHTHE CA MPOU3BOJLHUM YVHYTPAIIHUM TEMEHOM
G-—nonuenpa. Osnaunmo yriaose usmeby mux ca

1(61, 62) = Qq, 4(62, 63) = (9, ..., &(62]6, 61) = k.

Tana, uz ycnosa na e;ex; 3a ¢ =1, 2, ..., k, mpencrasipa reome3njCKy KPUBY, CJiean

a1+ ..o+ o = Qg1 + o,
(67} —|— + ak+i—1 = (O[l + —|— ai_l) + (ak—i-i —|— —|— Oégk), Z = 2,3, ceey k

[Tocnennna ropwUX jeJHAKOCTH je oy = Qg 38 1= 1,2,... k. U

Ocobuna 4.2 3a ceaxo meme sarenyuje 2k, G-noauedpa, nocmoju 2k zeodesujckur xpusuz, xoje no-
AA3E U3 MOZ MEMERG U CAOPACU CAMO UBUYUE NOAUEOPE (TNO JECTN HE NPECEUAfY YHYMPAWBOCT, NHujedHe
cmpare).

Ioka3: Heka je v yumyrpamme teme G—monuenpa, Tala je MPOU3BOJLHA HEMY WHIUIEHTHA, UBUIA
reoe3njCcKa KpuBa Koja Cce MOKE MPOAY:KUTU TAKO & CAAPYKU WBUILY CYNPOTHY MPETXOMHO] U TaKO
aJbe. O

JacHo je ma TorasHM yrao pa3anyuTux TeMeHa G—Iosauenapa He MOpa OUTU UCTU, HUTHU I3 HEeroBe
uBUIle MOpajy outu jemHake. Vnak, Heke jeqHOCTaBHE MPUMEPE TAKBUX MTOJUEAAPa MOKEMO TO0OUTHI
HaMeTameM HEKOI Ol Ta IBa yCJIOBA.
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IIpumep 4.1 JemmocraBan npumep G-monmenpa je okTaenap. |

Cimka 4.7 Okraenap.

ITpumep 4.2 Koucrpyummmo 4—Banentan G—moauenap 4duje cy CTpaHe YeTBOPOYIJIOBU U YHUje CY
cBe uBuite Mehycobmo jemmake. KomOuHanuja mpeTxOoAHMX YCJIOBA UMINIMIUPA Oa CBakKa CTPaHa
noauenapa Mopa 6mutu pomO. JemIHOCTABHOCTU pPau, HEKA CY CBe CTPaHE MOAyIdapHe poMOy umju je
jemaH yrao jemHak o # g Tana cy ¢cBu yrioBu KO jeQHOT YHYTPAIIHEr TEeMEHA jeTHAKU (v, a KO

HLeMY CYCeIHUX YHyTpalllbUX TeMeHa T —q. Jlakje, TOTaJHU yTJIOBU YHYTPAIImLUX TeMeHa jeIHaKu
¢y 4a, omaocHo 4(m — «), ma je T'aycosa kpusBuHa y jemHoMm ciayuajy jemsaka K(0') = 2(m — 2a), a
y apyrom K(0") = 2(2a — 7). Ilpumerumo ma je, O cBaka ABa CyCelHa YHYTPAallba TEMEHA, jeIHO
eIUITUYKO, & APYTO XMIEPOOJUYIKO. Y KOIMKO Cy CKYIOBH €IMITAYKAX U XMIEPOOJNIKAX TeMCHA
ncTe KapAWHAJHOCTH 7, OHIA je TOTaJHa l'aycoBa KpUBUHA jeIHAKA

K =n2(r —2a) +2(2a — 7)) = 0.

Cauxra 4.8 4-Banenaran G-moauenap.

IIpumep 4.3 Caura 4.9 wunycrpyje 6-Banenrtan G-mosmemap dYnje Cy CTPaHE jeOHAKOKDAKU
npaBoyTiM TPOyraoBu. ToTanHuM yrao jeQWHOT YHyTpaIIlLer TeMeHa jeTHAaK je 3T, KOJNIWKa je U
Torasgua ['aycoBa KpuBuHA. |
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Cuuka 4.9 6-—Banenran G-noauenap.

IIpumep 4.4 Anasnorso neduarnuju 2.8, MOKEMO JEPUHUCATA POTANMOHE HOBPIIA ¥ JUCKPETHOM
caydJajy.

Hedunumnuja 4.19 Hexa je s npasa pashu o € R? u S xonavan CKYN Ma%axae pasny o, makas 0a
ce cee mauke ckyna S HaAG3e Ca UCTE CMPANE NPage S UL Jjoj e8eNMYyasno npunadajy. 3a ceaxry
maywky p € S youumo zameopen (Moxce bumu HENPABUAAH, AAU MAKGE 04 CE 0KO THEZA MONCE ONUCATIU
KPY2) NOAUZOH KOJU CAOPACU MAYKY P, HAAA3Y CE Y PABHU OPMOLOKAANO] HG NPABY S U “UJU YeHMAP
onucanoez Kpyza npunada npasoj s. M weka cy ceu noauzonu, npuopyxIcery mavkama ckyna S, cauxe
jeonu Opyeux y romomemujama wuju yenmpu npunadajy npaeoj s. Cnajamwem odzosapajyhur memena
CYCEOHUL NOAUZONG 000UjaMO MUCKPETHY POTANMIOHY IIOBPII.

2
e

Cimka 4.10 IuckpeTHa pOTANMOHA TOBPII.

Ha counm 4.11 npencrasimen je poranuonu G—nonuenap. CBU yriaoBu KO MPOU3BOJLHOT YHYTPA-
LIELEer TeMEHa Cy jeIHaKW, Ia Cy W TOTaJHu yriaosu §;, i = 1, ..., 4, cBaKOr yHyTpallmher TeEMeHa je-
HaKW. Y KOJIUKO OMCMO KeJeau Aa IPOLy:KUMO porannonu G—moauenap, M0JaBaHEeM HOBUX CTPAHA
VHIIMACHTHUX Ca TPAHUYHUM UBUIAMA, YOUUIN OMCMO Ja CY U TOTAJHU YIJIOBU HOBUX YHYTPAIIHUX
Temena MehycobHO jenHaku u usHOCe 47 — 0; U TAKO peaoM. |
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Cuauka 4.11 Poramuonu G—monuenap.

4.4 OcobuHe u reHepucam€ reone3mnjCKUX Mpeska

Y mpumepuma 4.1-4.4 npeszenrtoBasu cMo jemHocTaBHe G-Toamenpe KOje CMO KOHCTPYUCAJIN
ropuctehm muxoBa ocHOBHa cBojcTBa. Ilurame Koje ce mpupomHo mocrasiba je: ,llocroju sm
MeTona KojoM O6m morium ompenutu KomiuukoBanuje G—mosmenpe?”’ Tarobe, mocrojame crpana
(mosme npa) npencrasiba sumutupajyhiu pakrop npu nokymajy onpebusama aaropurma 3a BAXOBO
rerepucame. CTora reouesujcke Mpe:ke MOI'Yy OUTU UHTEDECAHTHU]je 38 U3ydaBame (cacroje ce caMo
Ol TEMEHA U WBUIA).

Hedbunnnmja 4.20 [uckpemny mpexcy wuje je c8ako yHympauwshe meme napHe sasenyuje u xo0 Ko-
jee je ceaxu yzao uszmely 0se cycedne usuye jeOHAK Yy2ay usmehy muMa CYnpoOmHUT USUYA HAZUEAMO
reone3ujcka usu G—Mpeska.

Hapenna ocoOuua je nmupekTHa mOCIennna IPETXONHE Ne(UHUIM]E.

Oco6una 4.3 Cauxa G-mpexce npu npoussosHoM KonGopMHOM npecaurasany npocmopa R> je
G-mpenca.

Haname ce ycpencpebyjemo na 4—Banenrae G—Mpeske (TO jeCT OHE KOJ KOJUX Cy CBa YHYTDAIIHbA
TeMeHa BaJieHuje yetupu). CBU HAPEIHU PE3yJITATH jeIHOCTABHO Ce yOIINTABA]Y Ha MPOU3BOJLHE
G—mpesxe.

Ocobuna 4.4 Axo je p meme 4—-earenmue zeodezujcke mpeauce, a a, b, ¢ v d wemy cycedna memena,
makea 0a cy @ u C UHYUOERMHA CA CYNPOMHUM UBUYAME, MADd 8ANCU:

pa pc pd pb>
+ . — =0, 4.4
<|pa| |pc|> <|pd| pb| (44)

00HOCHO
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b d c a
[ pb| | pd] |pc| |pal
JHoka3: Ilomro cy cBu Bekropu y jemHarkoctu (4.4) jeAMHUYHM, NOBOJLHO je PA3MOTPUTHU CIIyUa]
Kaa Cy CBe UBUIE WHIMAECHTHE CA TEMEHOM P Hy:KWHE jenaH. Tana Bakmu

(pa +pc) - (pd — pb) = pa - pd + pc - pd — pa - pb — pc - pb (4.5)
= cos(4Lapd) + cos(4Lepd) — cos(£Lapb) — cos(£Lepb) = 0. (4.6)
Hpyra jeogHaroCT ce NOKA3yje UCTUM MOCTYIIKOM. 0

Ocobuna 4.5 Axo je p meme 4-eanrenmue 2eodesujcke mpexce, a a, b, ¢ u d noaynpase xoje cadpxce
UBUYE UNYUOEHMHE CA MUM MEMEHOM, MaKee 04 G U C cadpAce Cynpomue usuye, mada Yy2i08u 00pe-
henu noaynpasama a u ¢, 00HocHo b u d umajy sajednunry cumempany.

Ioka3: Yrkoamko je yrao maMmely HEKOT mapa CYIPOTHUX WBUIA jeTHAK 7, TBpheme ciieau TPUBU-
jAJHO, IIa MPETIOCTABUMO Ia TO HE BaKU.

Cimika 4.12 3ajemauuka cuMeTpaJia MONyIpaBux oapeheHnx cynpoTHuM uBunamMa 4—BaJieHTHE
G—Mpeixe.

Heka je s cumerpadnia yriaa ogpebenor mosynpaBamMa a u ¢. Tana je BEKTOp mpaBe S, Ha OCHOBY
ocobune 4.4, OpTOroHAJAH HA PA3IUKY jeIUHUYHUX BeKTOpa onpebhenwux moaynpasama b u d. Ho, u
BEKTOp cuMmeTrpaJe yria onpebenor momynpasama b u d je takobhe opToronanan Ha UCTY pPa3JiuKy.
Y3 T0o, 06e cuMmeTpaJie campske TauKy P, Ia Ce OHE MOKJIAIAjy. (Il

Temena muckpeTHe 4eTBOpOBaJIeHTHE Mpeske Hajuemhe Niemo osmavasaTu ca p; j, 4, j =0, 1, ...,
1 cMaTpaTd ga Cy TeMeHa P; i j, Pit1 s Pij—1; Pij+1 CyCeNHa TeMeHy p; ;, IPU UeMy Cy IPBU U
OPYTH Oap MHIUASHTHU Ca CYIPOTHUM mBrunama. Ropucrehu ocobuny 4.5, MOKEeMO OATU jeqHOCTA-
BaH aJropuTaM KojuM ce remepumy G-umpexe. Hanmmve, 3a nata temena p; ;_q, Pi_1;, Pit1,; 4 Pij
pa3iuKyjeMo IBa ciydaja:

1. Yrao £p; 1 ;p; jPit1,; je jemnax 7. Tana je mpeocrano teme p; ;g (roje je CympoTHO TeMeHy
pm-_l), [0 Ha NY:KUHY UBULE P; iP; 41, onpebeno m3 ycioBa ma mpumana moJynpaBOj CHUMe-
TPUYHO] MOJYIpPaBU P; jP; j—1 Y OAHOCY H& TaYKy P; ;.
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2. ¥Yrao £p;_y ;P; jPi+1,; je pazauaut on . Tana je npeoctano Teme p; ;. 1, 0 Ha Ty/KUHY UBUIE
P; jPi j+1, OAPEDEHO M3 yCnoBa Na Ipuiaia MOJIyNPaBOj CUMETPUYHO] NOJNYIPABU P, iP; i1 Y
ONHOCY Ha CUMETDAIy yria £P; 1 ;P; iPii1,;-

Pij+1

Dit1,5

Di—1;

D

Cuuka 4.13 Temena 4eTBOPOBAJIEHTHE MPEKE.

IIpumep 4.5 Ha cauvmu 4.14 (a) je mar meo meke reomesmjcke mpeske. Kopucrtehu mperxommu
aJIropuTaM, BY MOKEMO HPOLYKATHA OO Mpeske Ha caumu 4.14 (6) u Tako pemow. |

Cuuxka 4.14 (a) Ieo G—mpesxke. (6) IIponysxeme G—Mpexe.

4.5 IIpomec reone3armnuje

Pasmorpumo nmpobiem nobujama reone3njcke Mpeke O IPOM3BOJbHE IUCKPETHE MpEXKe 4duja
Cy YVHyTpalllka TEeMeHa IapHe BaJleHIje. Y Ty CBPXY HAIPaBUMO jenaH M3JIET Y TEOPUjy MUHU-
Mu3anuje qudepeHnujadbnIHIX QyHKIja.

Y cayuajy ma je f: R" — R mupepenuujabunna ¢ymrnuja, youumo Hus {xi}, k = 0,1, ...,
Tavaka mpocropa R" Koju je reHepucaH PEKypeHTHOM (POPMYyJOM Tki1 = & + hgSk, k = 0, 1, ...,



52 T'eonmesujcku monuenpu m Mpeke

IpU YeMy je S BEKTOp Koju onpebyje cMep KojuM ce u3 Tauke Ty uie y ciaenely Tadky HU3a, JOK
ce mo3utuBaH Opoj hy zHazusa kopak (k+ 1) urepauuje. Y 3aBucHOCTE 01 HAUMHA U30OPA BEKTODA
Si M Kopaka hy, pasaukyjemo merone munmMu3sainuje pyuknuje f. CBe oHe 3am10BOJbaBajy yCJIOB

V(@) - si < —pl[VF(@i)llllskll, p>0,

KOju rapanTyje onajgame GyHKuuje f ¢ IpeJacKoM U3 TAUKe X y TAUKY Lki].
Omnmru ajaropuraMm OBUX METOIA je:

Kopaxk 1. [Ipoussosmro onabpaTtu modeTHy Ttauky xg € R". Ilotasutu k = 0.

Kopaxk 2. Uspauynatu V f(xy). Yromuro Basku V f(xy) = 0, utepanuja je 3aspmena. Vuade, ulin
Ha KODak 3.

Kopak 3. Onpenutu BeKTOp Sy .
Kopaxk 4. Onpemutu xopak hi. Ha mpumep, xao 6poj y KojeM ce NOCTMXe MUHUMYM (YHKIU]je
f(xy + hsp) va crkyny h > 0. Wnak, yecto ce, paau jeAHOCTABHOCTH, Y CBAKO] UTEPALN)U

KOPUCTU UCTH (IOBOJLHO MAJM) KOPAK.

Kopak 5. 3aMeHuTr Tauky T) TAYKOM Tki1 = T + hpSk, a k ca k+ 1 n uhu HA KOpak 2.

Hajpasxkauja cBojcTBa MeTOoma MuHMMM3ANUje audepeHnrjabuinux GyHKIMja gara cy ciexehiom
TEOPEMOM.

Teopema 4.2 IIpernocrasumo na je ¢pyHrmuja [ menpexumuo mupepennujabunna va R" u na me-
Tona remepume Hu3 {xy}. Tana Baxu:

(a) am3 f(xy) je omamajyhm;

(6) 3a mery BpemuocT m je ucnymweno Vf(x,,) = 0 miu cBaka Tauka HATOMUJIABAHA T 34I0-
Bomasa yciaos Vf(x) = 0;

(B) ako je pyHruMja f KOHBEKCHA, CBAKA Ta4Ka HATOMUJIABAKA & HU3A {ITj} je Tauka MUHUMYyMa
pyrrnmje f;

(r) ako je pyHrmmMja f CTPOrO KOHBEKCHA, HU3 {X)} KOHBEpPrupa Ka jeAVHCTBEHO] TAYKU MUHU-
MyMma QyHKIUjE f.

Joxa3s:

(a) Kopucrehu JlarpamskoBy TeopeMy O Cpenm0j BPeIHOCTHA H06UjaMo:

[z + hsy) = f(zr) + WV (&) - Sk,

3a HEKY BpemHocT &, = Ty + ahsg, o € (0,1], h > 0. 3060r HEOPEKUAHOCTU I'PAIAUJEHTA U
CKaJIAPHOT IIPOM3BOMA, 38 TOBOJBHO MAJIO O, BAKU

Fl@+hsi) < Fax) — 2ol FGlllsill, 0 < h<a

Axo Bazkn V f(xy) # 0, u3 ropwer caemu f(x + hsi) < f(xx), 32 0 < h < J, mTo mMnIunupa
f(@ria) = f(or + hisi) < f(xr).
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(6) IIpernocraBumMo ma Merona reHepumie GeckoHadad HU3 {y} koju nma nomaus {xx}, k € K C
N koju KoHBeprupa Tauku €. He yMamyjyhu OOIITOCT, MOKEMO NIPETIOCTABUTH Ia BaKU
|lskll = 1. Hexra je, cynporro tBpbemy, Vf(Z) # 0. O3maumMo ca S$ TAUKY HATOMUIABAHA
HU3a {S;} KOjOj KOHBeEprmpa HEKM Heros momam3 {si}, k € K; C K. 360r memperumHoCTH
rpajmjerta u cragapHor npomssoma Baxku Vf(xy) - sy — Vf(Z) s rama k € Ky, k — oo.
36or mauuna uzbopa BexTopa Sk, Baxku u Vf(x) - s < p||Vf(Z)| < 0. Kako cy rpaaujentu
HEIPEeKUIHU, ToCToju € > (), TAKBO Ia 34 CBE TaykKe & KOje 3a0BOJbaBajy || — || < € u cBako
IOBOJLHO Besuko k € K1, Baxku

Vi@ s < -LIVI@) <o.

. : ~ €
CuenujamHo, 3a Tauky &y, , kn € K1 Koja 3amoBosmaBa |xk, — | < 5 IMaMO

g

Ssk) = fl@n,) = 5 < 5 < Vif(ak, +assi,) < ~EIVA@)S,

2

N ™

f(mkn +

N ™

3a Heko a € (0,1). Tum npe Baku u

F@r) = 1) < fln,) = flan,) < =L |V5@)],

omakye, cabupameM IO N, 3akbydyjeMo na (GyHrnuja f HUje OrpaHUYEHA Ha KOMIAKTHOM
crymy. Kourpamuknuja!

(B) Axo je f roHBekcHa (yHKIUja, Ha OCHOBY NPETXOIHOL, CIEOU Ia je CBaKa Tauyka HAMOMUJIA-
Bama T CTAIMOHADHA TauKa, Ma je OHA M TAUYKa MUHMUMyMa (yHKIuje f.

(r) Axo je f cTporo rouBekcHa (hyHKIUja, cBaku nomau3 {xy}, k € K C N u3 nokasa ciaydaja (0)
KOHBEPTUPA jEIMHCTBEHO] TAYKA MUHUMYyMa, Ma U I1e0 HU3 KOHBEPTUPA MCTOj TAYKU. O

N36opom BekTopa s = —V f(xg), nobujamo Merony HAjOp:Ker CHOyIITAEkA WU PAOUjeHTHY
MeTomy, KOjy HalaJbe KOPUCTUMO.
Hera je S muckperHa 4eTBOpPOBAJIEHTHA Mpeka 1 HeKa je M CKyIl BeHNX YHYTPAIIBUX TEeMEHA

koja Nemo osHaunru ca p; ;, i =1, ..., m, j =1, .., n. U mera cy
pi.j sz pi,j pi,j
o n oy’, omHOCHO (3] n

[apoBM CyNPOTHUX yTJIOBa KOX TeMeHa p; ;. Pasmorpumo mpobieM MuHMMu3anuje QyHKIWje

E(Mo) =Y ()" —ab )2 + (87 — By )>). (4.7)
D, ;

lNopma ¢pyurnuja ucnymasa yciaose Teopeme 4.2. CBaku O yriioBa MOXKEMO HANMCATU Y (YHKIjU
on meMy oaroBapajyhux temeHa, aju Ou ce TMMe IocMarpaHa (yHEIUja 3akoMiinkoBata. C
Apyre cTpaHe, HEONXOMHO je Oa OApeaMMO T'DaAUjeHT yria y HeMy oaroBapajyhieM TemeHy, mTo
hemo cana ypamutu.

Heka je Apgr npusBosad Tpoyrao 1 HEKa HEroBa TeMeHa uMajy koopmuHare p(z, y, z),
q(q1, 92, q3) m r(r1, ro, r3). O3HAUMMO Ca ¢ yrao KOX TEMEHa P.

Iudepennupamem GyHKIMIjE

pPq - pr

a(x, y, z) = arccos ,
Ipq||pr|

IO TPOMEHJBPUBUM &, Yy U 2z, HOOUjaMO
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= 2

Vpa = %po7 (4.8)
rge cMo ca /\ O3HAUWIM TMOBPIIMHY Tpoyriaa Apqgr, IOK je Tauka O NEHTAp ONKUCAHOT KPyra TOT
Tpoyraa. ['eoMeTpujcko TyMadueme UMILEHUIE a je TPAAUjeHT yria « Yy TEeMEHY P KOJuHeapaH
BeKTODPY po je cienehe: I'pagujent yraa y memy oarosapajyhem remeny p je BekTop koju oapebyje
KpeTame TadyKe P KOje je TaKBO Oa yrao & TOM IPUJIMKOM HajOpske pacrte. PasmarpajMo omucanu
Kpyr Tpoyria Apgr u chepy kojoj je Taj Kpyr Besuku kpyr. OnabeprMo KOODIMHATHU CUCTEM
TaKaB 1a je z—oca onpebheHa BEKTOPOM PO HOK Ipyre OBe OCe MPUIAAajy TAHMEHTHO] PaBHU cdepe
y Tauku p. Tana rpagujeHT yria ¢ y TeEMEHY P MOKEeMO IPEICTABUTU KAaO JUMHEAPHY KOMOUHAI]Y
KOOPAMHATHUX BEKTOPA!

Vpa = ax + by + cz. (4.9)
Ho, nuueapua romOunammja BeKTOpa € U Y je BeKTOP kKoju onpebhyje kperame Tauke p Ka CHOJba-

IEBOCTU Cepe, KOJOM HPUIMKOM yrao & omala. 3aTo Ce HajOp:KKM PacT yria « MOCTIDKE Kala y
jemuaroctu (4.9) Baxku a =b = 0.

Cauka 4.15 ['pagujent yria.

I[IpumenuMO rpanrjeHTHY MeTOLY MUHMUMU3ANUje AupepeHnujabminanx (QyHKIUja Ha (YHKIU]Y
(4.7). Tpamujent pasmaTpane QpyHKuuje je

pij pi,] i, piaj
Var, E(Mo) = Var, S (el —ab)? 4 (37 - 572
pi,j
pi,j pi,j pi,j pi»j
= Z 2((041 — & )(vpi,jal o Vpiwjao )

D;,
pi j pi,j pi,j pivj
+ (B =By )(Vp, B = Vp, By"))
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WrepaTuBHu nmpomec je nat ca

M1 = My — Vg E(My), (4.10)

roe je M ckyn yHyTpammux TeMeHa nobujer y k—roj urepamuju. I'panuyna TemeHna HUCY 00y-
xBaleHa MTepaTUBHUM IPOIECOM U OHA ce He Memajy. Teopema 4.2 TBpau ma BaKuU

E(My11) < E(My).

Hapasho, ykonuko 3a mero m Baxku E(M,,) = 0, nobujena Mpexka je reome3mjcka. ['eHepasHo, TO
ce me Mopa moroautu. Hamme, tBpheme teopeme nma 3a mexko n Baku VE(M,) = 0 He umniunupa
jemnarkoct E(M,) = 0. Unak, najuemlie nakon oapebenor Gpoja urepamuja ¢pyurnuja F mocraje
Osmcka HyJW, IITO 3HAYM Oa C€ TOM NMPUINKOM mobuja Mpeska Oamcka reome3mjckoj. IIperxomHOo
OIMCAHU UTEPATVBHYU IPOIEC 30BEMO IIPOIIEC T'eoNe3alyje naTe IUCKPETHE MPEKe.

ITpumep 4.6 Heka ce mpeska S cacroju on rpanuunux remesna a(—1, —1, 0), b(1, —1, 0), ¢(1, 1, 0)
n d(—1,1,0) u jenmor ymyrpammer temena p(1l, 0, 1). IIpuMenoM OnmmcaHOr MTEPATHBHOT MPOIECa
3a pasiauuure n3dope UTEePATUBHOI KOPAaKA, TAUKa P KOHBEPrUpa Pa3IUdYUTUM TadykaMa 3a Koje ce
OOCTIKe MUHUMYM QyHknuje F. Hawme, MUHMMYyM ce DOCTMKE y CBAKO] TAYKU Z—OCe€. ]

Cimnka 4.16 'eone3anuja ouckpeTHe Mpeke KOja MMa JeIHO YHYTPAIIkhe TeMe.

k k+1 . : k k
z(‘,j) EJ ) u3 mapenme jemmaro je hk||vé)i?jE(p§7j))|| u

OHO HUje OrPaHUYEHO jep HOpMa rpamujenra yria (4.8) Moske GUTU IPOU3BOJLHO BENIMKA, IITO CE
HajIaKIIe BUAM AaKO ce MOBPHIMHA TPOYyIJa Hammme y obauky /A = 4p?sinasinBsinvy, roe je p
TMOJYIPEYHUK ONMUCAHOT Kpyra. ¥ CAydajy Aa y UTePATUBHOM MIPOIECY MOBPIIUHA TPOYTJIa OIpe-
Denor ca Tpu Temena muckperHe Mpeske (0 Kojux cy mBa cycenHa Tpehem) He Teswu mysu, pacrto-
jame omaroBapajynux TeMeHa MOMKEMO YUUHUTUA TPOU3BOJHHO MAJIUM KOPUIINEHmEeM HOBOJLHO MAJIOT
UTEPATUBHOT KOPAKA.

Pacrojame Tauke p;; u3 k—re urepamuje u p

IIpumep 4.7 (muauanap) Mepuaujanu u napaJsesne OUIMHADPA MOTY OUTUA HAPAMETPU30BAHU KAO
reone3njCKke KPUBE UM OHU YUWHU jeqHY MpPEXY KPUBUX KOjO] onaroBapa 4-BaJIeHTHA TI€0Ne3WjCKa
Mpeska. JemHa TakBa Mpeska je mpesentoBana Ha canmu 4.17 (a). Ta nuckperHa Mpeska je reonesuj-
CKa, WTO ce jenHocraBHO npoBepasa. C apyre crpane, ciuka 4.17 (6) nwiaycTpyje APYTYy AUCKPETHY
MpexKy (CKyln HeHUX yHYTPAINHUX TeMeHa heMo o3nauutu ca M) reHepucany HEMTO APyTadu-
JUM CKyIIOM KPUBUX UWIMHADA KOja Huje reomesujcka (Basku E(M) = 96,7041). Ilpumenumo Ha
Ty MpEXRY IOCTymak reome3amuje. Kakro ce yHyTpamma TeMeHAa TOKOM WTepalyje He Ou MHOIO
yoajsuia On MUInHApa, omabpaheMo HOBOMHO MaaM KOPaK KOju heMO MPUMEHmUBATH Y CBAKO]
nrepanuju (HaskaIocT, TO he yciaoButu Benukn 6poj urepamuja). Pe3yaraTu urepaTusBHOr Oporeca
npe3eHToBaHU cy Ha ciauiu 4.18. |
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Camra 4.17 (a) 4-—Bamentna G—Mpeska reHeprcaHa MEPUIUjaHUMA U mapajensaMa muanaapa. (6)
HuckpeTna Mpeska ca CKymoM yHyTpammux temena M.

Cauxa 4.18 (a) Huckperna mpeska nobujena nakon 1000 urepanuja U3BPIIEHUX Ca KOPAKOM
h=5-107%. Bamu E(Mp) ~ 10. (6) Huckperna mpexa nobujena maxon 5000 mrepamuja
usBpmennx ca kopakom h =5-107%. Baswu E(Mspp) ~ 0, 8.

ITpumep 4.8 Ilporec reonesanuje je IPUMEHJBUB y CIyUajy MTPOU3BOJLHOL IIONMEIPA YKje Cy CTPaHe

Tpoyraosu. Twume moOujamMo KOMILIMKOBaHUjE mojuenpe on onux m3 mpumepa 4.1-4.4. Kom twmx

nosnmenapa ¢Gyurmuja F muje jenmaka seh je (maxoH moBosbHOT 6poja mTepanmja) GIMCKa HYJIW, T
hemo ux 3Baru kBazu G-mosmenpu (cauke 4.19 u 4.20).
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Cuauxka 4.19 Tlonuenap ca dyetupu yHyTpamma Temena. Baxu E(Mg) ~ 20,0930.

Cuauka 4.20 Kpazu G—mosnuenap nobujeH IpUMEHOM IpOIeca reofe3alrje Ha IPEeTXOIHU.






I'imaBa 5

I'eone3mjcka muckKkperu3amnuja

Y 0BOj rIaBM pa3MaTpaMoO I'eOAe3UjCKy OUCKPETU3aInjy I'IATKUX IOBPIIN, KOHCTATY]EMO HEHe
NPEeNHOCTH, A U HeJOCTATKE.

5.1 Jle¢pmHunuja m ocodbuHe

HajBume npebpojuB CKynm KPUBUX HEKEe MOBPIINA MPOCTOPA R? moxeMo pasMaTpary Kao rpadg
CMEILITeH Ha Ty HOBpII. BpxoBu rpagda cy Tauyke npeceka TUX KPUBUX, & FPaHe NEJIOBU KPUBUX KOjU
crmajajy BpXoBe. Y KOJIUKO I'paHe TOT rpada 3aMeHMMO IPaBUM JWHUjaMa OOOMjaMo HOBU rpad Koju
uMa UCTU CKyI TeMeHa Kao u moinas3uu. Jlobujenu rpad je jemmucTBeHo onpeben mosasHuM u OH
IpeCTaBIba jeHy MUCKPETHY Mpexy mpocropa R®. Takas mocrymak mo6ujama QUCKPETHE MPEKe
HA3UBAMO NUCKPeTU3anuja MpesKe KPUBUX TIIaTKe MOBPIIN.

Heounnuumnuja 5.1 Hexa je I' cxyn zeodesujckur xpusur nospwu M xoje cy dedunucare na marcuma-
AHOM unmepsasy (6udu npuuy xoja npemzoou dedgunuyuju 2.6). uckpemusayujy moe cKyna Kpueux
NA3UBAMO TEONE3UjCKA IUICKPETU3aIuja.

BaskHo nurtame npu auckperusanuju je: ,, Koamko uBuie qucKpeTHe MpPeske OACTYIAajy O KPUBUX
riaaTke noppmu?!” JacHO je na CBaKOj WUBUIM AUCKPETHE MpEKe NOOMjeHe T'e0ne3ujCKOM IUCKpPe-
TU3AIjOM OArOoBapa NeO TeoNe3UWjCKe KpuBe CKyna I', umMe je oncTyname WBUIE CBENEHO HA MU-
HUMyM. A akKo ce CBe UBUIE NUCKPETHE MpeEsKe MOKJAINajy Ca WBUIAMA HEKOT MoJuenpa, Taua Cy
wmuMa onpebene cTrpane Tor mosuwenpa, ma MOKEMO TOBOPUTU O HE€MOBOj MOBPIIWHU. Y HAaPETHUM
npuMepuMa 0aBUMO Ce ampOKCUMANNMjOM MOBPIIMHE TJIATKE HOBPIIM MOBPIIMHOM JUCKPETHE T'eHe-
pucaHe reone3njCKOM TUCKPETU3AIN]OM.

ITpumep 5.1 (cpepa) Ha ocroBy meme 2.9 (mpumep 2.2), reonesujcka mpeska I' cdepe 82, on koje
C€e TeOIe3MjCKOM AUCKPETU3ANM]OM no0uja MUCKPETHA Mpexka Si, CACTOJU C€ O BEJIUKUX KPyTOBa
te chepe. Ha coumu 5.1 (a) mpukasana je Mpexa reoaesmjckux kpusux chepe S2(u,v) = (cosusin v,
sinusinwv, cosv), 0 <u <27, 0 <v < 7. by uunu ocam mepumujana m;(v) = (cost; sinw, sint; sin v,
cosv), 0 <wv <, rue jet; puxkcupan 6poj cermenta [0, 27|, 3aTuMm, napanena p(u) = (cosu, sinu, 0),
0 < v < 27 u BeJIMKKU KPYTOBU KOjU IOJIOBE YIJI0Be n3MeDy mapajese p U CBAKOT APYTOr MEPUALjaHA
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m;. Ha raj maumn, chepa je momemeHa Ha 48 ereMeHTApPHUX HOBPIIM U CBAKO] OX HBUX OArOBApa
o jeqHa CTpaHa mojueapa oapebheHor muckpeTHOM MpekoM Sp, Koju hieMo, paand je IHOCTABHOCTH,
WCTO TAKO O3HAYUTU.

Hacympor oBakBOj AuCKpeTH3anuju, MOKEMO pa3MaTparTu yobudajeHy IUCKpeTu3anujy cdepe
reHeprcany MepuanjaHnMa u napaienama (cauka 5.1 (6)). Hakor mTo cBaku cepHN 4eTBOPOYTAO
AMjarOHAJIOM IOJLEINMO Ha JBa CEepHA TPOyria IoOujaMo MpeKy Koja reHepuile nonuenap Sz KOjH,
tarkobe, nma 48 crpasna.

Y oba cayuaja je, 360r cumerpuje, MOBOLHO IMOCMATPATH CaMoO Aeo cdepe KOju ce Haja3m y
npBoM OKTaHTy (ciuka 5.2). V3pauyHajMoO MOBPIIMHE U 3a0pEMUHE Ta IBA HOJIUEIDA.

V2 V20 V3 V3 V3

Tewmena cepHuUx Tpoyriaosa ca ciuke 5.2 (a) cy Ty : (0, 0, 1), (7, 0, 7), (?, 3 ?), Ts:
V2 V20 VB VB V3B V2 V2. V3 V3 V3
(Ta 0’ 7)7 (?v ?’ ?)’ (1) 0, 0)7 OMHOCHO T3 . (Oa 0’ 1)7 (7\»/97 7\)/’_(?a ?7\/_?) C'Hﬂquv
2 2 11 2 2
TeMeHa c(hepHUX TPOyrioBa ca cauke 5.2 (6) cy Sp: (0,0, 1), (7, 0, 7), (5, 7 7), S5 : (7,
V2 112 11 V2 V2 V2
AT S (=, = 25, (1 X2 X2 ).
07 2)7(7070)a(2a27 2)aOﬂHOCHOS3 (2727 2)7(7030)7(27 270)

Cmura 5.1 (a) leonesmjcka mpeska coepe. (6) Mpeska Kojy umHe MepuaujaHu u mapaJjene cdepe.

Cuauxka 5.2 (a) Teomesujcra Mpeska cdepe, mocmaTpana y npBoM okTanty. (6) Mpeska kojy uune
MepuIvjaHN U mapaJjelse cpepe, IocCMaTpaHa y IPBOM OKTAHTY.



YerBopoyraoue Mpexe 61

Ako cTpany noJIeApa Koja omrosapa chepuom tpoyriay T; (omuocuo S;), i = 1, 2, 3, o3nauUMO
ca T (omHOCHO S ), OHOa ce HUXOBE NOBPIIMHE U 3alpEMUHE KOHyCa HAaJl HUMa jeJHOCTABHO
u3pavyHaBajy W maTe Cy y HapemHoj tabeiu.

P(T:) | P(S:) | V(T:) | V(Si)
0,2303 | 0,1937 | 0,0680 | 0,0589
0,2303 | 0,2049 | 0,0680 | 0,0589
0,2303 | 0,2897 | 0,0680 | 0,0833

W DN | .

Tabesna 5.1 [loBpmuHe u 3anpemune.

[ospmura u sanpemunna nonueapa Sy usHoce P(S;) = 48 - P(T;) = 11,0530, omsocHo V(&) =

48 - V(Tl) = 3,2660, mox HOBpH.H/IHa ¥ 3alpeMuHa Honueapa Sy usHoce P(Sz) = 16(P(S1) + P(S2) +
P(S3)) = 11,0134, V(Sy) = 16(V(S1) + V(S2) + V(S3)) = 3,2190. Tospmmma n 3anpevumna
yHyTpammocTy jemuanane chepe S cy P(S?) = 12,5664 u V(5?) = 4,1888. Ha ocHOBY IpeTxomHOr,
nonmenap OOOMjeH re0me3njCKOM OUCKPEeTM3anujoM 0oJsbe amporcuMupa chepy S?%, mro ce Tmue
noBpmuHe U 3anpemuHe. Mnak, kpynaH HenocTaTak OBaKBe OUCKpeTH3alrje cpepe je HEIOCTOjame
jeIHOCTaBHOT aJropuTMa 3a nobujame rymhe OUCKPETHE MpPEKE. |

5.2 UYerBopoyraone Mpe;ke

Heka cy 71 : (a, b)) —» M u 75 : (¢, d) — M reomesujcke kpuBe nospmu M Koje ce CEeKy y Tauku
P, TO jecT mocroje BpenHoctu ty € (a, b) u s € (¢, d), raxBe na Baku 1 (to) = Y2(s0) = p. Hexa

CY, Hambe, t_p, tomgl, -y L0y cooy tn—1, tn WM S_fy S—kt1, --vs SO, ---, Si—1, Si, PACTyhNum HM30BU Tauaxa
unrepsana (a,b), ommocuo (c, d) u wexa je vi(t;) = py;, i = —m, ..., n, OMHOCHO Y2(S;) = Poj, J =
—k, ..., L
Y2
71

Cauxra 5.3 YeTrBopoyraona Mpexa.
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Osunaunmo ca I'y ckyn reonesujckux kpusux nospum M, onpebenux Taukama py ;, @ = —m, ..., n,
¥ HEKMM TAHPCHTHUM BEKTOPUMa Vp, € Tpu/\/l u candHo, Heka je I's CKynm reome3mjCcKux KPUBUX
nospmu M, onpebenux Taukama p, ;, j = —k, ..., |, 1 HEKMM TAaHT€HTHUM BEKTOPUMa vp, € Tpm/\/l.
IIprmeTnMo nma KpuBe <, U v, He Mopajy npunangaru mpexu I'y UT's, koja, 36or npousBossHOCTH
TAHMEHTHUX BEKTOPA, MOKE OUTU PA3JIMYNTE TOIOJONIKE CTPYKTYpe. 3a HAaC je moceOHO mHTepe-
CaHTaH ciyd4aj Kana cy cBe kpuBe Mpexe I'y UT'y nedpurmcane Ha MakCUMaJIHOM MHTEPBAJIY U Kala
KpuBe cBakor ox ckymoBa I';, ¢ = 1, 2, HeMajy 3ajegHMUYKMX Tadaka. 1akBy MpexRy hemo 3BaTu
uyerBopoyraona Mmpeska. Cueneha nema je muperrHa nmocaenuna gepuaunmje 5.1.

Jlema 5.1 Yemeopoyzaona mpexnca zenepuuie 2€00€3ujcky OUCKPEMUIAYUTY 2AGMKE NOEPULL.

JacHo je ma, y oBOM cjay4ajy, CBaKy AUCKPETHY MPEKY MOOUjeHYy Te0me3UjCKOM AUCKPETU3AI-
jOM, MOMKEMO YUYMHUTU TPOU3BOJLHO TYCTOM, MOIABAIHEM HOBUX T'€OMIE3UjCKUX KPUBUX.

YouuMo ma IUCKpeTu3anuja KopumliemeM JeTBOPOyraoHe Mpeske Huje Moryha (unm je, maxk,
orpannueno moryha) y ciyuajy mpousBosbHe riaTke moepmm. Ha mpumep, y cayuajy cdepe S<,
TaKBa QUCKpeTHU3alUja je U3BOIJbMBA caMo ako cy ckymoBu I'y m I's jemnoumanu. Hamwme, cBaxe
IBE Teone3mnjcKke KpuBe chepe, neGUHMCAHE HA MAKCUMAJHOM MHTEPBAJY, CY BEJIUKUA KPYTOBU KOjU
Cce CeKy WJIM IMOKJIANAjy.

IIpumep 5.2 (jemmorpanu xumnep6oaonn) Ha ocHoBy Teopeme 2.6 (npumep 2.3), cBakM Mepuan-
jaH pOTAIMOHE MOBPIIM, 4YMja je crapmapAHa napaMerpusanuja gata ca (2.10), moske Gutu na-
paMeTpu30BaH TAKO Ha IOCTaHE I'e0le3MjCKa KPUBA, MOK je TO CIyYaj ca MapajieyioM, YKOJIUKO je
ncnymen ycios ¢’ (vg) = 0. OBaj mocienmu yCIIoB je, HaiKAJIOCT, BPJIO JaK, TAKO Ia IUCKPEeTU3aln)a
poTamuoHe MOBPINKU TeHEepUCcaHa MPERKOM MepUArjaHa U mapajeiau Hajuenine Huje reomesujcka. Ha
npuUMep, y CiIy4dajy jeAHOrpaHor xumepboJsionna, ymja je CTaHaapIHa HapamMeTpU3aluja

hiperboloid(u, v) = (cosucoshwv, sinucoshv, sinhv), 0 <wu <27, —oc0 < v < 00,

caMo jenHa mapaJena (Koja OpUNana Ty—pPaBHU) je Teole3njCKa KpUBa.

Cauxka 5.4 Jemguorpanu xunepo6omonm, 0 < u < 27, —1.5 < v < 1.5.

Poranuonu G—monuenap u3 npumepa 4.4, npeacraBiba IPpUMEDP KAKO MOKE U3TJIeIaTh Pe3ysiTarT
reone3ujcke NUCKPETU3aNMje jeTHOIPAHOr xumepOosomna. Y TOM CIydajy KpUBaMa Ieone3UjCKe
MpEKe jeOHOrPAHOr XumepboJsiouaa OAroBapajy HU30BU CYNPOTHUX WBUNA IUCKPETHE POTAIMOHE
MOBPINN KOjU IPEACTaBJba]y AUCKPETHE Ireole3njCke KpuBe, Ia MOkeMOo pehu ma je reome3myHoCcT
IJIaTKe MpPEeke cavyyBaHa IIPU IPeJacKy Ha AUCKPETAH CIIydaj. ]
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IIpumep 5.3 (Butaujes' kumo6pan) [lospm unja je mapaMeTpusanuja

Vitni(u, v) = (uwv, u, v*), —00 < u, v < 00, (5.1)

Ha3MBaMO BUTHMjeB KUIOOpAaH.

Cuauka 5.5 Buraujes kumobpan, —1 < u, v < 1.

Omrru moctynak onpebuBama reone3ujcke muckperusanyje objacunieMo Ha IpuMepy OBe MOBP-
mu. eonesujcke jennauune (2.8), y cayuajy BurHujesor kumobpana, riace:

o Su'v'v3 40" uv? _ 0
u? + 40?2 + 4ot u? + 402 + 4ot ’ 59
2u'v'u 40" (v3 +v) (5:2)

/U// — 0

+u2 + 402 4 4p4 u? + 402 4 4v4

PemaBamem ropmer cucreMa IuepeHnnjaTHIX jeJHAYNHA, Y 3aBUCHOCTH OJ IIOYETHUX YCJIOBA,
nobujaMo pa3jnuunTe reone3njcke kpuse BurHujeBor kumobpana. ['eomesujcka KpuBa je, Ha OCHOBY
TeopeMe 2.3, jemnHcTBeHO onpehena 3amaBameM Tauke U3 KOje I0Ja3u U oAroBapajyher TaHreHTHOr
BEKTOpAa, TO jeCT HOJaBameM NMoYeTHUX yciaosa Ha cucteM (5.5). IIpumerumo ma cy kKpuse

ur (0, u, 0), —oo < u< o0, (5.3)
v (0,0, v?), —oo< v < o0, (5.4)

npase (IITO 3HAYM Ha MOTY OUTHU IMapaMeTpU30BaHe Kao reomesmjcke) nunuje nmospum (5.1). IlTa-
BUITE, CBe u-TapaMeTapcke Kpuse u — (uvg, u, v3) cy mpaBe JuHUje U CBe OHe ceky mpany (5.4).
Ila bucmo onpenuau 4eTBOPOYTaOHy MPEXY MOTPeOHE Cy HAM U reoIe3ujCKe KPUBE KOje CEKY IMpPaBy
(5.3).

Pasmorpumo meo ButHujeBor rumobpana koju ce mobuja 3a —2 < u, v < 2. ['eomesujcke kpuse
koje cy onpebeme ekBumucranTHo pacnopebenum taukama npase (5.3) U TAHMEHTHUM BEKTOPUMA
KOjU MPUIANajy PaBHMMAa OPTOrOHAJHMM HA WCTY NPAaBY OAPEAMNEMO y HEKOJMKO KOPAaKa KOPHU-
mhemeM MeTona HyMEPUYKe MaTEeMATHUKE.

1Hassler Whitney (1907-1989), aMepuuku MaTeMaTIgap.
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Kopak 1. Tpaunchopmamuja cucrema (5.2) y mEMY €KBUBAJEHTAH CUCTEM O YETUPU AUDEPEHIU-
jaaHe jemHauuie npBor pena (Buau HamoMeny 2.1):

= p,
v'o= g,
. 4q*uwv® — 8pqv® (5.5)

w2 + 402 + 40’
, 42 (v3 +v) + 2pqu
u? + 4v2 4 4ot

Kopax 2. /JonaBame MOUYETHUX yCJIOBA FOPEHEM CHUCTEMY.

Kopak 3. Pemasame cucrema (5.5) kopumhemenm, Ha npumep, Heke on Merona Pynre—Kyra onu-

canux y rnaBu 3. Kao pesynrar mobmjamMo CKymoBe HPUOIMKHUAX BPETHOCTH Pe3yiTyjyhwnx
¢yurnmja (u(t) mv(t), te€ (-2, 2)).

Kopaxk 4. ®opuupame maTepnosanuonux ¢yuknuja PY m PY, kopumhemeM CKyIOBa TadvyaKa U3
MPETXOIHOr KOPAKA.

Kopaxk 5. Onpebusame anpokcumanmja TpasKeHUX Te0I€3UjCKUX KPUBUX, 3aMeHOM u ca P" m v ca
P y jemnauman nmospmm (5.1).

Kopak 6. (onmmono) I'paduurn mpuras anpokCUMANMja U3 MTPETXOTHOT KOPAaKa.

Hanowmena 5.1 Ilpumemumo da, 3az8anyjyhu cumempuju, MOHCEMO PA3MAMPAMAU CAMO 0€0 NOBPULL
(5.1) xoju dobujamo 3a 0 < u, v < 2. YV Kopaky 3 MOWCEMO KOPUCTUMU EKEUOUCTNAHMHNY MPEACY
nh,n=20,1, ..., 7 (na npumep h = 0,1 uau h = 0,05; wmo je h mawe, mo je anpoxcumayuja npe-

yusnuja). Y xopaky 4 moxcemo Kopucmumu (aau He HYACHO) NOAUROMUJAAHY uHmepnosauujy. Pesya-
mam nocaeomee Kopaxa je cauxa 5.0.

L]
[]

Caura 5.6 YerBopoyraona mpexka menaa BurHujeBor kumobpana —2 < u, v < 2, KOja OrpaHnvYaBa
1088 enemeHTApHUX IOBPIIU.
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[Ipumernmo ma muckpeTHa Mpe)ka HOOUjeHa IeoNe3UjCKOM IUCKperm3anujoM He ompebyje mo-
nuenap ca uctuM ckynom meuna. Crora liemo 3a CBako yHyTpammmbe TeMe p; ; JUCKPETHe Mpeske
JOJATH jOWI ABE WBULE P; iD; 1 ;1 U P; ;Pit1,,41 UHOUAEHTHE ca muM. VspadynajMmo nospmumy
noGojenor monurenpa. Pesynrar padyHa je mar y HapenHoj tabemu (ca P ¢cMo o3HAUMIM NOOUjeHN
noszenap).

rpasure P(Vitni) | 6poj yHyTpaUIBUX TeMeHa P(P)

9 95,5569

16 5,5687

1<u,v<1]| 55743 49 5,5699
225 5,5728

361 5,5733

9 55,1305

16 58,1980

49 58,8655

—2<wu,v<2 | 59,3108 295 58.9599
361 59,0053

1088 59,3051

Tabesa 5.2 [loppmuHe pasauuuTUX MoJauenapa HOOUjeHUX I'e0me3UjCKOM AUCKPETU3AIN]OM
BuraujeBor kumobpana.

5.3 AcuMOTOTCKO-TeOome3njcKe MpesKe

Ha ocroBy seme 2.6, kpuBa mospmm npocTopa R? Moke GUTH IapaMeTpU30BaHA KAO (ucrospe-
MEHO) aCHMOTOTCKA W FEeOJIE3NjCKa aKO M CAMO aKO jeé HeH TPar mpaBa JWHU)A.

Hepuuumnuja 5.2 Mpexucy xoja ce cacmoju 00 ucmos8pemeno GCUMNMOMCKUT U 2€00€3UjCKUT KPUBUL
HA3UEAMO ACUMIITOTCKO—TEO0NE3UjCKA MPEHCA.
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Cuauka 5.7 Xunepboauuru napabogonm, —2 < u, v < 2.

Huckperne Mpeske reHeprICAHE MPEROM ACUMIITOTCKO-T€O0Ne3NjCKUX KPUBUX MMAjy jeOHY JIemy
0COOUHY: HUXOBE UBUIE MPUMAAA]Y TJIATKOj MOBPIIU.

IIpumep 5.4 (xunepbosanukn napabosonn) Jenna napamerpusanuja XunepooIudror napaboto-
una marTa je ca

hipparaboloid, (u, v) = (u, v, uv), —oo < u, v < 0. (5.6)

u M v—TapaMeTapcke Kpuse u — (u, vg, uvg), OJHOCHO U — (Ug, ¥, UgV) XUnepOoanIkor napabo-
J0UIa, MPEACTABILAJY IIPABE KOjé MOy OWTH MapaMeTpU30BAHE KAO MCTOBPEMEHO ACUMIITOTCKE U
Teoe3njCKe KPUBE.

YounMo ma ce M30METPUjCKOM TPAHC(HOPMAINjOM
u=p+gq, v=p-—gq,

xunepbosnuky napabonoun (5.6) TpanchopMuine y moBpia

hipparaboloid,(p, q) = (p+4q, p— ¢, p* — ¢°), —00 < p, q < . (5.7)

p u ¢-mapamerapcke kpuse p — (p+qo, P —qo, P° —q3), OMHOCHO q — (po+q, Po — g, P§ —¢*), TOBpPIIH
(5.7), upencrasmajy mapaboie, koje fie HaM MOCITY:kUTU 3a (GOpPMUpAImE jOUl jemHe MPEKe UCTe
nopmu. Ta Mpeska HUje reone3njcka, jep ropme mapabdosie He 3a10B0OJbABA]Y CUCTEM IeOIe31jCKIX
jemHaumua (2.8), WTO Ce AUPEKTHO IPOBEPABA.
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Cauxka 5.7 (a) Acumnrorcro-reone3ujcka u (0) Mpeka remepucana napaboiama Iesia
xunepboauukor napaboaonga (u, v) — (u, v, uv), —1 <u, v < 1, koje orpannvasajy 144
€JIEMEHTAPHE MOBPIIX.

CauvHO KAa0 y MPEeTXOMHOM MPUMEDPY, HOJa3MMO OO0 mojuenapa P; u P KOju oAroBapajy IpBOj
U OPYTOj OUCKPETU3AIN)U.

P(hipparaboloid,) = Opoj yHYTp.
rpammme P((hipparaboloidlj) TeMeHa P(Py) P(P2)
9 5.4641 5.8200
“1<u,v<l 5,1235 25 5,1612 5,2122
361 5,1266 5,1553
9 32,0000 33,7653
9<u, v <2 29,7850 49 29,9351 31,1036
225 29,8226 29,9954
9 177,2216 185,3956
25 171,2728 172,7543
378 <u,v<3,73 170,0830 121 170,3831 170,8761
3481 170,0951 170,1562

Tabesqa 5.3 [loBpmure monuenapa MO0OUjeHUX PA3IUUNTUM AUCKPETU3aNMjaMa deja
xunepboanykor napabogonna.

Kana ymopemumo BpemnocTu m3 mociieqime OBE KOJOHE Ca MOBPIIMHAMA IJIATKE MOBPINM, 3a-
KILYUYjEMO Ha ACUMITOTCKO-TEONEe3MjCKa Mpeka mnaje 00y ampOKCUMAIM]Y MOBPIIMHE XUIEP-
6oauukor mapabosouna. |

Ilakie, reonesujcka QUCKpeTH3anuja oMoryhapa mperus3Hy ampoKCUMAIN]y TIATKE MOBPIINA AU-
CKPETHOM IITO C€ TWYe HBeHOT O0smka u noppumwmHe. Vmak, Ty ¢y u HEKM HEZOCTAIU: 3aBUCHOCT
AVCKpeTH3aluje Ol TOIOJOTUje TJaTKe HOBpIM (caMOIperjaname HOBpIIM, Moryha HexeduHu-
CaHOCT I'eONe3UjCKe KPUBE Y CBAKO] TAUKM IOBPUIM U CIUYHO), YMEEHUIA 14 IPUMEHA [eO0Le3U]jCKe
MUCKpeTU3aluje moapa3dyMeBa JOOPO IO3HABAaH€ NeOMeTpUje I'IATKEe MOBPIIU U CIUYHO.






3akJpyudak

IluckpeTHa reoMerpuja je obIACT MYyJITUAUCIUILIMHADHOT KapaKTepa y OKBUDPY KOje Cy pea-
TWBHO CKOPO NMOCTUTHYTHU 3HaUajHu pesynararu. VIzameDy ocranux, amocrpodupanu OUCMO OHE KOX
KOJUX je jaCHO yod/pMBa aHAJOruja ca audpepeHunujasHoMm reomerpujom. Ham mum je 6mo ma obja-
CHUMO Ty aHAJOTH]y IPOMMPUBAKEM IIOjMOBa JU(PepeHIjaTHe TeOMeTPUje Ha TUCKPETHY, & 3aTUM
u ga je mpoaybmmo yBobhemeM HOBUX mojMoBa. llpuctymuam cMoO TOM mPOOIEMYy TAKO ITO CMO
IeTaJbHO M3JIOKUIM CBY NOTPEeOHY Teopujy n3 mudepeHnujajHe TeoMeTprje UM CUCTEeMAaTU30BaJN
OCHOBHE KOHIIENITEe IUCKDPETHE T'€OMEeTPHje, Tae Cy MOCEeOHO MECTO 3ay3MMaJie Te0Ne3ujCKe KPUBE, Te
IOTOM IIPEINLIN HAa [JIABHA PAa3MaTpPAba.

G-nonuenpu u3 raase 4, IPeNCTAB/bAjY AHAJONOH TUIATKAX MOBPIIM TapaMETPU30BAHUX Teone-
31jCKUM KPUBUM, OOK HACYNPOT CaMOj IMapaMeTPU3AIUjU CTOjU IPOIEC Teone3aluje KOju CMO pa-
3mMarpaiaun y caydajy G-mpexa. lpyru mHTEpecaHTaH pe3yaTar Be3aH 3a G-Mpeke je aJropuram
3a BBUXOBO I'€HEPUCAHE YTEMEJbEH Ha MPETXOMHO yCTAHOBJHEHUM OcOOmHama (G-Mpeska.

Y 3aBucHOCTH O mOTpeda, KOPUCTE Ce PA3IUYUNATE AUCKPETU3ANN]E [IATKAX HOBPIIU. Y OKBUPY
riase b, pazMarpajy CMO AUCKPETU3ANN]y TE€HEPUCAHY IeONe3WjCKUM KPUBUM [JIATKAX HOBPIIN U
Ka0 HeHYy IVIABHY NPENHOCT yCTAHOBUWJIU IPENU3HY ANPOKCHMAIN]y [JIATKE MOBPUIN JUCKPETHOM,
Kala je ped O HmeHOj] moBpmwmHU u 3anpeMunu. Onpenuin CMO HEKOJUKO HAUMHA CIPOBODLema
TaKkBe MUCKPETU3aluje, Kao U OIIITUA AJIrOPOTAM 34 jelHy On mux (YeTBopoyraoHe mpeske). Wmak,
KOHCTATOBAJIU CMO W HEKE HEJOCTATKE Ie0Ne3UjCKe MUCKPETU3AlUje.
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