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Predgovor

U ovom radu izuqavaju se osobine nekih klasa diskretnih povrxi i mre�a, kao i neki
naqini diskretizacije glatkih povrxi. Jedna od osnovnih karakteristika rada je ǌegov mul-
tidisciplinarni karakter, uzrokovan specifiqnox�u teme koja je obra�ivana. Pored dife-
rencijalne i diskretne geometrije, prisutni su i elementi numeriqke matematike, teorije
grafova i numeriqkih metoda optimizacije.

U glavi 1 su izdvojene neke poznate definicije i tvr�eǌa iz diferencijalne geometrije.
Glava 2 predstavǉa pregled geometrije geodezijskih krivih glatkih povrxi koje zauzimaju
centralno mesto u posledǌim dvema glavama. Metodama Runge–Kuta za numeriqko rexavaǌe
obiqnih diferencijalnih jednaqina posve�ena je glava 3.

Originalni rezultati prezentovani su u narednim dvema glavama. U okviru glave 4,
najpre se uvode osnovni pojmovi geometrije diskretnih povrxi i mre�a prostora R3, a
zatim definixe nova klasa poliedralnih povrxi (G–poliedri) i ǌihov analogon u sluqaju
diskretnih mre�a. Pored pregleda ǌihovih osobina, daje se i znaqajan broj primera, a
u sluqaju G–mre�a, razmatra se problem ǌihovog generisaǌa, kao i ǌihovog dobijaǌa od
proizvoǉne diskretne mre�e. Glava 5 je posve�ena diskretizaciji glatkih povrxi kori-
x�eǌem geodezijskih krivih. Uoqena je ǌena glavna prednost, naqini sprovo�eǌa, ali i
neki ǌeni nedostaci.

Zahvaǉujem komentorima Nedi Bokan i Boxku Jovanovi�u, profesorima Matematiqkog
fakulteta u Beogradu, kao i Konradu Poltieru sa Tehniqkog univerziteta u Berlinu na
svesrdnoj pomo�i.

Beograd, novembar 2003.

Autor





Uvod

Posledǌih decenija postignuti su znaqajni rezultati u diskretnoj geometriji uzroko-
vani, xto prirodnom analogijom sa diferencijalnom geometrijom, xto praktiqnim prime-
nama (recimo, ulogom diskretne geometrije u raqunarskoj grafici). Diskretna geometrija
nema qisto geometrijski karakter ve� ukǉuquje i druge matematiqke discipline: numeriqku
matematiku, optimizaciju, teoriju grafova i sliqne.

Do sada su izuqavani razliqiti diskretni analogoni glatkih povrxi, kao xto su diskre-
tne povrxi konstantne Gausove krivine, diskretne minimalne povrxi, diskretne povrxi
generisane asimptotskim krivim i druge. Centralno mesto u ovom radu zauzimaju geode-
zijske krive, a predmet naxeg izuqavaǌa su diskretne povrxi generisane (diskretnim i
glatkim) geodezijskim krivim.

U konstrukciji diskretnih povrxi razlikujemo dva pristupa:

1. konstrukcija diskretne povrxi koja zadovoǉava odre�ene uslove, ali ne zavisi od neke
glatke povrxi;

2. diskretizacija glatke povrxi.

U prvom sluqaju proxirujemo neke poznate rezultate iz diferencijalne geometrije na
diskretan sluqaj. Konkretno izuqavamo analogon povrxi parametrizovanih geodezijskim
krivim. Dajemo osnovne definicije (pri qemu koristimo elemente teorije grafova), odre�u-
jemo ǌihove osobine (taj deo je geometrijskog karaktera) i razmatramo problem odre�ivaǌa
opxteg algoritma za ǌihovo generisaǌe uz iscrpno korix�eǌe numeriqke matematike i
optimizacije.

Geodezijske krive igraju fundamentalnu ulogu, kako u geometriji glatkih povrxi i mno-
gostrukosti, tako i u diskretnoj geometriji. U diferencijalnoj geometriji one predsta-
vǉaju uopxteǌe pojma prave ravanske linije i kao takve poseduju dve osobine: one su ,,naj-
pravije” i lokalno najkra�e krive. Diskretne geodezijske krive se, u tom pogledu, bitno
razlikuju. Naime, one, u opxtem sluqaju, ne poseduju obe prethodno pomenute osobine.

Diskretne geodezijske krive su izuqavane od strane mnogih matematiqara i, generalno,
razlikuju se dva pristupa. Sa jedne strane, geodezijska kriva poliedra je definisana kao
najkra�a poliedralna kriva, a sa druge kao ,,najpravija” kriva. Pored va�ne uloge koju
igraju u (ne)regularnoj diferencijalnoj geometriji, najkra�e poliedralne krive nisu (ili
nisu jedinstveno) produ�ive preko svakog temena poliedra, te kao takve, nisu jedinstveno
odre�ene zadavaǌem taqke iz koje polaze i odgovaraju�eg tangentnog vektora, xto je jedna od
glavnih karakteristika glatkih geodezijskih krivih. Kasnije ustanovǉeni koncept najpra-
vijih geodezijskih krivih nema taj nedostatak i ǌega �emo koristiti u narednim razmatra-
ǌima.



8 Uvod

U raqunarskoj grafici se sre�emo sa potrebom da se glatka povrx zameni (aproksimira)
diskretnom. Tom prilikom, neophodno je da diskretna povrx precizno aproksimira glatku
i omogu�i implementaciju svih rezultata dobijenih u glatkom sluqaju. Stoga, izbor naqina
diskretizacije igra krucijalnu ulogu. Diskretizacija generisana geodezijskim krivim
glatke povrxi predstavǉa jedan od mogu�ih izbora. Razlog za to je malo odstupaǌe geodezij-
skih krivih od pravih (diskretnih) linija. Razmatramo takve diskretizacije, a numeriqka
matematika predstavǉa osnovni aparat za ǌihovo odre�ivaǌe.

Taqke, vektore i elementarne povrxi prostora Rn oznaqavamo malim podebǉanim slovi-
ma latinice, a krive malim podebǉanim slovima grqkog alfabeta. Za proizvoǉne povrxi,
poliedre i diskretne mre�e koristimo oznake M,P,S.... Zavrxetak dokaza oznaqavamo sa
¤, a zavrxetak primera sa ¥.



Glava 1

Unutraxǌa geometrija povrxi

U okviru ove glave dajemo kratak pregled nekih definicija i tvr�eǌa diferencijalne
geometrije koja se javǉaju u kasnijim razmatraǌima. Tom prilikom podrazumevamo da su
osnovni pojmovi (kao xto su kriva, du�ina krive, brzina krive, (regularna, elementarna)
povrx, vektorsko poǉe, orijentacija povrxi...) poznati qitaocu.

1.1 Metrika

Definicija 1.1 Neka je x : U 7→ Rn elementarna povrx. Funkcije E, F,G : U 7→ Rn definisane
sa

E = xu · xu = ‖xu‖2, F = xu · xv, G = xv · xv = ‖xu‖2,
nazivamo koeficijentima prve fundamentalne forme povrxi x, dok je ds2 = Edu2+2Fdudv+
Gdv Rimanova1 metrika povrxi x.

Lema 1.1 Neka je α : (a, b) 7→ Rn kriva koja pripada regularnoj injektivnoj elementarnoj povr-
xi x : U 7→ Rn. Tada je funkcija du�ine luka, koji polazi iz taqke α(c), krive α data sa:

s(t) =
∫ t

c

√
E

(du

dt

)2

+ 2F
du

dt

dv

dt
+ G

(dv

dt

)2

dt.

Dokaz: Tvr�eǌe sledi na osnovu slede�ih jednakosti:

s(t) =
∫ t

c

‖α′(t)‖dt =
∫ t

c

‖u′(t)xu(u(t), v(t)) + v′(t)xv(u(t), v(t))‖dt (1.1)

=
∫ t

c

√
E

(du

dt

)2

+ 2F
du

dt

dv

dt
+ G

(dv

dt

)2

dt. (1.2)

¤
1Georg Friedrich Bernard Riemann (1826–1866), nemaqki matematiqar.
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Definicija 1.2 Neka je M∈ R3 regularna povrx i neka su p i q taqke koje joj pripadaju. Tada
unutraxǌe rastojaǌe ρ(p, q), izme�u taqaka p i q, predstavǉa infimum du�ina svih deo po
deo diferencijabilnih krivih α povrxi M, takvih da su p i q ǌihove krajǌe taqke.

U opxtem sluqaju, unutraxǌe rastojaǌe ρ(p, q) je ve�e od euklidskog ‖p− q‖.
Napomena 1.1 Koristimo dve vrste proizvoda infinitezimala du i dv. Simetriqni proiz-
vod, za koji va�i dudv = dvdu i takozvani klin proizvod, koji oznaqavamo sa du∧dv i za koji
va�i du ∧ dv = −dv ∧ du.

Definicija 1.3 Neka je x : U 7→ Rn injektivna regularna elementarna povrx i neka je S ǌen
kompaktan (ograniqen i zatvoren) podskup. Tada je povrxina skupa S data sa

P (S) =
∫∫

x−1(S)

√
EG− F 2du ∧ dv.

Lema 1.2 Definicija povrxine ne zavisi od izbora elementarne povrxi.

Dokaz: Neka su x : U 7→ Rn i y : V 7→ Rn, injektivne regularne elementarne povrxi i neka
va�i S ⊆ x(U) ∩ y(V ). Nakon du�eg, ali direktnog raquna, dobijamo

√
EyGy − F 2

y =
√

ExGx − F 2
x

∣∣∣∣
∂u

∂u

∂v

∂v
− ∂u

∂v

∂v

∂v

∣∣∣∣ .

∣∣∣∣
∂u

∂u

∂v

∂v
− ∂u

∂v

∂v

∂v

∣∣∣∣ je determinanta Jakobijeve matrice J (x−1 ◦ y). Stoga, nakon smene promen-

ǉivih u dvostrukom integralu dobijamo

∫∫

y−1(S)

√
EyGy − F 2

ydu ∧ dv =
∫∫

y−1(S)

√
ExGx − F 2

x

∣∣∣∣
∂u

∂u

∂v

∂v
− ∂u

∂v

∂v

∂v

∣∣∣∣ du ∧ dv

=
∫∫

x−1(S)

√
ExGx − F 2

xdu ∧ dv.

¤

1.2 Operator oblika

Definicija 1.4 Neka je M ⊂ R3 regularna povrx i neka je U vektorsko poǉe normala defi-
nisano u okolini taqke p ∈ M i neka je vp tangentni vektor u taqki p. Operator oblika
definixemo sa

S(vp) = −DvU ,

gde je Dv izvod vektorskog poǉa u pravcu vektora vp.

U svakoj taqki orijentisane regularne povrxi postoji izbor jednog od dva vektorska poǉa
normala: U i −U . Operator oblika koji odgovara jednom od ta dva poǉa je suprotnog znaka
od operatora oblika koji odgovara drugom vektorskom poǉu. Ukoliko je M neorijentisana
regularna povrx, onda vektorsko poǉe normala nije neprekidno definisano na celoj povrxi,
no to ne utiqe na definiciju operatora oblika, poxto je sav raqun koji ukǉuquje vektorsko
poǉe U lokalnog karaktera.
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Lema 1.3 Neka je x : U 7→ R3 regularna elementarna povrx. Tada va�i

S(xu) = −Uu i S(xv) = −Uv.

Dokaz: Za fiksiranu vrednost v0 ∈ R definiximo krivu α : (a, b) 7→ M sa α(u) = x(u, v0).
Tada, koriste�i osobine izvoda vektorskog poǉa u pravcu tangentnog vektora, dobijamo

S(xu(u, v)) = S(α′(u)) = −Dα′(u)U = −(U ◦α)′(u).

Me�utim, (U ◦α)′ je isto xto i Uu. Sliqno se dokazuje i druga jednakost. ¤

Lema 1.4 U svakoj taqki p regularne povrxi M ⊂ R3, operator oblika je linearno preslika-
vaǌe:

S : TpM 7→ TpM.

Dokaz: Linearnost operatora oblika sledi iz jednakosti Dav+bw = aDv + bDw. Da bismo
pokazali da je kodomen operatora oblika, tako�e tangentni prostor TpM, dovoǉno je da
poka�emo da je vektor S(vp) ortogonalan na vektor U(p), za svaki tangentni vektor vp ∈
TpM. Koriste�i jednakost U ·U = 1 i, ponovo, osobine izvoda u pravcu tangentnog vektora
i izvoda vektorskog poǉa u pravcu tangentnog vektora dobijamo jednakosti:

0 = vp[U ·U ] = 2DvU ·U(p) = −2S(vp) ·U(p).

¤

Lema 1.5 Neka je α : (a, b) 7→ M kriva povrxi M⊂ R3. Tada va�i

α′′ ·U = S(α′) ·α′.

Dokaz: Razmotrimo restrikciju vektorskog poǉa U na krivu α. Kako je α′(t) tangentni
vektor povrxi M, za svako t ∈ (a, b), va�i

α′ ·U = 0.

Diferenciraǌem prethodne jednakosti dobijamo:

α′′ ·U = −U ′ ·α′ = S(α′) ·α′.
¤

1.3 Krivina normale u pravcu vektora i glavne krivine

Definicija 1.5 Pravac L tangentnog prostora regularne povrxiM je jednodimenzioni pot-
prostor tangentnog prostora TpM.

Napomena 1.2 Svaki tangentni vektor vp ∈ TpM, razliqit od nula vektora, odre�uje jedin-
stveni jednodimenzioni potprostor L. Stoga se qesto, umesto termina ,,pravac L”, koristi
termin ,,pravac vektora vp”.



12 Unutraxǌa geometrija povrxi

Definicija 1.6 Neka je up tangentni vektor regularne povrxi M ⊂ R3, takav da va�i
‖up‖ = 1. Krivina normale povrxi M u pravcu vektora up data je sa

k(up) = S(up) · up.

Opxtije, ukoliko je vp tangentni vektor povrxi M u taqki p, razliqit od nula vektora,
tada definixemo

k(vp) =
S(vp) · vp

‖vp‖2 .

Definicija 1.7 Neka je L pravac tangentnog prostora TpM regularne povrxi M ⊂ R3.
Ka�emo da je pravac L asimptotski pravac, ukoliko je krivina normale povrxi M u pravcu
L jednaka nuli. Tako�e, vektor vp koji odre�uje pravac L nazivamo asimptotski vektor.

Definicija 1.8 Neka je p taqka regularne povrxi M ⊂ R3. Maksimalnu i minimalnu vred-
nost krivine normale k u taqki p nazivamo glavne krivine povrxi M u taqki p. Glavne
krivine povrxi oznaqavamo sa k1 i k2. Jediniqne vektore u qijim pravcima se dosti�u ek-
stremne vrednosti krivine normale nazivamo glavni vektori, dok su ǌima odre�eni pravci –
glavni pravci.

Definicija 1.9 Neka je x : U 7→ R3 regularna elementarna povrx i neka je U vektorsko poǉe
normala povrxi x. Tada su koeficijenti druge fundamentalne forme elementarne povrxi
x dati sa

e = −Uu · xu = U · xuu, f = −Uv · xu = U · xuv = U · xvu, g = −Uv · xv = U · xvv.

Dokaz naredne leme mo�e se na�i u [8].

Lema 1.6 Sopstvene vrednosti operatora oblika regularne povrxi M⊂ R3 u taqki p ∈M su
glavne krivine k1 i k2 povrxiM u taqki p. ǋima odgovaraju�i sopstveni vektori su jediniqni
glavni vektori. Ukoliko va�i k1 = k2, onda je operator oblika S jednak skalarnom umno�ku
vrednosti k1. U suprotnom, sopstveni vektori e1 i e2 su ortogonalni i operator oblika je
dat sa

S(e1) = k1e1,

odnosno

S(e2) = k2e2.

1.4 Gausova i sredǌa krivina

Definicija 1.10 Neka je M regularna povrx prostora R3. Gausova2 krivina K i sredǌa
krivina H povrxi M su funkcije K,H : M 7→ R definisane sa

K(p) = det(S(p)) i H(p) =
1
2
tr(S(p)).

2Carl Friedrich Gauß (1777–1855), nemaqki matematiqar.
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Primetimo da, za razliku od Gausove krivine, sredǌa krivina zavisi od izbora vek-
torskog poǉa normala.

Definicija 1.11 Minimalna povrx prostora R3 je regularna povrx qija je sredǌa krivina
identiqki jednaka nuli.

Teorema 1.1 Neka je M regularna povrx prostora R3. Tada za ǌenu Gausovu, sredǌu i glavne
krivine va�e slede�e jednakosti:

K = k1k2 i H =
1
2
(k1 + k2).

Dokaz: Ukoliko za bazne vektore tangentnog vektorskog prostora TpM odaberemo sopstvene
vektore operatora oblika povrxi M, tada je matriqna reprezentacija operatora oblika
data sa

(
k1 0

0 k2

)
.

Odatle je K = det

(
k1 0

0 k2

)
= k1k2 i H =

1
2
tr

(
k1 0

0 k2

)
=

1
2
(k1 + k2). ¤

Definicija 1.12 Za taqku p regularne povrxi M⊂ R3 ka�emo da je

• eliptiqka, ukoliko va�i K(p) > 0 (to jest ako su glavne krivine istog znaka);

• hiperboliqka, ukoliko va�i K(p) < 0 (to jest ako su glavne krivine razliqitog znaka);

• paraboliqka, ukoliko va�i K(p) = 0 i S(p) 6= 0 (to jest ako je taqno jedna od glavnih
krivina jednaka nuli);

• planarna, ukoliko va�i K(p) = 0 i S(p) = 0 (to jest ako su obe glavne krivine jednake
nuli).

1.5 Kristofelovi simboli

Definicija 1.13 Neka je x : U 7→ Rn elementarna regularna povrx. Tada su Kristofelovi3

simboli povrxi x dati sa





Γ1
11 =

GEu − 2FFu + FEv

2(EG− F 2)
, Γ2

11 =
2EFu − EEv − FEu

2(EG− F 2)
,

Γ1
12 =

GEv − FGu

2(EG− F 2)
, Γ2

12 =
EGu − FEv

2(EG− F 2)
,

Γ1
22 =

2GFv −GGu − FGv

2(EG− F 2)
, Γ2

22 =
EGv − 2FFv + FGu

2(EG− F 2)
.

I va�i Γ1
21 = Γ1

12 i Γ2
21 = Γ2

12.

3Elwin Bruno Christoffel (1829-1900), nemaqki matematiqar.
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Teorema 1.2 (Gausove jednakosti) Neka je M ⊂ R3 regularna povrx, x : U 7→ M regularna
elementarna povrx i oznaqimo sa U vektorsko poǉe normala povrxi M. Tada va�e slede�e
jednakosti:





xuu = Γ1
11xu + Γ2

11xv + eU ,

xuv = Γ1
12xu + Γ2

12xv + fU ,

xvv = Γ1
22xu + Γ2

22xv + gU .

Dokaz: Kako je x regularna elementarna povrx, vektori xu, xv i U , qine bazu tangentnog
prostora TpR3 u svakoj taqki p povrxi x. Prema tome, va�i





xuu = λ1xu + λ2xv + λ3U ,

xuv = µ1xu + µ2xv + µ3U ,

xvv = ν1xu + ν2xv + ν3U ,

(1.3)

gde su λi, µi, νi, i = 1, 2, 3, neki realni brojevi, koje �emo odrediti. Va�e slede�e jednakosti:

U ·U = 1 i U · xu = U · xv = 0.

Iz prethodnih dveju jednakosti i definicije 1.9, sledi:

e = λ3, f = µ3 i g = ν3.

Pomno�imo svaku od jednakosti (1.3) skalarno sa xu i xv. Dobijamo:





λ1E + λ2F = xuu · xu =
1
2

∂

∂u
‖xu‖2 =

Eu

2
,

λ1F + λ2G = xuu · xv =
∂

∂u
(xu · xv)− xu · xuv = Fu − Ev

2
,

µ1E + µ2F = xuv · xu =
1
2

∂

∂v
‖xu‖2 =

Ev

2
,

µ1F + µ2G = xuv · xv =
1
2

∂

∂u
‖xv‖2 =

Gu

2
,

ν1E + ν2F = xvv · xu =
∂

∂v
(xu · xv − xv · xuv) = Fv − Gu

2
,

ν1F + ν2G = xvv · xv =
1
2

∂

∂v
‖xv‖2 =

Gv

2
.

(1.4)

Prve dve od jednakosti (1.4), mogu se rexiti po λ1 i λ2, nezavisno od ostalih. Jednostavno
se dobija: λ1 = Γ1

11 i λ2 = Γ2
11. Sliqno se odre�uju i ostali nepoznati koeficijenti, qime je

teorema dokazana. ¤



Glava 2

Geodezijske krive

Ova glava predstavǉa glavni uvod u razmatraǌa koja slede. U okviru narednih xest
poglavǉa dajemo opxiran pregled geometrije geodezijskih krivih. Iako su neka tvr�eǌa
opxtijeg karaktera, naxu pa�ǌu usredsre�ujemo na prostor R3. Ciǉ nam je da poznate qi-
ǌenice detaǉno i sistematski izlo�imo, te prezentovana materija, na momente, prevazilazi
okvire onoga xto je potrebno za razumevaǌe kasnijih rezultata.

2.1 Geodezijska krivina i torzija

Neka jeM⊂ Rn regularna povrx i neka je β : (c, d) 7→ M kriva brzine jedan. Ubrzaǌe β′′,
krive β, mo�emo razlo�iti na dve komponente: tangentnu komponentu i komponentu normale
povrxi M. U sladu sa tim, va�i

β′′(s) = β′′(s)> + β′′(s)⊥, ∀s ∈ (c, d),

gde vektor β′′(s)> pripada tangentnom prostoru Tβ(s)M povrxiM u taqki β(s), dok je vektor
β′′(s)⊥ ortogonalan na povrx M u taqki β(s).

Definicija 2.1 Neka je β : (c, d) 7→ M kriva brzine jedan, tada su ǌena neoznaqena geodezij-
ska krivina k̃g(β) i krivina normale kn(β), redom date sa

k̃g(β(s)) = ‖β′′(s)>‖ i kn(β(s)) = ‖β′′(s)⊥‖.
Neoznaqenu geodezijsku krivinu i krivinu normale proizvoǉne krive α : (a, b) 7→ M, definixemo
kao neoznaqenu i krivinu normale proizvoǉne reparametrizacije brzine jedan krive α.

Slede�a lema daje jednostavnu vezu izme�u krivina k̃g(β) i kn(β) i krivine krive k(β).

Lema 2.1 Neka je M ⊂ Rn regularna povrx i neka je β : (c, d) 7→ M kriva brzine jedan. Tada
su neoznaqena geodezijska, krivina normale krive β i krivina krive β (ako je razmatramo kao
krivu prostora Rn), vezane slede�om jednakox�u:
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k(β)2 = k̃g(β)2 + kn(β)2.

Dokaz: Va�e slede�e jednakosti:

k(β(s))2 = ‖β′′(s)‖2 = ‖β′′(s)>‖2 + ‖β′′(s)⊥‖2 = k̃g(β)2 + kn(β)2.

¤
Sada se usredsre�ujemo na orijentisane regularne povrxi M prostora R3.

Definicija 2.2 Neka je M⊂ R3 orijentisana regularna povrx. Tada je geodezijska krivina
kg krive β : (c, d) 7→ M data sa

β′′(s)> = kg(β(s))Jβ′(s) = kg(β(s))U × β′(s), ∀s ∈ (c, d),

gde je U vektorsko poǉe jediniqnih normala povrxi M.

Posledica 2.1 Neka je M ⊂ R3 orijentisana regularna povrx i neka je β : (c, d) 7→ M kriva
brzine jedan. Tada va�i:

|kg(β)| = k̃g(β) i k(β)2 = kg(β)2 + kn(β)2.

Dokaz: Va�i:

k̃g(β(s)) = ‖β′′(s)>‖ = ‖kg(β(s))Jβ′(s)‖ = |kg(β(s))|‖Jβ′(s)‖ = |kg(β(s))|.
¤

Slede neke karakterizacije geodezijske krivine i krivine normale.

Lema 2.2 Neka jeM⊂ R3 orijentisana regularna povrx i neka je U vektorsko poǉe jediniqnih
normala povrxi M. Neka je, daǉe, vp jediniqni tangentni vektor povrxi M u taqki p. Ako
je β : (c, d) 7→ M proizvoǉna kriva brzine jedan, onda va�i

kn(β(s)) = k(vp),

gde je k(vp) krivina normale povrxi M u pravcu vektora vp.

Dokaz: Prema definiciji krivine u pravcu tangentnog vektora, va�i

k(vp) = S(vp) · vp = S(β′(s)) · β′(s),
gde je S operator oblika povrxi M za koji, na osnovu leme 1.5, va�i S(β′(s)) · β′(s) =
β′′(s) ·U . Budu�i da vektor (β′′(s) ·U)U predstavǉa komponentu vektora ubrzaǌa β′′(s) koja
je ortogonalna na povrx M, tvr�eǌe leme sledi na osnovu definicije krivine normale
kn(β). ¤

Lema 2.3 Neka jeM⊂ R3 orijentisana regularna povrx, U vektorsko poǉe jediniqnih normala
povrxi M i neka je α : (a, b) 7→ M proizvoǉna kriva. Tada su krivina normale i geodezijska
krivina krive α, za t ∈ (a, b), date sa

kn(α(t)) =
α′′(t) ·U
‖α′(t)‖2 , (2.1)

kg(α(t)) =
[α′′(t), U , α′(t)]

‖α′(t)‖3 =
α′′(t) · Jα′(t)
‖α′(t)‖3 . (2.2)
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Dokaz: Neka je β reparametrizacija brzine jedan krive α. Tada va�i α(t) = β(s(t)), za
a < t < b, gde je s funkcija du�ine luka krive α. Daǉe je

α′(t) = s′(t)β′(s(t))

i

α′′(t) = s′′(t)β′(s(t)) + s′(t)2β′′(s(t)).

Na osnovu prethodnog, va�i

kn(α(t)) = kn(β(s(t))) = β′′(s(t)) ·U =
α′′(t) ·U

s′(t)2
.

Iz qiǌenice da va�i s′(t) = ‖α′(t)‖, dobijamo jednakost (2.1).
Doka�imo jednakost (2.2). Primetimo da va�i

α′′(t)×α′(t) = (s′′(t)β′(s(t)) + s′(t)2β′′(s(t)))× s′(t)β′(s(t))
= s′(t)3β′′(s(t))× β′(s(t)).

Odatle dobijamo

[α′′(t), U , α′(t)] = −U(α′′(t)×α′(t)) = −s′(t)3U · (β′′(s(t))× β′(s(t))).

Stoga va�i

kg(α(t)) = kg(β(s(t)) = β′′(s(t)) · Jβ′(s(t))

= β′′(s(t)) · (U × β′(s(t))) =
[α′′(t), U , α′(t)]

s′(t)3
,

odakle sledi jednakost (2.2). ¤

Neposredna posledica prethodne leme je da je, u dvodimenzionom sluqaju, geodezijska
krivina jednaka krivini krive u ravni. Sada �emo pokazati da je geodezijska krivina unu-
traxǌa karakteristika povrxi prostora R3.

Teorema 2.1 Neka je M povrx prostora R3, x : U 7→ M elementarna povrx i α : (a, b) 7→ M
kriva elementarne povrxi x. Ukoliko oznaqimo α(t) = x(u(t), v(t)), za a < t < b, tada va�i

kg(α)‖α′‖3 =
√

EG− F 2
(−Γ2

11u
′3 + Γ1

22v
′3 − (2Γ2

12 − Γ1
11)u

′2v′

+ (2Γ1
12 − Γ2

22)u
′v′2 + u′′v′ − v′′u′

)
. (2.3)

Dokaz: Budu�i da va�i α′ = xuu′ + xvv′ i

α′′ = xuuu′2 + 2xuvu′v′ + xvvv′2 + xuu′′ + xvv′′,

sledi

α′′ ×α′ = (xuu × xu)u′3 + (xvv × xv)v′3 + (xuu × xv + 2xuv × xu)u′2v′

+(xvv × xu + 2xuv × xv)u′v′2 + (u′′v′ − v′′u′)xu × xv.

Daǉe dobijamo
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(α′′ ×α′) · (xu × xv) = (xuu × xu) · (xu × xv)u′3 + (xv × xv) · (xu × xv)v′3

+(xuu × xv + 2xuv × xu) · (xu × xv)u′2v′

+(xv × xu + 2xuv × xv) · (xu × xv)u′v′2 + (u′′v′ − v′′u′)‖xu × xv‖2.

Sada je potrebno koeficijente uz u′3, v′3, u′2v′ i u′v′2, u prethodnoj jednakosti, izraziti preko
koeficijenata prve fundamentalne forme E, F i G i Kristofelovih simbola. Koriste�i
Lagran�ov1 identitet i definiciju Kristofelovih simbola, dobijamo

(xuu × xu) · (xu × xv) = (xuu · xu)(xu · xv)− (xuu · xv‖xu‖2)
=

1
2
EuF −

(
Fu − 1

2
Ev

)
E = −(EG− F 2)Γ2

11. (2.4)

Sliqno dobijamo i jednakosti:

(xvv × xv) · (xu × xv) = (EG− F 2)Γ1
22, (2.5)

(xuu × xv + 2xuv × xu) · (xu × xv) = (EG− F 2)(Γ1
11 − 2Γ2

12), (2.6)

odnosno

(xvv × xu + 2xuv × xv) · (xu × xv) = −(EG− F 2)(Γ2
22 − 2Γ2

12). (2.7)

Zamenom jednakosti (2.4)–(2.7) u polaznu, dobijamo jednakost (2.3). ¤

Definicija 2.3 Neka je M orijentisana regularna povrx prostora Rn. Tada je geodezijska
torzija τg(α), krive α : (a, b) 7→ M, definisana sa

τg(α(t)) =
Sα′(t) · J ′α′(t)

‖α′(t)‖2 , ∀t ∈ (a, b).

Slede�a lema se jednostavno dokazuje.

Lema 2.4 Definicija geodezijske torzije ne zavisi od parametrizacije krive. Tako�e, geodezij-
ska torzija krive je jednaka nuli u taqki t ako i samo ako kriva odre�uje glavnu krivinu povrxi
u toj taqki.

Analogon Freneovom2 reperu, krive prostora R3, ukoliko krivu razmatramo kao deo neke
povrxi je Darbuov3 reper.

Definicija 2.4 Neka su M orijentisana regularna povrx prostora R3, U vektorsko poǉe
jediniqnih normala povrxi M i α : (a, b) 7→ M proizvoǉna kriva. Oznaqimo sa J kompleksnu

strukturu povrxiM odre�enu poǉem U i neka je T =
α′

‖α‖ . Trojku vektorskih poǉa {T , JT , U}
nazivamo (pokretni) Darbuov reper krive α u odnosu na povrx M.

1Joseph Louis Lagrange (1736-1813), francuski matematiqar.
2Jean Frédéric Frenet (1816-1900), francuski matematiqar.
3Jean Gaston Darboux (1842-1917), francuski matematiqar.
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Teorema 2.2 Neka je β : (c, d) 7→ M ⊂ R3 kriva brzine jedan i neka je {T , JT , U} Darbuov reper
krive β u odnosu na povrx M. Tada va�e Darbuove formule:





T ′ = kgJT +knU ,
(JT )′ = −kgT +τgU ,
U ′ = −knT −τgJT .

Dokaz: Va�e slede�e jednakosti:

T ′ = (T ′ · JT )JT + (T ′ ·U)U
= (β′′ · JT )JT + (β′′ ·U)U = kgJT + knU .

Preostale dve jednakosti dokazuju se na sliqan naqin. ¤

Posledica 2.2 Neka je α : (a, b) 7→ M ⊂ R3 kriva brzine v = ‖α′‖ i neka je {T , JT , U} Darbuov
reper krive α u odnosu na povrx M. Tada va�i:





T ′ = vkgJT +vknU
(JT )′ = −vkgT +vτgU
U ′ = −vknT −vτgJT .

2.2 Geodezijske jednaqine

Definicija 2.5 Neka jeM regularna povrx prostora R3. Za krivu γ : (a, b) 7→ M, konstantne
brzine, ka�emo da je geodezijska, ukoliko je ǌena geodezijska krivina jednaka nuli u svakoj
taqki domena, odnosno da je asimptotska, ukoliko prethodno va�i za ǌenu krivinu normale.

Naredna lema je direktna posledica definicije 2.1.

Lema 2.5 Kriva γ : (a, b) 7→ M, konstantne brzine, je geodezijska (odnosno asimptotska),
ukoliko je tangentna komponenta (odnosno, komponenta normale) ǌenog vektora ubrzaǌa γ′′,
jednaka nuli na celom domenu.

Lema 2.6 Kriva γ : (a, b) 7→ M, konstantne brzine, je istovremeno geodezijska i asimptotska
ako i samo ako je ona prava linija.

Dokaz: Na osnovu prethodne leme, kriva γ je istovremeno geodezijska i asimptotska ako i
samo ako va�i γ′′(t) ≡ 0, ∀t ∈ (a, b), xto je ekvivalentno tome da je kriva γ oblika γ = pt + q,
za neke vektore p, q ∈ R3, odakle sledi tvr�eǌe. ¤

Lema 2.7 (geodezijske jednaqine) Neka jeM⊂ R3 povrx parametrizovana regularnom elemen-
tarnom povrxi x : U ⊂ R2 7→ R3. Tada su geodezijske krive povrxi M odre�ene slede�im
sistemom diferencijalnih jednaqina drugog reda:

{
u′′ +Γ1

11u
′2 +2Γ1

12u
′v′ +Γ1

22v
′2 = 0,

v′′ +Γ2
11u

′2 +2Γ2
12u

′v′ +Γ2
22v

′2 = 0,
(2.8)

gde su Γi
jk Kristofelovi simboli elementarne povrxi x.
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Dokaz: Neka je γ : (a, b) 7→ M kriva konstantne brzine. Mo�emo pisati

γ(t) = x(u(t), v(t)),

gde su u, v : (a, b) 7→ M diferencijabilne funkcije. Diferenciraǌem prethodne jednakosti
dobijamo

γ′′ = xuuu′2 + xuu′′ + 2xuvu′v′ + xvvv′2 + xvv′′.

Na osnovu teoreme 1.2, sledi

γ′′(t) = (u′′ + Γ1
11u

′2 + 2Γ1
12u

′v′ + Γ1
22v

′2)xu

+(v′′ + Γ2
11u

′2 + 2Γ2
12u

′v′ + Γ2
22v

′2)xv

+(eu′2 + 2fu′v′ + gv′2)U ,

gde je

U =
xu × xv

‖xu × xv‖ ,

vektorsko poǉe jediniqnih normala povrxi M. Kriva γ je geodezijska, ukoliko su koefi-
cijenti uz xu i xv, u prethodnoj jednakosti, jednaki nuli, qime je lema dokazana. ¤

Napomena 2.1 Geodezijske jednaqine (2.8), qesto se rexavaju numeriqkim metodama, te se zato
razmatraju kao sistem od qetiri diferencijalne jednaqine prvog reda:





u′ = p,

v′ = q,

p′ = −Γ1
11p

2 −2Γ1
12pq −Γ1

22q
2,

q′ = −Γ2
11p

2 −2Γ2
12pq −Γ2

22q
2.

(2.9)

Teorema 2.3 Neka je vp tangentni vektor u taqki p povrxi M. Tada postoji geodezijska
kriva γ, parametrizovana na nekom intervalu koji sadr�i nulu, takva da va�i γ(0) = p i
γ′(0) = vp. Xtavixe, svake dve geodezijske krive, koje zadovoǉavaju prethodna dva uslova, su
identiqki jednake na svakom intervalu koji sadr�i nulu i na kom su obe definisane.

Dokaz: Neka je x : U 7→ M regularna elementarna povrx takva da va�i x(0, 0) = p. Sistem
jednaqina (2.8) odre�uje geodezijske krive koje pripadaju elementarnoj povrxi x. Oznaqimo
γ(t) = x(u(t), v(t)) i vp = (v1, v2). Poqetne uslove, koje zadovoǉava kriva γ, mo�emo zapisati
na slede�i naqin:

{
u(0) = 0

v(0) = 0
i

{
u′(0) = v1

v′(0) = v2.

Iz teorije diferencijalnih jednaqina je poznato da sistem (2.8), zajedno sa gorǌim poqet-
nim uslovima, ima jedinstveno rexeǌe na nekom intervalu koji sadr�i nulu odakle sledi
tvr�eǌe teoreme. ¤

Neka su γ1 i γ2 geodezijske krive neke povrxi koje zadovoǉavaju iste poqetne uslove.
Tada su one identiqki jednake na nekom intervalu. Jasno je da, u tom sluqaju, postoji
geodezijska kriva γ definisana na uniji domena definisanosti krivih γ1 i γ2 koja je u
svakoj taqki identiqki jednaka (najmaǌe) jednoj od ǌih dve. Takvu geodezijsku krivu nazi-
vamo produ�eǌem geodezijske krive γi, za i = 1, 2. Nastavǉaju�i taj postupak dobijamo
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jedinstveno maksimalno produ�eǌe koje nazivamo maksimalna geodezijska kriva (koja
zadovoǉava iste poqetne uslove kao i krive γ1 i γ2). Domen definisanosti maksimalne
geodezijske krive nazivamo maksimalan interval i on mo�e, ali i ne mora, biti cela
realna prava, ali u svakom sluqaju mo�emo dati slede�u definiciju.

Definicija 2.6 PovrxM je geodezijski kompletna, ukoliko je svaka maksimalna geodezijska
kriva povrxi M definisana na celom skupu R.

Jednostavno se proverava da su sfera S2 i ravan geodezijski kompletne povrxi. Xtavixe,
svaka kompaktna povrx je geodezijski kompletna. S druge strane, povrx R2\(0, 0) nije
geodezijski kompletna, jer geodezijska kriva t 7→ (t, 0) ne mo�e biti maksimalno produ�ena.

Vrlo je va�no razlikovati geodezijsku krivu (koja je funkcija) od ǌenog traga (to jest
skupa koji predstavǉa kodomen funkcije), jer on mo�e biti i trag neke druge krive koja nije
konstantne brzine.

Definicija 2.7 Za krivu α : (a, b) 7→ M ka�emo da je pregeodezijska, ukoliko postoji ǌena
reparametrizacija α ◦ h : (c, d) 7→ M koja je geodezijska kriva.

Primer 2.1 (rotacione povrxi) Podsetimo se osnovnih definicija vezanih za rotacione
povrxi.

Definicija 2.8 Neka je σ ravan prostora R3, neka je s prava ravni σ i oznaqimo sa S proizvol-
jan skup taqaka ravni σ. Skup taqaka koji se dobija rotiraǌem skupa S oko prave s nazivamo
rotaciona povrx generisana skupom S. Pravu s zovemo osa rotacije.

Uobiqajeno je da se za ravan σ uzima xz–ravan, a za pravu s, z–osa. Pretpostavimo da
skup taqaka S ima diferencijabilnu parametrizaciju α : (a, b) 7→ S. Tada mo�emo pisati
α = (ϕ, ψ).

Definicija 2.9 Elementarnu povrx r(α) : [0, 2π]× (a, b) 7→ R3 definisanu sa

rotaciona(α)(u, v) = (ϕ(v) cos u, ϕ(v) sin(u), ψ(v)), (2.10)

nazivamo standardna parametrizacija rotacione povrxi.

Napomena 2.2 U prethodnoj definiciji qesto se dodaje i uslov ϕ(v) ≥ 0, kako skup S ne bi
presecao osu s.

Definicija 2.10 Neka je M rotaciona povrx prostora R3. Krivu α : (a, b) 7→ M koja pred-
stavǉa presek rotacione povrxi M i ravni koja sadr�i osu rotacije nazivamo meridijan,
dok krivu koja predstavǉa presek rotacione povrxi i ravni koja je ortogonalna na osu rotacije
nazivamo paralela rotacione povrxi.

Teorema 2.4 Svaki meridijan rotacione povrxi M⊂ R3 mo�e biti parametrizovan tako da
postane geodezijska kriva.

Dokaz: Neka je γ parametrizacija brzine jedan meridijana rotacione povrxi M i neka je
χ ravan koja sadr�i krivu γ i osu rotacije. Budu�i da je γ ravanska kriva, jediniqna
normala N = Jγ′, tako�e, pripada ravni χ. Kako je ravan χ ortogonalna na povrx M, to
je i jediniqna normala N ortogonalna na M. Stoga je i vektor γ′′ = kN , gde je k krivina
ravanske krive γ, ortogonalan na povrx M, odakle sledi da je kriva γ geodezijska. ¤¥

Primer 2.2 (sfera)
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Lema 2.8 Neka je M orijentabilna povrx prostora R3 i γ : (a, b) 7→ M geodezijska kriva
povrxi M, qija je krivina razliqita od nule u svakoj taqki domena. Oznaqimo sa {T , N , B}
Freneov pokretni reper krive γ i neka su k i τ krivina i torzija krive γ. Tada je mogu�e
odabrati vektorsko poǉe jediniqnih normala U povrxi M takvo da va�i

S(T ) = kT − τB,

gde je S operator oblika povrxi M, u odnosu na vektorsko poǉe U .

Dokaz: Kako je krivina k razliqita od nule za svako t ∈ (a, b), vektorsko poǉe N je defini-
sano na celom intervalu (a, b). Qiǌenica da je γ geodezijska kriva implicira da je vektor

N =
γ′′

k
ortogonalan na povrx M za svako t ∈ (a, b). Sledi da je mogu�e izabrati vektorsko

poǉe jediniqnih normala takvo da va�i

N(t) = U(γ(t)),

za a < t < b. Na osnovu definicije operatora oblika i Freneovih formula, dobijamo

S(T ) =
d

dt
U(γ(t)) = −N ′ = kT − τB.

¤

Lema 2.9 Geodezijska kriva sfere S2 polupreqnika c > 0 je deo velikog kruga.

Dokaz: Neka je γ : (a, b) 7→ S2 netrivijalna (to jest razliqita od taqke) geodezijska kriva.
ǋena krivina je razliqita od nule (jer pripada sferi). Poxto su glavne krivine u svakoj
taqki sfere jednake, va�i

S(T ) =
1
c
T .

Iz prethodne jednakosti i na osnovu prethodne leme zakǉuqujemo da je krivina krive γ

konstantna i jednaka
1
c
, dok je ǌena torzija identiqki jednaka nuli odakle sledi da je kriva

γ deo kruga polupreqnika c, to jest velikog kruga sfere S2. ¤¥

2.3 Kleroove elementarne povrxi

Definicija 2.11 Neka je M⊂ R3 povrx qija je metrika definisana na slede�i naqin:

ds2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2.

(a) u–Kleroova4 elementarna povrx je elementarna povrx x : U 7→ M za qije koefici-
jente prve fundamentalne forme va�i

Ev = Gv = F = 0.

4Alexis Claude Clairaut (1713–1765), francuski matematiqar.
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(b) v–Kleroova elementarna povrx je elementarna povrx x : U 7→ M za qije koefici-
jente prve fundamentalne forme va�i

Eu = Gu = F = 0.

U sluqaju Kleroovih elementarnih povrxi Kristofelovi simboli i geodezijske jedna-
qine (2.8) imaju znatno jednostavniji oblik. Naredna lema se direktno dokazuje.

Lema 2.10 Neka je x : U 7→ M v–Kleroova elementarna povrx. Tada su Kristofelovi simboli
i geodezijske jednaqine povrxi x redom dati sa





Γ1
11 = 0, Γ2

11 =
−Ev

2G
,

Γ1
12 =

Ev

2E
, Γ2

12 = 0,

Γ1
22 = 0, Γ2

22 =
Gv

2G
,

(2.11)

odnosno





u′′ +
Ev

E
u′v′ = 0,

v′′ +
Ev

2G
u′2 +

Gv

2G
v′2 = 0.

(2.12)

Lema 2.11 Neka je x : U 7→ M v–Kleroova elementarna povrx. Tada va�i:

(a) svaka v–parametarska kriva elementarne povrxi x je pregeodezijska;

(b) u–parametarska kriva u 7→ x(u, v0) je geodezijska ako i samo ako va�i Ev(u, v0) ≡ 0,
du� krive u 7→ x(u, v0).

Dokaz: Oba tvr�eǌa leme su direktne posledice jednakosti (2.3). ¤

Teorema 2.5 (Kleroova jednakost) Neka je x : U 7→ M v–Kleroova elementarna povrx i neka
je γ geodezijska kriva elementarne povrxi x. Oznaqimo sa θ ugao izme�u krive γ i vektora xu.
Tada va�i

√
E‖γ′‖ cos θ = Eu′ = const, du� krive γ.

Dokaz: Neka je γ(t) = x(u(t), v(t)). Budu�i da va�i Eu = 0, na osnovu prve od jednakosti
(2.12), sledi

(Eu′)′ = E′u′ + Eu′′ = Evu′v′ + Eu′′ = 0.

Dakle, postoji konstanta c za koju va�i

Eu′ = c. (2.13)

Daǉe va�i

‖γ′‖ cos θ =
xu · γ′
‖xu‖ =

xu · (xuu′ + xvv′)
‖xu‖ = ‖xu‖u′ =

√
Eu′. (2.14)

Tvr�eǌe teoreme sledi na osnovu jednakosti (2.13) i (2.14). ¤
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Definicija 2.12 Konstantu c iz jednakosti (2.13) nazivamo nagib krive γ v–Kleroove ele-
mentarne povrxi x. Ugao izme�u krive γ i vektora xu je dat sa

cos θ =
c

‖γ′‖√E
.

Sada �emo konstatovati neke preciznije informacije o geodezijskim krivim Kleroovih
elementarnih povrxi.

Lema 2.12 Neka je x : U 7→ M v–Kleroova elementarna povrx i neka je γ : (a, b) 7→ M geodezij-
ska kriva elementarne povrxi x, brzine jedan. Oznaqimo γ(t) = x(u(t), v(t)). Ukoliko je kriva
γ geodezijska, onda postoji konstanta c, takva da va�i





u′ =
c

E
,

v′ = ±
√

E − c2

√
EG

.

(2.15)

Obratno, ukoliko va�e jednakosti (2.15) i ako je ispuǌen jedan od slede�a dva uslova

(a) v′(t) 6= 0, ∀t ∈ (a, b);

(b) v′(t) ≡ 0, ∀t ∈ (a, b),

onda je kriva γ geodezijska.

Dokaz: Prva od jednakosti (2.15), sledi iz jednakosti (2.13). Daǉe, va�i

1 = γ′ · γ′ = Eu′2 + Gv′2 =
c2

E
+ Gv′2,

odakle sledi

v′ =
1
G

(
1− c2

E

)
=

E − c2

EG
,

qime je dokazana i druga jednakost.
Obratno, pretpostavimo da va�e jednakosti (2.15). Na osnovu prve od ǌih, sledi

u′′ =
( c

E

)′
= −cEvv′

E2
= −Evu′v′

E
.

Odakle zakǉuqujemo da je zadovoǉena prva od jednakosti (2.12). Kriva γ je brzine jedan jer
va�i

γ′ · γ′ = (xuu′ + xvv′) · (xuu′ + xvv′)

= Eu′2 + Gv′2 = E
( c

E

)2

+ G

(
E − c2

EG

)
= 1.

Diferenciraǌem jednakosti Gv′2 = 1− Eu′2, dobijamo

Gvv′3 + 2Gv′v′′ = (Gv′2)′ = −Evu′2v′ − 2Eu′u′′

= −Evu′2v′ + 2Eu′
(

Ev

E
u′v′

)
= Evu′2v′.

Posledica prethodne jednakosti je da je druga od jednakosti (2.12), zadovoǉena na svakom
intervalu na kome je v′ razliqito od nule. S druge strane, na intervalu na kome je v′

identiqki jednako nuli, na osnovu druge od jednakosti (2.15), va�i da je E jednako konstanti,
odakle, tako�e, sledi druga od jednakosti (2.12). ¤



Kleroove elementarne povrxi 25

Posledica 2.3 Neka je x : U 7→ M v–Kleroova elementarna povrx. Tada je kriva α : (a, b) 7→ M
oblika

α(u) = x(u(v), u),

pregeodezijska ako i samo ako postoji konstanta c, takva da va�i

du

dv
= ±c

√
G

E(E − c2)
. (2.16)

Konstanta c predstavǉa nagib krive α u odnosu na elementarnu povrx x.

Dokaz: Postoji geodezijska kriva γ brzine jedan koja predstavǉa reparametrizaciju krive
α, takva da va�i

γ(s) = γ(u(s)) = x(u(v(s)), v(s)).

Na osnovu prethodne leme, va�i

du

ds
= u′ =

c

E
i

dv

ds
= ±

√
E − c2

√
EG

.

Odatle je

du

dv
=

du

ds
dv

ds

=

c

E

±
√

E − c2

√
EG

= ±c

√
G

E(E − c2)
.

Obratno, ako je zadovoǉena jednakost (2.16), onda u′ i v′ mo�emo definisati tako da va�i

u′

v′
= ±c

√
G

E(E − c2)
i Eu′2 + Gv′2 = 1.

Direktno se proverava da su zadovoǉene jednakosti (2.15), pa je α pregeodezijska kriva. ¤

Primer 2.3 U primeru 2.1 dokazali smo da se svaki meridijan rotacione povrxi mo�e
parametrizovati tako da postane geodezijska kriva. Sada mo�emo re�i nexto vixe i o
paralelama. Standardna parametrizacija rotacione povrxi prostora R3 data je formulom
(2.10). Pretpostavimo da va�i ϕ(v) > 0, za svako v. Tada vrednost ϕ(v) mo�emo smatrati
polupreqnikom paralele u 7→ (ϕ(v0) cos u, ϕ(v0) sin u, ψ(v0)). Neposredno se proverava da za
standardno parametrizovanu rotacionu povrx va�i

E = ϕ(v)2 F = 0 i G = ϕ′(v)2 + ψ′(v)2.

Odatle sledi Eu = F = Gu = 0, to jest svaka rotaciona povrx r je v–Kleroova elementarna
povrx, pa svaka geodezijska kriva elementarne povrxi r zadovoǉava jednaqinu

du

dv
= ±

√
ϕ′2 + ψ′2

ϕ
√

ϕ2 − c2
.

Poxto su v–parametarske krive rotacione povrxi meridijani, a u–parametarske krive pa-
ralele, slede�a teorema je specijalan sluqaj leme 2.11.

Teorema 2.6 Neka je M rotaciona povrx prostora R3. Tada va�i
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(a) svaki meridijan povrxi M je geodezijska kriva;

(b) paralela povrxi M je geodezijska kriva ako i samo ako va�i ϕ′(v0) = 0. ¥

Primer 2.4 (pseudosfera) Pseudosfera je rotaciona povrx prostora R3 koja se dobija

rotacijom ravanske krive α(t) = a(sin(t), cos t+ln(tg
t

2
)), a ∈ R, koju nazivamo traktisa. Stan-

dardna parametrizacija pseudosfere je

pseudosfera(u, v) = a(cos u sin v, sin u sin v, cos v + ln(tg
v

2
)).

Jednostavno se pokazuje da pseudosfera nije geodezijski kompletna povrx. Naime, svaki
meridijan pseudosfere je traktisa koja nije diferencijabilna u nuli, odakle zakǉuqujemo
da ne postoji parametrizacija konstantne brzine traktise koja je definisana u svakoj taqki
skupa R.

Geodezijske krive pseudosfere, razliqite od meridijana, mo�emo odrediti rexavaǌem
sistema jednaqina (2.12). Opxte rexeǌe tog sistema u sluqaju pseudosfere je

γ(t) = c1 +

√
a2 − 2c2

2 − a2 cos 2t√
2c2 sin t

,

za neke konstante c1 i c2. ¥

Slika 2.1 Pseudosfera, 0 ≤ u ≤ 2π,
π

2
≤ v ≤ π. Linija predstavǉa geodezijsku krivu.

2.4 Eksponencijalno preslikavaǌe

Definicija 2.13 Neka je p proizvoǉna taqka regularne povrxi M i neka je vp ∈ TpM tan-
gentni vektor u taqki p. Preslikavaǌe expp : TpM 7→M, definisano sa

expp(vp) = γ(1),

gde je γ geodezijska kriva povrxi M, koja zadovoǉava uslove γ(0) = p i γ′(0) = vp, nazivamo
eksponencijalno preslikavaǌe tangentnog prostora povrxi M.
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Lema 2.13 Za eksponencijalno preslikavaǌe va�i

expp(avp) = γ(at), ∀a ∈ R,

gde je γ geodezijska kriva povrxi M, koja zadovoǉava uslove prethodne definicije.

Dokaz: Neka je γ geodezijska kriva povrxiM, koja zadovoǉava uslove prethodne definicije
i neka je γa geodezijska kriva povrxi M za koju va�i γa(0) = p i γ′a(0) = avp, za neki
fiksiran realan broj a. Tada su krive γa i t 7→ γ(at) geodezijske krive koje zadovoǉavaju
iste poqetne uslove, pa su one, na osnovu teoreme 2.3, identiqki jednake na nekom intervalu
koji sadr�i nulu. Time je lema dokazana. ¤

Najznaqajnija osobina eksponencijalnog preslikavaǌa data je u slede�oj teoremi. ǋen
dokaz mo�e se na�i, na primer, u [8].

Teorema 2.7 Za svaku taqku p povrxi M, postoji okolina Up taqke 0 ∈ TpM, koja se ekspo-
nencijalnim preslikavaǌem difeomorfno preslikava na otvoren podskup povrxi M.

Definicija 2.14 Neka je p taqka povrxi M. Ka�emo da otvoren podskup Np povrxi M, koji
sadr�i taqku p predstavǉa normalnu okolinu taqke p, ukoliko postoji otvoren podskup Op
tangentnog prostora TpM, koji se eksponencijalnim preslikavaǌem expp difeomorfno presli-
kava na skup Np.

Definicija 2.15 Neka je p taqka povrxi M, {e1, e2} ortonormirana baza tangentnog pro-
stora TpM i Np = expp(Op) normalna okolina taqke p.

(a) Normalna elementarna povrx (u odnosu na taqku p i bazu {e1, e2}) je preslikavaǌe
x : (a, b)× (c, d) 7→ M definisano sa

x(u, v) = expp(ue1 + ve2),

gde pravougaonik {ue1 + ve2 | a < u < b, c < v < d} pripada skupu Op.

(b) Geodezijska polarna elementarna povrx (u odnosu na taqku p i bazu {e1, e2}) je
preslikavaǌe y : (0, c)× (0, 2π) 7→ M definisano sa

y(r, θ) = expp(r cos θe1 + r sin θe2),

gde disk {r cos θe1 + r sin θe2 | 0 < r < c, 0 ≤ θ ≤ 2π} pripada skupu Op.

Lema 2.14 Neka je Np normalna okolina taqke p ∈ M i neka je q proizvoǉna taqka okoline
Np. Tada postoji taqno jedna geodezijska kriva koja spaja taqke p i q i pripada skupu Np.

Dokaz: Svaka geodezijska kriva brzine jedan qiji je jedan kraj taqka p je r–parametarska
kriva polarne parametrizacije. Poxto je preslikavaǌe expp : Op 7→ Np difeomorfizam,
geodezijska kriva qija je krajǌa taqka q je jedinstvena. ¤

Lema 2.15 Neka je y : (0, c) × (0, 2π) 7→ M geodezijska polarna elementarna povrx (u taqki p
povrxi M). Za koeficijente prve fundamentalne forme elementarne povrxi y va�i

E = 1 i F = 0,

tako da je metrika data sa

ds2 = dr2 + G(r, θ)dθ2.
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Dokaz: Poxto su r–parametarske krive povrxi y geodezijske krive, imamo

E = yr · yr = 1 i yrr = 0.

Xtavixe, va�i

Fr =
∂(yr · yθ)

∂r
= yryθr = yryrθ =

Eθ

2
= 0,

tako da je F jednako konstanti du� svake r–parametarske krive. S druge strane, jednostavno
se pokazuje da va�i F (0, θ) = 0. Na osnovu prethodne dve qiǌenice zakǉuqujemo da je F
identiqki jednako nuli na celom domenu. ¤

Geodezijske krive povrxi M koje polaze iz taqke p ∈M nazivamo radijalne geodezijske
krive povrxi M. Tangentni prostor TpM povrxi M mo�emo razmatrati kao, tako�e,
povrx izometriqnu ravni. Tada je geodezijska kriva povrxi TpM koja polazi iz taqke
0 ∈ TpM radijalna geodezijska kriva. Tako�e, tangentni vektor povrxi TpM u taqki v ∈
TpM (koja je i sama vektor) nazivamo radijalni tangentni vektor, ukoliko je v tangentni
vektor radijalne geodezijske krive. Sliqno, za tangentni vektor povrxi TpM u taqki v ∈
TpM ka�emo da je koradijalni tangentni vektor, ukoliko je on ortogonalan na radijalne
tangentne vektore u taqki v.

Radijalne geodezijske krive povrxi TpM eksponencijalnim preslikavaǌem expp presli-
kavaju se u radijalne geodezijske krive povrxi M, qija je jedna krajǌa taqka p.

Lema 2.16 (Gausova lema) Neka je p taqka povrxi M. Tada va�i

(a) pri eksponencijalnom preslikavaǌu ne meǌa se du�ina radijalnih geodezijskih krivih;

(b) eksponencijalno preslikavaǌe quva ortogonalnost izme�u radijalnih i koradijalnih
tangentnih vektora.

Dokaz: Neka je y geodezijska polarna elementarna povrx (u taqki p povrxi M). Tada su
kompozicijom y◦expp date uobiqajene polarne koordinate. Ako su E, F i G koeficijenti prve
fundamentalne forme elementarne povrxi y, tada je tvr�eǌe (a) preformulacija qiǌenice
da va�i E = 1, dok je tvr�eǌe (b) preformulacija qiǌenice da va�i F = 0 iz leme 2.15. ¤

2.5 Geodezijske krive i unutraxǌe rastojaǌe

Definicija 2.16 Neka je α : (a, b) 7→ M deo po deo diferencijabilna kriva povrxi M i neka
su p, q ∈M ǌene krajǌe taqke. Ka�emo da kriva α minimizuje rastojaǌe izme�u taqaka p i
q, ukoliko su ispuǌena slede�a dva uslova:

(a) ρ(p, q) = l(α), gde je ρ(p, q) unutraxǌe rastojaǌe (vidi definiciju 1.2) izme�u taqaka
p i q, a l(α) du�ina krive α;

(b) svaka druga deo po deo diferencijabilna kriva, qije su krajǌe taqke p i q, predstavǉa
reparametrizaciju krive α.

Teorema 2.8 Za svaku taqku q normalne okoline Np, taqke p ∈M, radijalna geodezijska kriva
koja spaja taqke p i q je jedina kriva koja minimizuje rastojaǌe izme�u tih taqaka.
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Dokaz: Neka je y geodezijska polarna elementaran povrx koja pokriva skup Np. Oznaqimo:
q = y(u0, v0). Radijalna geodezijska kriva γ : [0, u0] 7→ Np koja spaja taqke p i q definisana
je sa

γ(u) = y(u, v0).

Svaka druga kriva α, koja spaja taqke p i q, mo�e biti reparametrizovana tako da joj domen
bude isti segment [0, u0]. Treba pokazati da va�i

l(γ) ≤ l(α). (2.17)

Mo�emo pretpostaviti da kriva α nema samopresek. Razmotrimo prvo sluqaj kada se
kriva α nalazi unutar skupa Np. Poxto kriva α nema samopresek, postoje diferencijabilne
funkcije a1, a2 : [0, u0] 7→ R, takve da va�i

α(t) = y(a1(t), a2(t)).

S obzirom da va�i α(0) = p i α(u0) = q, mo�emo pisati:

a1(0) = 0, a1(u0) = u0, a2(0) = v0 i a2(u0) = v0 + 2nπ, (2.18)

za neki ceo broj n. Za Kristofelove simbole elementarne povrxi y va�i E = 1 i F = 0, pa
brzina krive α zadovoǉava

‖α′‖ =
√

a′21 + Ga′22 ≥ |a′1| ≥ a′1.

Koriste�i jednakosti (2.18), dobijamo

l(α) =
∫ u0

0

√
a′21 + Ga′22 dt ≥

∫ u0

0

a′1dt = a1(u0)− a1(0) = u0. (2.19)

Radijalna geodezijska kriva γ je brzine jedan, odakle sledi

l(γ) =
∫ u0

0

dt = u0.

Koriste�i prethodnu jednakost i nejednakost (2.19), dobijamo nejednakost (2.17).
S druge strane, ako kriva α ne pripada u celosti skupu Np, onda ona mora presecati

krug v 7→ y(u0, v). Prema prethodno dokazanom, deo krive α koji se nalazi unutar kruga je
du�ine ve�e od l(γ), xto znaqi da u ovom sluqaju qak va�i stroga nejednakost l(γ) < l(α).

Naposletku, pretpostavimo da va�i l(γ) = l(α). Kriva α ne preseca krug v 7→ y(u0, v) i
va�i jednakost u nejednakosti (2.19). Dakle, va�i

√
a′21 + Ga′22 = a′1.

Poxto va�i G > 0, iz prethodne jednakosti sledi

a′2 = 0,

to jest va�i a2 ≡ v0, a odatle je

α(t) = y(a1(t), v0),

xto nas dovodi do zakǉuqka da je kriva α reparametrizacija krive γ. ¤
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Lema 2.17 Neka su p i q taqke povrxi M. Pretpostavimo da je kriva α : [a, b] 7→ M najkra�a
od svih krivih povrxi M, definisanih na istom domenu koje zadovoǉavaju uslove α(a) = p i
α(b) = q. Tada je α geodezijska kriva povrxi M.

Dokaz: Pretpostavimo da kriva α nije geodezijska. Tada va�i

l(α) > ρ(p, q).

Poxto α nije geodezijska kriva, postoji vrednost t0 ∈ [a, b], takva da va�i kg(α(t0)) 6= 0.
Kako je geodezijska krivina krive α neprekidna funkcija, ona je razliqita od nule u nekoj
okolini taqke t0, pa, bez gubǉeǌa na opxtosti, mo�emo pretpostaviti da je t0 unutraxǌa
taqka segmenta [a, b]. Postoji realan broj ε > 0, takav da restrikcija krive α na segment
[t0−ε, t0+ε] nije geodezijska kriva povrxiM, ali pripada normalnoj okolini taqke α(t0). Na
osnovu prethodne teoreme, zakǉuqujemo da je du�ina restrikcije krive α na segment [t0, t0+ε]
(l(α|[t0, t0+ε])), strogo ve�a od vrednosti ρ(α(t0), α(t0+ε)). Korix�eǌem nejednakosti trougla
dobijamo

l(α) = l(α|[a, t0]) + l(α|[t0, t0+ε]) + l(α|[t0+ε, b])
> ρ(p, α(t0)) + ρ(α(t0), α(t0 + ε)) + ρ(α(t0 + ε), q) ≥ ρ(p, q).

¤

2.6 Povrx kao metriqki prostor

Teorema 2.9 Neka jeM povrx prostora Rn. Tada je (M, ρ) metriqki prostor, gde je ρ funkcija
unutraxǌeg rastojaǌa povrxi M.

Dokaz: Oqigledno va�i ρ(p, q) = ρ(q, p) i ρ(p, q) ≥ 0, za svake dve taqke p, q ∈M.
Neka je ε > 0 realan broj i neka su α[a, b] 7→ M i β[b, c] 7→ M deo po deo diferencijabilne

krive povrxi M, takve da va�i α(a) = p, α(b) = β(b) = q i β(c) = r. Neka za du�ine krivih
α i β va�i

l(α) < ρ(p, q) +
ε

2
i l(β) < ρ(q, r) +

ε

2
.

Definiximo krivu γ : [a, c] 7→ M, na slede�i naqin

γ(t) =

{
α(t), t ∈ [a, b],

β(t), t ∈ [b, c].

Tada va�i

ρ(p, r) ≤ l(γ) = l(α) + l(β) < ρ(p, q) + ρ(q, r) + ε.

Poxto gorǌa nejednakost va�i za proizvoǉno ε, ovim je dokazana nejednakost trougla.
Da bismo kompletirali dokaz treba jox da doka�emo da va�i

ρ(p, q) = 0 ⇐⇒ p = q. (2.20)
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Pretpostavimo da va�i ρ(p, q) = 0, ali da su p i q razliqite taqke povrxi M. Neka je
Np normalna okolina taqke p. Tada postoji realan broj ε > 0, takav da va�i

{r ∈ Np | ρ(p, r) ≤ ε} ⊆ Np.

Prema definiciji unutraxǌeg rastojaǌa ρ, postoji deo po deo diferencijabilna kriva α :
[a, b] 7→ M za koju va�i α(a) = p i α(b) = q, takva da je ǌena du�ina maǌa od ε. No, kako je
α([a, b]) povezan skup, postoji taqka t0 ∈ (a, b), takva da va�i ρ(p, α(t0)) = ε. Tada, na osnovu
teoreme 2.8, sledi l(α) ≥ ε. Kontradikcija! Ovim je dokazan netrivijalan deo ekvivalencije
(2.20), a time i lema. ¤

Dokaz naredne teoreme mo�e se na�i u [5].

Teorema 2.10 (Hopf5–Rinou6) Neka je M povezana povrx prostora Rn. Slede�i uslovi su
ekvivalentni

(a) (M, ρ) je kompletan metriqki prostor;

(b) povrx M je geodezijski kompletna;

(v) za svaku taqku p ∈M, eksponencijalno preslikavaǌe expp je definisano na celom tan-
gentnom prostoru TpM.

Xtavixe, ukoliko je ispuǌena neka od prethodnih stavki, onda za svake dve taqke p, q ∈ M,
postoji geodezijska kriva γ : [a, b] 7→ M koja zadovoǉava uslove γ(a) = p i γ(b) = q i za koju
va�i

ρ(p, q) = l(γ).

5Heinz Hopf (1894–1971), xvajcarski matematiqar.
6Willi Rinow (1907–1978), nemaqki matematiqar.
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Metode Runge–Kuta

Sistem geodezijskih jednaqina (2.8), u opxtem sluqaju, rexava se primenom neke nu-
meriqke metode. Time se posebno bavimo u okviru glave 5, kada koristimo, takozvane, metode
Runge1–Kuta2. Stoga, ovde dajemo kratak pregled tih metoda.

S obzirom na to da se svaka diferencijalna jednaqina m–tog reda

u(m)(x) = f(x, u, u′, ..., u(m−1)),

smenom uk(x) = u(k)(x) svodi na sistem od m diferencijalnih jednaqina prvog reda

u′k(x) = uk+1(x), k = 0, ..., m− 2,

u′m−1 = f(x, u0, ..., um−1),

dovoǉno je ograniqiti se na rexavaǌe sistema jednaqina prvog reda

u′k(x) = fk(x, u1, ..., um), k = 1, ..., m,

koji mo�emo zapisati u vektorskom obliku

u′(x) = f(x, u(x)), (3.1)

gde je u = (u1, ..., um)T i f = (f1, ..., fm)T . Zadavaǌem m uslova koje rexeǌe treba da zadovo-
ǉava, iz opxteg rexeǌa sistema diferencijalnih jednaqina (3.1) odre�ujemo, takozvano,
partikularno rexeǌe. Ukoliko su svi uslovi zadati u jednoj taqki x0, tada je sistemom
(3.1), dopuǌenim ovim uslovima, definisan problem koji nazivamo poqetni ili Koxijev3

problem. Poqetne uslove uk(x0) = u0,k, k = 1, ..., m, tako�e, zapisujemo u vektorskom obliku

u(x0) = u0, (3.2)

gde je u0 = (u0,1, ..., u0,m).
Kod metoda Runge–Kuta se, na osnovu poznate vrednosti rexeǌa Koxijevog problema u

taqki x, odre�uje vrednost rexeǌa u taqki x + h. Radi jednostavnosti, ilustrujmo ih u
1Carle David Tolme Runge (1856–1927), nemaqki matematiqar.
2Martin Wilhelm Kutta (1867–1944), nemaqki matematiqar.
3Augustin Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematiqar.
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sluqaju jedne diferencijalne jednaqine prvog reda. Dakle, u Koxijevom problemu (3.1),
(3.2), va�i m = 1. Integralimo li jednaqinu (3.1) u granicama od x do x + h, dobijamo
vrednost funkcije u u taqki x + h:

u(x + h) = u(x) +
∫ x+h

x

f(t, u(t))dt. (3.3)

Zamenom integrala na desnoj strani gorǌe jednakosti kvadraturnom formulom, dobijamo

u(x + h) ≈ u(x) + h

n∑

i=1

cif(xi, u(xi)), (3.4)

gde su ci koeficijenti, a xi ∈ (x, x + h) qvorovi kvadraturne formule. Primetimo da se
rezultuju�a funkcija u javǉa kao argument funkcije f , pa u formuli (3.4) figurixu vred-
nosti u(xi) koje nisu poznate. Ako te vrednosti sukcesivno aproksimiramo, koriste�i ve�
odre�ene aproksimacije rexeǌa u prethodnim qvorovima, izraz (3.4) mo�emo zapisati u
slede�em obliku:

u(x + h) ≈ v(x + h) = u(x) +
n∑

i=1

ciki(h), (3.5)

gde je za u = u(x) i xi = x + αih, 0 = α1 ≤ α2 ≤ ... ≤ αn ≤ 1:

k1(h) = hf(x, u),
k2(h) = hf(x + α2h, u + β2,1k1(h)),

...

kn(h) = hf(x + αnh, u + βn,1k1(h) + ... + βn,n−1kn−1(h)).

Razliqitim izborom parametara α2, ..., αn, c1, ..., cn i βi,j , 0 < j < i ≤ n, formulom (3.5) su
definisane razliqite metode tipa Runge–Kuta.

Neka je grexka metode na jednom koraku

ε(h) = u(x + h)− v(x + h). (3.6)

Ukoliko je f dovoǉno glatka funkcija svojih argumenata, tada su k1, ..., kn i ε glatke
funkcije koraka h. Pretpostavimo da va�i

ε(0) = ε′(0) = ... = ε(p)(0) = 0, ε(p+1)(0) 6= 0,

za proizvoǉnu funkciju f .
Na osnovu Tejlorove4 formule, grexka metode na jednom koraku je

ε(h) =
p∑

i=0

ε(i)(0)
i!

hi +
ε(p+1)(θh)
(p + 1)!

hp+1, 0 < θ < 1. (3.7)

(Inaqe, broj p nazivamo red grexke metode).
Analizirajmo neke od mogu�ih izbora parametara formule (3.5) i grexke odgovaraju�ih

metoda.
4Brook Taylor (1685–1731), engleski matematiqar.



35

• n = 1 Na osnovu (3.5) i (3.6), dobijamo

ε(h) = u(x + h)− u(x)− cihf(x, u).

Odatle je

ε′(h) = u′(x + h)− c1f(x, u), ε′′(h) = u′′(x + h).

Poxto je ε(0) = 0 i ε′(0) = (1− c1)f(x, u) = 0, za c1 = 1 i za svaku funkciju f , na osnovu
formule (3.7), dobijamo

u(x + h) = u(x) + hf(x, u) +
u′′(x + θh)

2
h2.

Dakle, formula Runge–Kuta za n = 1 je data sa

v(x + h) = u(x) + hf(x, u(x))

(ǌu jox nazivamo i Ojlerova5 formula).

• n = 2 U ovom sluqaju je grexka metode

ε(h) = u(x + h)− u(x)− c1hf(x, u)− c2hf(x̄, ū),

gde je x̄ = x+α2h i ū = u+β2,1hf . Diferenciraǌem prethodne jednakosti po h dobijamo

ε′(h) = u′(x + h)− c1f(x, u)− c2f(x̄, ū)− c2h(α2fx(x̄, ū) + β2,1fu(x̄, ū)f(x, u)),

ε′′(h) = u′′(x + h)− 2c2(α2fx(x̄, ū) + β2,1fu(x̄, ū)f(x, u))

−c2h(α2
2fxx(x̄, ū) + 2α2β2,1fxu(x̄, ū)f(x, u) + β2

2,1fuu(x̄, ū)f(x, u)2),

ε′′′(h) = u′′′(x + h)− 3c2(α2
2fxx(x̄, ū) + 2α2β2,1fxu(x̄, ū)f(x, u)

+β2
2,1fuu(x̄, ū)f(x, u)2) + O(h).

Poxto iz diferencijalne jednaqine (3.1) sledi

u′ = f, u′′ = fx + fuf, u′′′ = fxx + 2fxuf + fuuf2 + fu(fx + fuf),

zakǉuqujemo da va�i:

ε(0) = 0,

ε(0) = (1− c1 − c2)f(x, u),

ε′′(0) = (1− 2c2α2)fx(x, u) + (1− 2c2β2,1)fu(x, u)f(x, u),

ε′′′(0) = (1− 3c2α
2
2)fxx(x, u) + (2− 6c2α2β2,1)fxu(x, u)f(x, u)

+(1− 3c2β
2
2,1)fuu(x, u)f(x, u)2 + fu(x, u)u′′(x).

Dakle, za svaku (dovoǉno glatku) funkciju f va�i

ε′(0) = 0, ako va�i 1− c1 − c2 = 0, (3.8)
5Leonhard Euler (1707–1783), xvajcarski matematiqar.
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ε′′(0) = 0, ako va�i 1− c2α2 = 0 i 1− 2c2β2,1, (3.9)

te, na osnovu (3.7), za p = 2 dobijamo

u(x + h) = u(x) + c1hf(x, u) + c2h
2f(x + α2h, u + β2,1hf(x, u)) +

ε′′′(θh)
6

h3. (3.10)

Uslovi (3.8) i (3.9) daju tri veze izme�u qetiri parametra, pa jedan od ǌih mo�emo

izabrati proizvoǉno. Ukoliko izaberemo c1 =
1
2
, dobijamo c2 =

1
2
, α2 = 1 i β2,1 = 1, te

zanemarivaǌem grexke u formuli (3.10), dobijamo formulu Runge-Kuta za n = 2:

v(x + h) = u(x) +
h

2
[f(x, u(x)) + f(x + h, u(x) + hf(x, u(x)))], (3.11)

qija je grexka reda O(h3).

Sliqno, za c1 = 0, dobijamo c2 = 1, α2 =
1
2
i β2,1 =

1
2
, xto implicira formulu

v(x + h) = u(x) + hf(x +
h

2
, u(x) +

h

2
f(x, u(x))), (3.12)

koja je iste taqnosti kao i prethodna. Formulom (3.11) je pribli�no rexeǌe Koxijevog
problema odre�eno aproksimacijom integrala u izrazu (3.3) trapeznom kvadraturnom
formulom, a formulom (3.12) pravilom pravougaonika. Primetimo jox da se slobodan
parametar ne mo�e izabrati tako da za svaku funkciju f va�i ε′′′(0) = 0, to jest da je
grexka na jednom koraku reda O(h4).

• n = 3 Sliqnom analizom kao u prethodnim sluqajevima dobijamo uslove koje nepo-
znati parametri moraju zadovoǉavati:

α2 = β2,1, α3 = β3,1 + β3,2, α3(α3 − α2)− β3,2α2(2− 3α2) = 0,

c3β3,3α2 =
1
6
, c2α2 + c3α3 =

1
2
, c1 + c2 + c3 = 1.

Poxto za osam nepoznatih parametara imamo xest veza, dva od ǌih mo�emo odabrati
proiozvoǉno. Najqex�e korix�ena formula (koja je taqnosti O(h4) na jednom koraku)
je

k1(h) = hf(x, u),

k2(h) = hf(x +
h

2
, u +

k1

2
),

k3(h) = hf(x + h, u− k1 + 2k2),

v(x + h) = u(x) +
1
6
(k1 + 4k2 + k3).

• n = 4 U ovom sluqaju mogu�e je izvesti formulu najvixe reda qetiri (to jest sa
grexkom O(h5) na jednom koraku). Najqex�e korix�ena takva formula je:
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k1(h) = hf(x, u),

k2(h) = hf(x +
h

2
, u +

k1

2
),

k3(h) = hf(x +
h

2
, u +

k2

2
),

k4(h) = hf(x + h, u + k3),

v(x + h) = u(x) +
1
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4).

Napomena 3.1 Qesto se pod terminom ”metoda Runge–Kuta” (bez navo�eǌa vrednosti parame-
tra n), podrazumevaju posledǌe napisane formule.

U sluqaju sistema diferencijalnih jednaqina, formule Runge–Kuta ostaju iste, s tim
xto su tada u, v, f i ki, i = 1, ..., n vektorske veliqine.





Glava 4

Geodezijski poliedri i mre�e

Ovo je prva od dve glave posve�ene originalnim rezultatima. Oni su zasnovani na
rezultatima postignutim u okviru diskretne geometrije sa kojima se prepli�u u prva dva
poglavǉa. Tre�e, qetvrto i peto poglavǉe posve�eni su problemu generisaǌa diskretnih
povrxi geodezijskim krivim, odre�ivaǌu ǌihovih osobina i naqina za ǌihovo dobijaǌe.

4.1 Osnovne definicije

Definicija 4.1 Graf je ure�ena trojka G = (V (G), E(G), ψG) koja se sastoji od nepraznog
skupa V = V (G), qiji su elementi vrhovi (temena, qvorovi) grafa G, skupa E = E(G), qiji su
elementi grane (linije) grafa G i funkcije incidencije ψG, koja svakoj grani pridru�uje
neure�eni par (neobavezno razliqitih) vrhova. Ako je e ∈ E(G) i u, v ∈ V (G) tako da va�i
ψG(e) = uv, ka�emo da grana e spaja vrhove u i v i da su vrhovi u i v krajevi grane e. Krajevi
neke grane su incidentni sa ǌom i nazivamo ih susednim vrhovima. Sliqno, grane koje imaju
jedan zajedniqki vrh su tako�e susedne. Uobiqajene oznake su: ν = ν(G) – broj vrhova grafa G,
ε = ε(G) – broj grana grafa G.
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Slika 4.1 Poli–graf.

Za budu�a razmatraǌa je posebno interesantna klasa ravanskih grafova koje �emo zvati
poli–grafovi. To su grafovi qije ivice ograniqavaju najvixe prebrojiv skup prostih
poligona (vidi sliku 4.1).

Definicija 4.2 Diskretna mre�a prostora R3 je preslikavaǌe F : G 7→ R3, gde je G neki
poli–graf.

Slike vrhova i grana poli–grafa G pri preslikavaǌu F , zva�emo redom temena i ivice
diskretne mre�e.

Svaki ravanski graf deli ravan kojoj pripada na odre�eni broj otvorenih oblasti (koje
nazivamo strane grafa) od kojih je taqno jedna neograniqena. Tu stranu nazivamo spoǉa-
xǌa strana. Grane i vrhovi grafa koji pripadaju rubu spoǉaxǌe strane su redom spoǉa-
xǌe grane i spoǉaxǌi vrhovi grafa, dok su ostale grane i vrhovi unutraxǌi. Za teme
diskretne mre�e ka�emo da je unutraxǌe ako je ono slika unutraxǌeg vrha odgovaraju�eg
grafa i sliqno u ostalim sluqajevima.

Intuitivno, poli–graf, tako�e, mo�emo shvatiti kao jednu mre�u u ravni, dok je di-
skretna mre�a nexto xto se dobija kada se taj graf deformixe u prostoru. Primetimo da
tom prilikom mogu nastati razliqiti sluqajevi kao na primer: slika ruba strane grafa se
ne mora nalaziti u jednoj ravni, mogu�a su samopresecaǌa ivica mre�e, slika ruba jedne
strane grafa mo�e se (delom) poklopiti sa slikom ruba neke druge strane i sliqno. Kako
bismo izbegli te anomalije, definisa�emo specijalne diskretne povrxi–poliedre.

Definicija 4.3 Poliedar P je (povezana) povrx prostora R3 koju qini najvixe prebrojiv
skup F ravanskih trouglova koje �emo zvati strane poliedra, takva da va�i

(a) svaka taqka p ∈ P pripada unutraxǌosti taqno jednog trougla f ∈ F ;

(b) svaka taqka p ∈ P ima okolinu koja preseca konaqno mnogo trouglova f ∈ F ;

(v) presek dva razliqita trougla f , g ∈ F je ili prazan ili se sastoji od jednog zajedniqkog
temena ili jedne zajedniqke strane.

(g) ivica nekog trougla je incidentna sa jox najvixe jednim trouglom.

Jasno je da su temena i ivice strana poliedra, ujedno temena i ivice samog poliedra.

Napomena 4.1 Primetimo da gorǌa definicija obuhvata i neke diskretne povrxi qije stra-
ne nisu trouglovi. Na primer, kocka je poliedar, jer se svaka ǌena strana mo�e dijagonalom
podeliti na dva trougla. Stoga �e, nadaǉe, svaka dva trougla koja pripadaju istoj ravni i
imaju jednu zajedniqku ivicu qiniti jednu stranu poliedra.

Definicija 4.4 Za poliedar ka�emo da je ograniqen, ukoliko postoji kugla B(0, r) ⊂ R3 koja
ga sadr�i.

Definicija 4.5 Zatvoren poliedar je onaj qija je svaka ivica incidentna sa dvema strana-
ma. Granica poliedra je skup svih ivica incidentnih sa jednom stranom. Temena poliedra
koja pripadaju ǌegovoj granici zovemo graniqna temena, dok su sva ostala temena unutraxǌa.

Definicija 4.6 Valencija (stepen) temena diskretne mre�e ili poliedra je broj ivica in-
cidentnih sa tim temenom. Ukoliko su sva unutraxǌa temana iste valencije k, za diskretnu
mre�u (poliedar) ka�emo da je k–valentna.

Ubudu�e �emo podrazumevati da je na svakoj strani poliedra definisana euklidska
metrika.
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Definicija 4.7 Neka je α : (a, b) 7→ P kriva koja je rektifabilna na svakoj strani poliedra.
Tada je du�ina krive α data sa

l(α) =
∑

f∈F
l(α|f ).

Definicija 4.8 Neka je v ∈ P, teme poliedra P i neka je {f1, f2, ..., fn}, skup svih stra-
na incidentnih sa temenom v. Tada taj skup oznaqavamo sa z(v) i zovemo zvezda temena v.
Sliqno, skup svih strana incidentnih sa ivicom vw, poliedra P (a takvih je najvixe dve),
oznaqavamo sa z(vw) i zovemo zvezda strane vw.

Definicija 4.9 Povrxina poliedra P data je sa

P (P) =
∑

f i∈F
P (f i),

gde je F skup ǌegovih strana.

Svaki zatvoreni ograniqeni poliedar deli prostor R3 na dve otvorene oblasti od kojih
je jedna neograniqena i ǌu �emo zvati spoǉaxǌost, a druga ograniqena (unutraxǌost).
Daǉe, svaki zatvorni poliedar mo�emo translirati tako da koordinatni poqetak pripada
ǌegovoj unutraxǌosti. U tom sluqaju, nije texko pokazati da slede�a definicija ne zavisi
od polo�aja koordinatnog poqetka u unutraxǌosti poliedra.

Definicija 4.10 Zapremina orijentisanog zatvorenog poliedra P data je sa

V (P) =
1
6

∑

f i(u,v,w)∈P
[u, v, w].

gde je f i(u, v, w) strana sa temenima u, v i w.

Oqigledno je zapremina poliedra jednaka sumi zapreminá konusa nad ǌegovim stranama.

Definicija 4.11 Totalni ugao temena v, poliedra P, dat je sa

θ(v) =
∑

f i∈z(v)

θf i
(v),

gde je θf i
(v) unutraxǌi ugao kod temena v strane f i.

Unutraxǌa taqka p strane poliedra, kao i taqka iz unutraxǌosti ǌegove ivice, imaju
okolinu izometriqnu ravni, pa u tim sluqajevima definixemo θ(p) = 2π.

Sve taqke poliedra mogu biti klasifikovane prema tome na koji naqin ǌihov totalni
ugao odstupa od punog ugla.

Definicija 4.12 Za taqku p poliedra P ka�emo da je eliptiqka, paraboliqka, odnosno
hiperboliqka, prema tome da li je vrednost 2π − θ(p), maǌa, jednaka, odnosno ve�a od nule.
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? ? ?

Slika 4.2 Eliptiqko, paraboliqko i hiperboliqko teme poliedra.

Oqigledno su sve taqke poliedra, razliqite od temena, paraboliqke. Okolina temena
je izometriqna sa (jednostrukim ili vixestrukim) pokrivaǌem dela ravni, kao xto je to
prikazano na slici 4.2, u sluqaju tri tipa temena.

Okolina svake taqke poliedra, razliqite od temena, izometriqna je delu ravni, pa je zato
Gausova krivina u takvoj taqki jednaka nuli, dok Gausovu krivinu svakog temena zatvorenog
poliedra definixemo na sede�i naqin:

Definicija 4.13 Gausova krivina u temenu v, zatvorenog poliedra P, data je sa

K(v) = 2π − θ(v) (4.1)

= 2π −
∑

f i∈z(v)

θf i
(v). (4.2)

Totalna Gausova krivina K(P) poliedra P jednaka je sumi Gausovih krivina u svim ǌegovim
temenima.

Neposredna posledica prethodne definicije je da je Gausova krivina u eliptiqkim teme-
nima pozitivna, u paraboliqkim jednaka nuli, a u hiperboliqkim negativna.

Napomena 4.2 Definicija 4.13 va�i i za svako unutraxǌe teme proizvoǉnog poliedra. Po-
stoje razliqite definicije Gausove krivine u graniqnim temenima poliedra: autori u [14] i
[15] definixu K(v) = π − θ(v), ako je v graniqno teme; dok u [1], autori Gausovom krivinom
graniqnog temena nazivaju razliku izme�u totalnih uglova tog temena, ukoliko je posmatrani
poliedar deo nekog ve�eg poliedra. Mi se, ovde, na tome ne�emo du�e zadr�avati.

4.2 Diskretne geodezijske krive

Geodezijske krive glatkih povrxi karakterixu dva svojstva: one su lokalno najkra�e
(lema 2.17) i ,,najpravije” (u nekom smislu najmaǌe odstupaju od prave linije) krive. Geode-
zijske krive diskretnih povrxi se bitno razlikuju u tom pogledu, jer one, u opxtem sluqaju,
ne mogu posedovati obe gore navedene osobine.
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Geodezijske krive grafova, poliedara i opxtijih diskretnih povrxi su izuqavali mnogi
matematiqari (vidi [1], [13], [14], [15]).

U nekim radovima geodezijska kriva diskretne povrxi definisana je kao lokalno naj-
kra�a kriva (to jest kriva koja, lokalno posmatrano, predstavǉa najkra�e rastojaǌe izme�u
dve taqke koje joj pripadaju). No, taj pristup ima jedan krupan nedostatak: lokalno najkra�u
krivu nemogu�e je produ�iti preko eliptiqkog temena i nemogu�e jedinstveno produ�iti
preko hiperboliqkog temena poliedra. Naime, neka je v eliptiqko teme poliedra P i neka
najkra�a geodezijska kriva polazi iz taqke p ∈ f ∈ z(v), prolazi kroz taqku v i zatim
produ�ava do neke taqke q. Tada se dokazuje da za svaku taqku q ∈ P, postoji kra�a kriva
koja pripada poliedru P i spaja taqke p i q. Sliqno, postoji beskonaqno mnogo produ�eǌa
najkra�e geodezijske krive preko hiperboliqkog temena poliedra, tako da su sva ona korektna
u smislu da predstavǉaju najkra�e unutraxǌe rastojaǌe izme�u poqetne i krajǌe taqke
krive.

U radu [13], razmatraju se, takozvane, kvazigeodezijske krive koje su lokalno najkra�e
i jedinstveno produ�ive preko hiperboliqkih, ali i daǉe neprodu�ive preko eliptiqkih
temena poliedra. Mi �emo se, od dva svojstva geodezijskih krivih glatkih povrxi, opre-
deliti za svojstvo ,,najpravije” krive i kao takve definisati diskretne geodezijske krive.

Definicija 4.14 Neka je P poliedar i γ : (a, b) 7→ P kriva. Tada je γ najpravija geodezij-
ska kriva poliedra P, ukoliko su za svaku taqku p ∈ γ(a, b) levi i desni ugao krive γ, u
taqki p, me�usobno jednaki (slika 4.3).

θl

λ2

θd

δ2

λ1

δ2

λ1
δ1

λ2

δ3

ª δ1

Slika 4.3 Levi θl =
∑

λi i desni θd =
∑

δj ugao krive. Ukoliko u svakoj taqki krive va�i
θl = θd, onda je kriva geodezijska.

Teorema 4.1 Ako je vp poliedralni tangentni vektor u taqki p ∈ P, onda postoji jedinstvena
najpravija geodezijska kriva γ, za koju va�i

{
γ(0) = p,

γ′(0) = vp.
(4.3)

Takva geodezijska kriva mo�e se produ�iti do granice poliedra.

Dokaz: Neka je f strana poliedra P koja sadr�i taqku p i za dovoǉno mali realan broj
ε > 0, du� γ(t) = p+tv, t ∈ [0, ε). Kriva γ je najpravija geodezijska kriva i rexeǌe Koxijevog
problema (4.3). Krivu γ mo�emo, na jedinstven naqin, produ�iti preko ivice ili temena
poliedra P, u skladu sa definicijom 4.14, qime je teorema dokazana. ¤
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Lema 4.1 Neka je P poliedar, tada va�i:

(a) geodezijska kriva je istovremeno najpravija i najkra�a ako ne sadr�i teme poliedra;

(b) lokalno najkra�a geodezijska kriva koja sadr�i eliptiqko teme nije i globalno naj-
kra�a;

(v) postoji familija najkra�ih geodezijskih krivih γθ, koje sadr�e hiperboliqko teme po-
liedra i koje pedstavǉaju rexeǌe Koxijevog problema (4.3). Taqno jedna od ǌih je i naj-
pravija.

Dokaz: (a) Dve strane, incidentne sa istom ivicom poliedra, izomorfne su delu ravni
(to jest jedna od ǌih mo�e se zarotirati oko zajedniqke ivice tako da se preslika u ra-
van druge). Tada je jasno da geodezijska kriva koja pripada tim stranama, nakon izvedene
rotacije postaje du� odakle sledi da je ona najpravija (u smislu definicije) i najkra�a
(to jest predstavǉa najkra�e rastojaǌe izme�u svojih krajǌih taqaka).

(b) Neka je γ najkra�a geodezijska kriva koja sadr�i eliptiqko teme v i spaja taqke p
i q, susednih strana poliedra P (slika 4.4 (a)). Tada je konveksan ugao krive γ u taqki v

jednak
θ

2
= π − K(v)

2
< π i ukoliko jednu od dve susedne strane zarotiramo oko zajedniqke

ivice tako da se preslika u ravan druge, zakǉuqujemo da postoji kriva kra�a od γ, koja
spaja taqke p i q.

γ

q

q

v

p

v

p

γ

Slika 4.4 (a) Lokalno najkra�a kriva nije i globalno najkra�a u sluqaju eliptiqkog
temena poliedra. (b) Produ�eǌa lokalno najkra�e krive preko hiperboliqkog temena

poliedra.

(v) Neka je γ0 jedinstvena najpravija geodezijska kriva koja sadr�i hiperboliqko teme
i spaja taqke p i q, susednih strana f1 i f2, poliedra P (takva kriva postoji, na osnovu

teoreme 4.1) (slika 4.4. (b)). Tada je ugao krive γ u taqki v jednak
θ

2
= π − K(v)

2
> π

i ukoliko ponovo izvrximo rotaciju jedne od susednih strana (u ovom sluqaju one �e se
(delimiqno) poklopiti), zakǉuqujemo da postoji beskonaqno mnogo najkra�ih geodezijskih
krivih koje se na strani f1 poklapaju sa γ0 i zatim produ�avaju du� strane f2. Naime,
dovoǉno je da zadovoǉavaju uslov da je suma dva ugla krive kod temena v ve�a od 2π. ¤

Kao i u sluqaju Gausove krivine, diskretna geodezijska krivina je ekvivalent geodezijske
krivine u sluqaju glatkih povrxi.

Definicija 4.15 Neka je α : (a, b) 7→ P poliedralna kriva, θ(v) totalni ugao kod temena v i
ϕ jedan od dva ugla krive α u taqki v. Tada je diskretna geodezijska krivina kg, krive α u
taqki v, data sa
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kg =
2π

θ

(
θ

2
− ϕ

)
.

Ako odaberemo drugi ugao krive α u taqki v, ϕ′ = θ − ϕ, geodezijska krivina meǌa znak.

ϕ
..................

θ

2
− ϕ

θ

2

Slika 4.5 Geodezijska krivina poliedralne krive.

Lema 4.2 Poliedralna kriva γ : (a, b) 7→ P je najpravija geodezijska kriva ako i samo ako je
geodezijska krivina jednaka nuli u svakoj taqki te krive.

4.3 Geodezijski poliedri

U ovom poglavǉu, nax zadatak je da definixemo specijalnu klasu poliedara, za qije
svako unutraxǌe teme postoji geodezijska kriva koja sadr�i dve ivice incidentne sa tim
temenom.

Predmet naxeg daǉeg razmatraǌa su poliedri qije je svako unutraxǌe teme parne va-
lencije.

Definicija 4.16 Neka je v ∈ P teme poliedra koje je valencije 2k. Tada ivice incidentne sa
temenom v mo�emo oznaqiti sa ei, i = 1, 2, ..., 2k, gde su ivice ei i ei+1, za i = 1, 2, ..., 2k− 1, i
e1 i e2k incidentne sa zajedniqkom stranom. Svaki takav par ivica nazivamo susedne ivice.
Ivice ei i ek+i, za i = 1, 2, ..., k, su suprotne. Susedne strane su strane koje imaju zajedniqku
ivicu, dok su svake dve susedne ivice i ǌima suprotne ivice incidentne sa parom suprotnih
strana. Suprotni uglovi su uglovi kod temena v suprotnih strana poliedra.
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e4

e2

e1

e3

Slika 4.6 Ivice, uglovi i strane kod temena v valencije qetiri.

Definicija 4.17 Levi i desni ugao izme�u dve ivice incidentne sa istim temenom v polie-
dra, jednaki su levom i desnom uglu u taqki v, krive koja sadr�i te ivice.

Na osnovu definicije 4.14, poliedralna kriva je geodezijska, ukoliko su levi i desni ugao
me�usobno jednaki u svakoj taqki krive. To nas motivixe da uvedemo slede�u definiciju.

Definicija 4.18 Geodezijski ili G–poliedar je poliedar kod kojeg su levi i desni ugao
izme�u svake dve suprotne ivice jednaki.

Par suprotnih ivica G–poliedra odre�uje geodezijsku krivu. Slede�a osobina daje jox
bli�u sliku o G–poliedrima.

Osobina 4.1 Suprotni uglovi G–poliedra su me�usobno jednaki.

Dokaz: Neka su ei, i = 1, 2, ..., 2k, ivice incidentne sa proizvoǉnim unutraxǌim temenom
G–poliedra. Oznaqimo uglove izme�u ǌih sa

](e1, e2) = α1, ](e2, e3) = α2, ..., ](e2k, e1) = α2k.

Tada, iz uslova da eiek+i za i = 1, 2, ..., k, predstavǉa geodezijsku krivu, sledi

α1 + ... + αk = αk+1 + α2k,

αi + ... + αk+i−1 = (α1 + ... + αi−1) + (αk+i + ... + α2k), i = 2, 3, ..., k.

Posledica gorǌih jednakosti je αi = αk+i za i = 1, 2, ..., k. ¤

Osobina 4.2 Za svako teme valencije 2k, G–poliedra, postoji 2k geodezijskih krivih, koje po-
laze iz tog temena i sadr�i samo ivice poliedra (to jest ne presecaju unutraxǌost nijedne
strane).

Dokaz: Neka je v unutraxǌe teme G–poliedra, tada je proizvoǉna ǌemu incidentna ivica
geodezijska kriva koja se mo�e produ�iti tako da sadr�i ivicu suprotnu prethodnoj i tako
daǉe. ¤

Jasno je da totalni ugao razliqitih temena G–poliedra ne mora biti isti, niti da ǌegove
ivice moraju biti jednake. Ipak, neke jednostavne primere takvih poliedara mo�emo dobiti
nametaǌem nekog od ta dva uslova.
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Primer 4.1 Jednostavan primer G–poliedra je oktaedar. ¥

Slika 4.7 Oktaedar.

Primer 4.2 Konstruiximo 4–valentan G–poliedar qije su strane qetvorouglovi i qije su
sve ivice me�usobno jednake. Kombinacija prethodnih uslova implicira da svaka strana
poliedra mora biti romb. Jednostavnosti radi, neka su sve strane podudarne rombu qiji je
jedan ugao jednak α 6= π

2
. Tada su svi uglovi kod jednog unutraxǌeg temena jednaki α, a kod

ǌemu susednih unutraxǌih temena π−α. Dakle, totalni uglovi unutraxǌih temena jednaki
su 4α, odnosno 4(π − α), pa je Gausova krivina u jednom sluqaju jednaka K(θ′) = 2(π − 2α), a
u drugom K(θ′′) = 2(2α− π). Primetimo da je, od svaka dva susedna unutraxǌa temena, jedno
eliptiqko, a drugo hiperboliqko. Ukoliko su skupovi eliptiqkih i hiperboliqkih temena
iste kardinalnosti n, onda je totalna Gausova krivina jednaka

K = n(2(π − 2α) + 2(2α− π)) = 0.

¥

Slika 4.8 4–valentan G–poliedar.

Primer 4.3 Slika 4.9 ilustruje 6–valentan G–poliedar qije su strane jednakokraki
pravougli trouglovi. Totalni ugao jedinog unutraxǌeg temena jednak je 3π, kolika je i
totalna Gausova krivina. ¥
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Slika 4.9 6–valentan G–poliedar.

Primer 4.4 Analogno definiciji 2.8, mo�emo definisati rotacione povrxi u diskretnom
sluqaju.

Definicija 4.19 Neka je s prava ravni σ ∈ R3 i S konaqan skup taqaka ravni σ, takav da
se sve taqke skupa S nalaze sa iste strane prave s ili joj eventualno pripadaju. Za svaku
taqku p ∈ S uoqimo zatvoren (mo�e biti nepravilan, ali takav da se oko ǌega mo�e opisati
krug) poligon koji sadr�i taqku p, nalazi se u ravni ortogonalnoj na pravu s i qiji centar
opisanog kruga pripada pravoj s. I neka su svi poligoni, pridru�eni taqkama skupa S, slike
jedni drugih u homotetijama qiji centri pripadaju pravoj s. Spajaǌem odgovaraju�ih temena
susednih poligona dobijamo diskretnu rotacionu povrx.

Slika 4.10 Diskretna rotaciona povrx.

Na slici 4.11 predstavǉen je rotacioni G–poliedar. Svi uglovi kod proizvoǉnog unutra-
xǌeg temena su jednaki, pa su i totalni uglovi θi, i = 1, ..., 4, svakog unutraxǌeg temena jed-
naki. Ukoliko bismo �eleli da produ�imo rotacioni G–poliedar, dodavaǌem novih strana
incidentnih sa graniqnim ivicama, uoqili bismo da su i totalni uglovi novih unutraxǌih
temena me�usobno jednaki i iznose 4π − θi i tako redom. ¥
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Slika 4.11 Rotacioni G–poliedar.

4.4 Osobine i generisaǌe geodezijskih mre�a

U primerima 4.1–4.4 prezentovali smo jednostavne G–poliedre koje smo konstruisali
koriste�i ǌihova osnovna svojstva. Pitaǌe koje se prirodno postavǉa je: ,,Postoji li
metoda kojom bi mogli odrediti komplikovanije G–poliedre?” Tako�e, postojaǌe strana
(poliedra) predstavǉa limitiraju�i faktor pri pokuxaju odre�ivaǌa algoritma za ǌihovo
generisaǌe. Stoga geodezijske mre�e mogu biti interesantnije za izuqavaǌe (sastoje se samo
od temena i ivica).

Definicija 4.20 Diskretnu mre�u qije je svako unutraxǌe teme parne valencije i kod ko-
jeg je svaki ugao izme�u dve susedne ivice jednak uglu izme�u ǌima suprotnih ivica nazivamo
geodezijska ili G–mre�a.

Naredna osobina je direktna posledica prethodne definicije.

Osobina 4.3 Slika G–mre�e pri proizvoǉnom konformnom preslikavaǌu prostora R3 je
G–mre�a.

Nadaǉe se usredsre�ujemo na 4–valentne G–mre�e (to jest one kod kojih su sva unutraxǌa
temena valencije qetiri). Svi naredni rezultati jednostavno se uopxtavaju na proizvoǉne
G–mre�e.

Osobina 4.4 Ako je p teme 4–valentne geodezijske mre�e, a a, b, c i d ǌemu susedna temena,
takva da su a i c incidentna sa suprotnim ivicama, tada va�i:

(
pa

| pa | +
pc

| pc |
)
·
(

pd

| pd | −
pb

| pb |
)

= 0, (4.4)

odnosno
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(
pb

| pb | +
pd

| pd |
)
·
(

pc

| pc | −
pa

| pa |
)

= 0.

Dokaz: Poxto su svi vektori u jednakosti (4.4) jediniqni, dovoǉno je razmotriti sluqaj
kada su sve ivice incidentne sa temenom p du�ine jedan. Tada va�i

(pa + pc) · (pd− pb) = pa · pd + pc · pd− pa · pb− pc · pb (4.5)
= cos(]apd) + cos(]cpd)− cos(]apb)− cos(]cpb) = 0. (4.6)

Druga jednakost se dokazuje istim postupkom. ¤

Osobina 4.5 Ako je p teme 4–valentne geodezijske mre�e, a a, b, c i d poluprave koje sadr�e
ivice incidentne sa tim temenom, takve da a i c sadr�e suprotne ivice, tada uglovi odre-
�eni polupravama a i c, odnosno b i d imaju zajedniqku simetralu.

Dokaz: Ukoliko je ugao izme�u nekog para suprotnih ivica jednak π, tvr�eǌe sledi trivi-
jalno, pa pretpostavimo da to ne va�i.

ac

b

d s

Slika 4.12 Zajedniqka simetrala polupravih odre�enih suprotnim ivicama 4–valentne
G–mre�e.

Neka je s simetrala ugla odre�enog polupravama a i c. Tada je vektor prave s, na osnovu
osobine 4.4, ortogonalan na razliku jediniqnih vektora odre�enih polupravama b i d. No, i
vektor simetrale ugla odre�enog polupravama b i d je tako�e ortogonalan na istu razliku.
Uz to, obe simetrale sadr�e taqku p, pa se one poklapaju. ¤

Temena diskretne qetvorovalentne mre�e najqex�e �emo oznaqavati sa pi,j , i, j = 0, 1, ...,
i smatrati da su temena pi−1,j , pi+1,j , pi,j−1, pi,j+1 susedna temenu pi,j, pri qemu su prvi i
drugi par incidentni sa suprotnim ivicama. Koriste�i osobinu 4.5, mo�emo dati jednosta-
van algoritam kojim se generixu G–mre�e. Naime, za data temena pi,j−1, pi−1,j , pi+1,j i pi,j

razlikujemo dva sluqaja:

1. Ugao ]pi−1,jpi,jpi+1,j je jednak π. Tada je preostalo teme pi,j+1 (koje je suprotno temenu
pi,j−1), do na du�inu ivice pi,jpi,j+1, odre�eno iz uslova da pripada polupravoj sime-
triqnoj polupravi pi,jpi,j−1 u odnosu na taqku pi,j.
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2. Ugao ]pi−1,jpi,jpi+1,j je razliqit od π. Tada je preostalo teme pi,j+1, do na du�inu ivice
pi,jpi,j+1, odre�eno iz uslova da pripada polupravoj simetriqnoj polupravi pi,jpi,j−1 u
odnosu na simetralu ugla ]pi−1,jpi,jpi+1,j.

pi,j

pi,j−1

pi−1,j

pi,j+1

pi+1,j

Slika 4.13 Temena qetvorovalentne mre�e.

Primer 4.5 Na slici 4.14 (a) je dat deo neke geodezijske mre�e. Koriste�i prethodni
algoritam, ǌu mo�emo produ�iti do mre�e na slici 4.14 (b) i tako redom. ¥

Slika 4.14 (a) Deo G–mre�e. (b) Produ�eǌe G–mre�e.

4.5 Proces geodezacije

Razmotrimo problem dobijaǌa geodezijske mre�e od proizvoǉne diskretne mre�e qija
su unutraxǌa temena parne valencije. U tu svrhu napravimo jedan izlet u teoriju mini-
mizacije diferencijabilnih funkcija.

U sluqaju da je f : Rn 7→ R diferencijabilna funkcija, uoqimo niz {xk}, k = 0, 1, ...,
taqaka prostora Rn koji je generisan rekurentnom formulom xk+1 = xk + hksk, k = 0, 1, ...,
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pri qemu je sk vektor koji odre�uje smer kojim se iz taqke xk ide u slede�u taqku niza, dok
se pozitivan broj hk naziva korak (k + 1) iteracije. U zavisnosti od naqina izbora vektora
sk i koraka hk, razlikujemo metode minimizacije funkcije f . Sve one zadovoǉavaju uslov

∇f(xk) · sk ≤ −ρ||∇f(xk)||||sk||, ρ > 0,

koji garantuje opadaǌe funkcije f s prelaskom iz taqke xk u taqku xk+1.
Opxti algoritam ovih metoda je:

Korak 1. Proizvoǉno odabrati poqetnu taqku x0 ∈ Rn. Potaviti k = 0.

Korak 2. Izraqunati ∇f(xk). Ukoliko va�i ∇f(xk) = 0, iteracija je zavrxena. Inaqe, i�i
na korak 3.

Korak 3. Odrediti vektor sk.

Korak 4. Odrediti korak hk. Na primer, kao broj u kojem se dosti�e minimum funkcije
f(xk + hsk) na skupu h ≥ 0. Ipak, qesto se, radi jednostavnosti, u svakoj iteraciji
koristi isti (dovoǉno mali) korak.

Korak 5. Zameniti taqku xk taqkom xk+1 = xk + hksk, a k sa k + 1 i i�i na korak 2.

Najva�nija svojstva metoda minimizacije diferencijabilnih funkcija data su slede�om
teoremom.

Teorema 4.2 Pretpostavimo da je funkcija f neprekidno diferencijabilna na Rn i da me-
toda generixe niz {xk}. Tada va�i:

(a) niz f(xk) je opadaju�i;

(b) za neku vrednost m je ispuǌeno ∇f(xm) = 0 ili svaka taqka nagomilavaǌa x̃ zado-
voǉava uslov ∇f(x̃) = 0;

(v) ako je funkcija f konveksna, svaka taqka nagomilavaǌa x̃ niza {xk} je taqka minimuma
funkcije f ;

(g) ako je funkcija f strogo konveksna, niz {xk} konvergira ka jedinstvenoj taqki mini-
muma funkcije f .

Dokaz:

(a) Koriste�i Lagran�ovu teoremu o sredǌoj vrednosti dobijamo:

f(xk + hsk) = f(xk) + h∇f(ξk) · sk,

za neku vrednost ξk = xk + αhsk, α ∈ (0, 1], h > 0. Zbog neprekidnosti gradijenta i
skalarnog proizvoda, za dovoǉno malo δ, va�i

f(xk + hsk) ≤ f(xk)− h

2
ρ||∇f(xk)||‖sk‖, 0 < h ≤ δ.

Ako va�i ∇f(xk) 6= 0, iz gorǌeg sledi f(xk + hsk) < f(xk), za 0 < h ≤ δ, xto implicira
f(xk+1) = f(xk + hksk) < f(xk).
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(b) Pretpostavimo da metoda generixe beskonaqan niz {xk} koji ima podniz {xk}, k ∈ K ⊂
N koji konvergira taqki x̃. Ne umaǌuju�i opxtost, mo�emo pretpostaviti da va�i
‖sk‖ = 1. Neka je, suprotno tvr�eǌu, ∇f(x̃) 6= 0. Oznaqimo sa s taqku nagomilavaǌa
niza {sk} kojoj konvergira neki ǌegov podniz {sk}, k ∈ K1 ⊂ K. Zbog neprekidnosti
gradijenta i skalarnog proizvoda va�i ∇f(xk) · sk → ∇f(x̃) · s kada k ∈ K1, k → ∞.
Zbog naqina izbora vektora sk, va�i i ∇f(x̃) · s ≤ ρ‖∇f(x̃)‖ ≤ 0. Kako su gradijenti
neprekidni, postoji ε > 0, takvo da za sve taqke x koje zadovoǉavaju ‖x− x̃‖ < ε i svako
dovoǉno veliko k ∈ K1, va�i

∇f(x) · sk ≤ −ρ

2
‖∇f(x̃)‖ < 0.

Specijalno, za taqku xkn , kn ∈ K1 koja zadovoǉava ‖xkn − x̃‖ <
ε

2
, imamo

f(xkn +
ε

2
skn)− f(xkn) =

ε

2
≤ ε

2
< ∇f(xkn + α

ε

2
skn) < −ρ

2
‖∇f(x̃)‖ε

2
,

za neko α ∈ (0, 1). Tim pre va�i i

f(xkn+1)− f(xkn) ≤ f(xkn+1)− f(xkn) ≤ −ρε

4
‖∇f(x̃)‖,

odakle, sabiraǌem po n, zakǉuqujemo da funkcija f nije ograniqena na kompaktnom
skupu. Kontradikcija!

(v) Ako je f konveksna funkcija, na osnovu prethodnog, sledi da je svaka taqka nagomila-
vaǌa x̃ stacionarna taqka, pa je ona i taqka minimuma funkcije f .

(g) Ako je f strogo konveksna funkcija, svaki podniz {xk}, k ∈ K ⊂ N iz dokaza sluqaja (b)
konvergira jedinstvenoj taqki minimuma, pa i ceo niz konvergira istoj taqki. ¤

Izborom vektora sk = −∇f(xk), dobijamo metodu najbr�eg spuxtaǌa ili gradijentnu
metodu, koju nadaǉe koristimo.

Neka je S diskretna qetvorovalentna mre�a i neka je M0 skup ǌenih unutraxǌih temena
koja �emo oznaqiti sa pi,j , i = 1, ..., m, j = 1, ..., n. I neka su

α
pi,j

1 i α
pi,j

0 , odnosno β
pi,j

1 i β
pi,j

0

parovi suprotnih uglova kod temena pi,j. Razmotrimo problem minimizacije funkcije

E(M0) =
∑
pi,j

((α
pi,j

1 − α
pi,j

0 )2 + (β
pi,j

1 − β
pi,j

0 )2). (4.7)

Gorǌa funkcija ispuǌava uslove teoreme 4.2. Svaki od uglova mo�emo napisati u funkciji
od ǌemu odgovaraju�ih temena, ali bi se time posmatrana funkcija zakomplikovala. S
druge strane, neophodno je da odredimo gradijent ugla u ǌemu odgovaraju�em temenu, xto
�emo sada uraditi.

Neka je 4pqr prizvoǉan trougao i neka ǌegova temena imaju koordinate p(x, y, z),
q(q1, q2, q3) i r(r1, r2, r3). Oznaqimo sa α ugao kod temena p.

Diferenciraǌem funkcije

α(x, y, z) = arccos
pq · pr

|pq||pr| ,

po promenǉivim x, y i z, dobijamo
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∇pα =
sin α2

4 po, (4.8)

gde smo sa 4 oznaqili povrxinu trougla 4pqr, dok je taqka o centar opisanog kruga tog
trougla. Geometrijsko tumaqeǌe qiǌenice da je gradijent ugla α u temenu p kolinearan
vektoru po je slede�e: Gradijent ugla u ǌemu odgovaraju�em temenu p je vektor koji odre�uje
kretaǌe taqke p koje je takvo da ugao α tom prilikom najbr�e raste. Razmatrajmo opisani
krug trougla 4pqr i sferu kojoj je taj krug veliki krug. Odaberimo koordinatni sistem
takav da je z–osa odre�ena vektorom po dok druge dve ose pripadaju tangentnoj ravni sfere
u taqki p. Tada gradijent ugla α u temenu p mo�emo predstaviti kao linearnu kombinaciju
koordinatnih vektora:

∇pα = ax + by + cz. (4.9)

No, linearna kombinacija vektora x i y je vektor koji odre�uje kretaǌe taqke p ka spoǉa-
xǌosti sfere, kojom prilikom ugao α opada. Zato se najbr�i rast ugla α posti�e kada u
jednakosti (4.9) va�i a = b = 0.

o

:

z

p

r

µ
x

W

y

α

∇pα

q

O

Slika 4.15 Gradijent ugla.

Primenimo gradijentnu metodu minimizacije diferencijabilnih funkcija na funkciju
(4.7). Gradijent razmatrane funkcije je

∇M 0
E(M0) = ∇M 0

∑
pi,j

((α
pi,j

1 − α
pi,j

0 )2 + (β
pi,j

1 − β
pi,j

0 )2)

=
∑
pi,j

2((α
pi,j

1 − α
pi,j

0 )(∇pi,j
α
pi,j

1 −∇pi,j
α
pi,j

0 )

+ (β
pi,j

1 − β
pi,j

0 )(∇pi,j
β
pi,j

1 −∇pi,j
β
pi,j

0 )).
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Iterativni proces je dat sa

Mk+1 = Mk − hk∇M k
E(Mk), (4.10)

gde je Mk skup unutraxǌih temena dobijen u k–toj iteraciji. Graniqna temena nisu obu-
hva�ena iterativnim procesom i ona se ne meǌaju. Teorema 4.2 tvrdi da va�i

E(Mk+1) ≤ E(Mk).

Naravno, ukoliko za neko m va�i E(Mm) = 0, dobijena mre�a je geodezijska. Generalno, to
se ne mora dogoditi. Naime, tvr�eǌe teoreme da za neko n va�i ∇E(Mn) = 0 ne implicira
jednakost E(Mn) = 0. Ipak, najqex�e nakon odre�enog broja iteracija funkcija E postaje
bliska nuli, xto znaqi da se tom prilikom dobija mre�a bliska geodezijskoj. Prethodno
opisani iterativni proces zovemo proces geodezacije date diskretne mre�e.

Primer 4.6 Neka se mre�a S sastoji od graniqnih temena a(−1, −1, 0), b(1, −1, 0), c(1, 1, 0)
i d(−1, 1, 0) i jednog unutraxǌeg temena p(1, 0, 1). Primenom opisanog iterativnog procesa
za razliqite izbore iterativnog koraka, taqka p konvergira razliqitim taqkama za koje se
dosti�e minimum funkcije E. Naime, minimum se dosti�e u svakoj taqki z–ose. ¥

-

6

c

b

3

a

p

x

y

z

d

Slika 4.16 Geodezacija diskretne mre�e koja ima jedno unutraxǌe teme.

Rastojaǌe taqke p
(k)
i,j iz k–te iteracije i p

(k+1)
i,j iz naredne jednako je hk‖∇(k)

pi,j
E(p(k)

i,j )‖ i
ono nije ograniqeno jer norma gradijenta ugla (4.8) mo�e biti proizvoǉno velika, xto se
najlakxe vidi ako se povrxina trougla napixe u obliku 4 = 4ρ2 sin α sin β sin γ, gde je ρ
polupreqnik opisanog kruga. U sluqaju da u iterativnom procesu povrxina trougla odre-
�enog sa tri temena diskretne mre�e (od kojih su dva susedna tre�em) ne te�i nuli, rasto-
jaǌe odgovaraju�ih temena mo�emo uqiniti proizvoǉno malim korix�eǌem dovoǉno malog
iterativnog koraka.

Primer 4.7 (cilindar) Meridijani i paralele cilindra mogu biti parametrizovani kao
geodezijske krive i oni qini jednu mre�u krivih kojoj odgovara 4–valentna geodezijska
mre�a. Jedna takva mre�a je prezentovana na slici 4.17 (a). Ta diskretna mre�a je geodezij-
ska, xto se jednostavno proverava. S druge strane, slika 4.17 (b) ilustruje drugu diskretnu
mre�u (skup ǌenih unutraxǌih temena �emo oznaqiti sa M0) generisanu nexto drugaqi-
jim skupom krivih cilindra koja nije geodezijska (va�i E(M0) ≈ 96, 7041). Primenimo na
tu mre�u postupak geodezacije. Kako se unutraxǌa temena tokom iteracije ne bi mnogo
udaǉila od cilindra, odabra�emo dovoǉno mali korak koji �emo primeǌivati u svakoj
iteraciji (na�alost, to �e usloviti veliki broj iteracija). Rezultati iterativnog procesa
prezentovani su na slici 4.18. ¥
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Slika 4.17 (a) 4–valentna G–mre�a generisana meridijanima i paralelama cilindra. (b)
Diskretna mre�a sa skupom unutraxǌih temena M0.

Slika 4.18 (a) Diskretna mre�a dobijena nakon 1000 iteracija izvrxenih sa korakom
h = 5 · 10−6. Va�i E(M1000) ≈ 10. (b) Diskretna mre�a dobijena nakon 5000 iteracija

izvrxenih sa korakom h = 5 · 10−6. Va�i E(M5000) ≈ 0, 8.

Primer 4.8 Proces geodezacije je primenǉiv u sluqaju proizvoǉnog poliedra qije su strane
trouglovi. Time dobijamo komplikovanije poliedre od onih iz primera 4.1–4.4. Kod tih
poliedara funkcija E nije jednaka ve� je (nakon dovoǉnog broja iteracija) bliska nuli, te
�emo ih zvati kvazi G–poliedri (slike 4.19 i 4.20). ¥
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Slika 4.19 Poliedar sa qetiri unutraxǌa temena. Va�i E(M0) ≈ 20, 0930.

Slika 4.20 Kvazi G–poliedar dobijen primenom procesa geodezacije na prethodni.





Glava 5

Geodezijska diskretizacija

U ovoj glavi razmatramo geodezijsku diskretizaciju glatkih povrxi, konstatujemo ǌene
prednosti, ali i nedostatke.

5.1 Definicija i osobine

Najvixe prebrojiv skup krivih neke povrxi prostora R3 mo�emo razmatrati kao graf
smexten na tu povrx. Vrhovi grafa su taqke preseka tih krivih, a grane delovi krivih koji
spajaju vrhove. Ukoliko grane tog grafa zamenimo pravim linijama dobijamo novi graf koji
ima isti skup temena kao i polazni. Dobijeni graf je jedinstveno odre�en polaznim i on
predstavǉa jednu diskretnu mre�u prostora R3. Takav postupak dobijaǌa diskretne mre�e
nazivamo diskretizacija mre�e krivih glatke povrxi.

Definicija 5.1 Neka je Γ skup geodezijskih krivih povrxi M koje su definisane na maksima-
lnom intervalu (vidi priqu koja prethodi definiciji 2.6). Diskretizaciju tog skupa krivih
nazivamo geodezijska diskretizacija.

Va�no pitaǌe pri diskretizaciji je: ,,Koliko ivice diskretne mre�e odstupaju od krivih
glatke povrxi?” Jasno je da svakoj ivici diskretne mre�e dobijene geodezijskom diskre-
tizacijom odgovara deo geodezijske krive skupa Γ, qime je odstupaǌe ivice svedeno na mi-
nimum. A ako se sve ivice diskretne mre�e poklapaju sa ivicama nekog poliedra, tada su
ǌima odre�ene strane tog poliedra, pa mo�emo govoriti o ǌegovoj povrxini. U narednim
primerima bavimo se aproksimacijom povrxine glatke povrxi povrxinom diskretne gene-
risane geodezijskom diskretizacijom.

Primer 5.1 (sfera) Na osnovu leme 2.9 (primer 2.2), geodezijska mre�a Γ sfere S2, od koje
se geodezijskom diskretizacijom dobija diskretna mre�a S1, sastoji se od velikih krugova
te sfere. Na slici 5.1 (a) prikazana je mre�a geodezijskih krivih sfere S2(u, v) = (cos u sin v,
sinu sin v, cos v), 0 ≤ u ≤ 2π, 0 ≤ v ≤ π. ǋu qini osam meridijana mi(v) = (cos ti sin v, sin ti sin v,
cos v), 0 ≤ v ≤ π, gde je ti fiksiran broj segmenta [0, 2π], zatim, paralela p(u) = (cos u, sinu, 0),
0 ≤ u ≤ 2π i veliki krugovi koji polove uglove izme�u paralele p i svakog drugog meridijana
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mi. Na taj naqin, sfera je podeǉena na 48 elementarnih povrxi i svakoj od ǌih odgovara
po jedna strana poliedra odre�enog diskretnom mre�om S1, koji �emo, radi jednostavnosti,
isto tako oznaqiti.

Nasuprot ovakvoj diskretizaciji, mo�emo razmatrati uobiqajenu diskretizaciju sfere
generisanu meridijanima i paralelama (slika 5.1 (b)). Nakon xto svaki sferni qetvorougao
dijagonalom podelimo na dva sferna trougla dobijamo mre�u koja generixe poliedar S2 koji,
tako�e, ima 48 strana.

U oba sluqaja je, zbog simetrije, dovoǉno posmatrati samo deo sfere koji se nalazi u
prvom oktantu (slika 5.2). Izraqunajmo povrxine i zapremine ta dva poliedra.

Temena sfernih trouglova sa slike 5.2 (a) su T 1 : (0, 0, 1), (
√

2
2

, 0,

√
2

2
), (

√
3

3
,

√
3
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,

√
3

3
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√
2

2
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√
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3
,

√
3

3
,

√
3

3
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√
2

2
, 0,

√
2

2
), (

√
3

3
,
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3

3
,
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3

3
). Sliqno,

temena sfernih trouglova sa slike 5.2 (b) su S1 : (0, 0, 1), (
√
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√
2

2
), (
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,

1
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Slika 5.1 (a) Geodezijska mre�a sfere. (b) Mre�a koju qine meridijani i paralele sfere.

T 1

T 2

T 3

S1

S2

S3

Slika 5.2 (a) Geodezijska mre�a sfere, posmatrana u prvom oktantu. (b) Mre�a koju qine
meridijani i paralele sfere, posmatrana u prvom oktantu.
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Ako stranu poliedra koja odgovara sfernom trouglu T i (odnosno Si), i = 1, 2, 3, oznaqimo
sa T̃ i (odnosno S̃i), onda se ǌihove povrxine i zapremine konusa nad ǌima jednostavno
izraqunavaju i date su u narednoj tabeli.

i P (T̃ i) P (S̃i) V (T̃ i) V (S̃i)
1 0,2303 0,1937 0,0680 0,0589
2 0,2303 0,2049 0,0680 0,0589
3 0,2303 0,2897 0,0680 0,0833

Tabela 5.1 Povrxine i zapremine.

Povrxina i zapremina poliedra S1 iznose P (S1) = 48 · P (T̃ 1) = 11, 0530, odnosno V (S1) =
48 · V (T̃ 1) = 3, 2660, dok povrxina i zapremina poliedra S2 iznose P (S2) = 16(P (S̃1) + P (S̃2) +
P (S̃3)) = 11, 0134, V (S2) = 16(V (S̃1) + V (S̃2) + V (S̃3)) = 3, 2190. Povrxina i zapremina
unutraxǌosti jediniqne sfere S2 su P (S2) = 12, 5664 i V (S2) = 4, 1888. Na osnovu prethodnog,
poliedar dobijen geodezijskom diskretizacijom boǉe aproksimira sferu S2, xto se tiqe
povrxine i zapremine. Ipak, krupan nedostatak ovakve diskretizacije sfere je nepostojaǌe
jednostavnog algoritma za dobijaǌe gux�e diskretne mre�e. ¥

5.2 Qetvorougaone mre�e

Neka su γ1 : (a, b) 7→ M i γ2 : (c, d) 7→ M geodezijske krive povrxi M koje se seku u taqki
p, to jest postoje vrednosti t0 ∈ (a, b) i s0 ∈ (c, d), takve da va�i γ1(t0) = γ2(s0) = p. Neka
su, daǉe, t−m, t−m+1, ..., t0, ..., tn−1, tn i s−k, s−k+1, ..., s0, ..., sl−1, sl, rastu�i nizovi taqaka
intervala (a, b), odnosno (c, d) i neka je γ1(ti) = p1,i, i = −m, ..., n, odnosno γ2(sj) = p2,j , j =
−k, ..., l.

γ2

γ1

Slika 5.3 Qetvorougaona mre�a.



62 Geodezijska diskretizacija

Oznaqimo sa Γ1 skup geodezijskih krivih povrxi M, odre�enih taqkama p1,i, i = −m, ..., n,
i nekim tangentnim vektorima vp1,i

∈ Tp1,i
M i sliqno, neka je Γ2 skup geodezijskih krivih

povrxiM, odre�enih taqkama p2,j , j = −k, ..., l, i nekim tangentnim vektorima vp2,j
∈ Tp2,j

M.
Primetimo da krive γ1 i γ2 ne moraju pripadati mre�i Γ1 ∪ Γ2, koja, zbog proizvoǉnosti
tangentnih vektora, mo�e biti razliqite topoloxke strukture. Za nas je posebno intere-
santan sluqaj kada su sve krive mre�e Γ1 ∪Γ2 definisane na maksimalnom intervalu i kada
krive svakog od skupova Γi, i = 1, 2, nemaju zajedniqkih taqaka. Takvu mre�u �emo zvati
qetvorougaona mre�a. Slede�a lema je direktna posledica definicije 5.1.

Lema 5.1 Qetvorougaona mre�a generixe geodezijsku diskretizaciju glatke povrxi.

Jasno je da, u ovom sluqaju, svaku diskretnu mre�u dobijenu geodezijskom diskretizaci-
jom, mo�emo uqiniti proizvoǉno gustom, dodavaǌem novih geodezijskih krivih.

Uoqimo da diskretizacija korix�eǌem qetvorougaone mre�e nije mogu�a (ili je, pak,
ograniqeno mogu�a) u sluqaju proizvoǉne glatke povrxi. Na primer, u sluqaju sfere S2,
takva diskretizacija je izvodǉiva samo ako su skupovi Γ1 i Γ2 jednoqlani. Naime, svake
dve geodezijske krive sfere, definisane na maksimalnom intervalu, su veliki krugovi koji
se seku ili poklapaju.

Primer 5.2 (jednograni hiperboloid) Na osnovu teoreme 2.6 (primer 2.3), svaki meridi-
jan rotacione povrxi, qija je standardna parametrizacija data sa (2.10), mo�e biti pa-
rametrizovan tako da postane geodezijska kriva, dok je to sluqaj sa paralelom, ukoliko je
ispuǌen uslov ϕ′(v0) = 0. Ovaj posledǌi uslov je, na�alost, vrlo jak, tako da diskretizacija
rotacione povrxi generisana mre�om meridijana i paraleli najqex�e nije geodezijska. Na
primer, u sluqaju jednogranog hiperboloida, qija je standardna parametrizacija

hiperboloid(u, v) = (cos u cosh v, sinu cosh v, sinh v), 0 ≤ u ≤ 2π, −∞ < v < ∞,

samo jedna paralela (koja pripada xy–ravni) je geodezijska kriva.

Slika 5.4 Jednograni hiperboloid, 0 ≤ u ≤ 2π, −1.5 ≤ v ≤ 1.5.

Rotacioni G–poliedar iz primera 4.4, predstavǉa primer kako mo�e izgledati rezultat
geodezijske diskretizacije jednogranog hiperboloida. U tom sluqaju krivama geodezijske
mre�e jednogranog hiperboloida odgovaraju nizovi suprotnih ivica diskretne rotacione
povrxi koji predstavǉaju diskretne geodezijske krive, pa mo�emo re�i da je geodeziqnost
glatke mre�e saquvana pri prelasku na diskretan sluqaj. ¥
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Primer 5.3 (Vitnijev1 kixobran) Povrx qija je parametrizacija

V itni(u, v) = (uv, u, v2), −∞ < u, v < ∞, (5.1)

nazivamo Vitnijev kixobran.

Slika 5.5 Vitnijev kixobran, −1 ≤ u, v ≤ 1.

Opxti postupak odre�ivaǌa geodezijske diskretizacije objasni�emo na primeru ove povr-
xi. Geodezijske jednaqine (2.8), u sluqaju Vitnijevog kixobrana, glase:





u′′ +
8u′v′v3

u2 + 4v2 + 4v4
− 4v′2uv2

u2 + 4v2 + 4v4
= 0,

v′′ +
2u′v′u

u2 + 4v2 + 4v4
+

4v′2(v3 + v)
u2 + 4v2 + 4v4

= 0.

(5.2)

Rexavaǌem gorǌeg sistema diferencijalnih jednaqina, u zavisnosti od poqetnih uslova,
dobijamo razliqite geodezijske krive Vitnijevog kixobrana. Geodezijska kriva je, na osnovu
teoreme 2.3, jedinstveno odre�ena zadavaǌem taqke iz koje polazi i odgovaraju�eg tangentnog
vektora, to jest dodavaǌem poqetnih uslova na sistem (5.5). Primetimo da su krive

u 7→ (0, u, 0), −∞ < u < ∞, (5.3)
v 7→ (0, 0, v2), −∞ < v < ∞, (5.4)

prave (xto znaqi da mogu biti parametrizovane kao geodezijske) linije povrxi (5.1). Xta-
vixe, sve u–parametarske krive u 7→ (uv0, u, v2

0) su prave linije i sve one seku pravu (5.4).
Da bismo odredili qetvorougaonu mre�u potrebne su nam i geodezijske krive koje seku pravu
(5.3).

Razmotrimo deo Vitnijevog kixobrana koji se dobija za −2 ≤ u, v ≤ 2. Geodezijske krive
koje su odre�eǌe ekvidistantno raspore�enim taqkama prave (5.3) i tangentnim vektorima
koji pripadaju ravnima ortogonalnim na istu pravu odredi�emo u nekoliko koraka kori-
x�eǌem metoda numeriqke matematike.

1Hassler Whitney (1907–1989), ameriqki matematiqar.



64 Geodezijska diskretizacija

Korak 1. Transformacija sistema (5.2) u ǌemu ekvivalentan sistem od qetiri diferenci-
jalne jednaqine prvog reda (vidi napomenu 2.1):





u′ = p,

v′ = q,

p′ =
4q2uv2 − 8pqv3

u2 + 4v2 + 4v4
,

q′ = −4q2(v3 + v) + 2pqu

u2 + 4v2 + 4v4
.

(5.5)

Korak 2. Dodavaǌe poqetnih uslova goreǌem sistemu.

Korak 3. Rexavaǌe sistema (5.5) korix�eǌem, na primer, neke od metoda Runge–Kuta opi-
sanih u glavi 3. Kao rezultat dobijamo skupove pribli�nih vrednosti rezultuju�ih
funkcija (u(t) i v(t), t ∈ (−2, 2)).

Korak 4. Formiraǌe interpolacionih funkcija Pu i P v, korix�eǌem skupova taqaka iz
prethodnog koraka.

Korak 5. Odre�ivaǌe aproksimacija tra�enih geodezijskih krivih, zamenom u sa Pu i v sa
P v u jednaqini povrxi (5.1).

Korak 6. (opciono) Grafiqki prikaz aproksimacija iz prethodnog koraka.

Napomena 5.1 Primetimo da, zahvaǉuju�i simetriji, mo�emo razmatrati samo deo povrxi
(5.1) koji dobijamo za 0 ≤ u, v ≤ 2. U koraku 3 mo�emo koristiti ekvidistantnu mre�u

nh, n = 0, 1, ...,
2
h

(na primer h = 0, 1 ili h = 0, 05; xto je h maǌe, to je aproksimacija pre-

ciznija). U koraku 4 mo�emo koristiti (ali ne nu�no) polinomijalnu interpolaciju. Rezul-
tat posledǌeg koraka je slika 5.6.

Slika 5.6 Qetvorougaona mre�a dela Vitnijevog kixobrana −2 ≤ u, v ≤ 2, koja ograniqava
1088 elementarnih povrxi.
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Primetimo da diskretna mre�a dobijena geodezijskom diskretizacijom ne odre�uje po-
liedar sa istim skupom ivica. Stoga �emo za svako unutraxǌe teme pi,j diskretne mre�e
dodati jox dve ivice pi,jpi−1,j−1 i pi,jpi+1,j+1 incidentne sa ǌim. Izraqunajmo povrxinu
dobojenog poliedra. Rezultat raquna je dat u narednoj tabeli (sa P smo oznaqili dobijeni
poliedar).

granice P (V itni) broj unutraxǌih temena P (P)

−1 ≤ u, v ≤ 1 5,5743

9
16
49
225
361

5,5569
5,5687
5,5699
5,5728
5,5733

−2 ≤ u, v ≤ 2 59,3108

9
16
49
225
361
1088

55,1305
58,1980
58,8655
58,9599
59,0053
59,3051

Tabela 5.2 Povrxine razliqitih poliedara dobijenih geodezijskom diskretizacijom
Vitnijevog kixobrana.

¥

5.3 Asimptotsko–geodezijske mre�e

Na osnovu leme 2.6, kriva povrxi prostora R3 mo�e biti parametrizovana kao (istovre-
meno) asimptotska i geodezijska ako i samo ako je ǌen trag prava linija.

Definicija 5.2 Mre�u koja se sastoji od istovremeno asimptotskih i geodezijskih krivih
nazivamo asimptotsko–geodezijska mre�a.
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Slika 5.7 Hiperboliqki paraboloid, −2 ≤ u, v ≤ 2.

Diskretne mre�e generisane mre�om asimptotsko–geodezijskih krivih imaju jednu lepu
osobinu: ǌihove ivice pripadaju glatkoj povrxi.

Primer 5.4 (hiperboliqki paraboloid) Jedna parametrizacija hiperboliqkog parabolo-
ida data je sa

hipparaboloid1(u, v) = (u, v, uv), −∞ < u, v < ∞. (5.6)

u i v–parametarske krive u 7→ (u, v0, uv0), odnosno v 7→ (u0, v, u0v) hiperboliqkog parabo-
loida, predstavǉaju prave koje mogu biti parametrizovane kao istovremeno asimptotske i
geodezijske krive.

Uoqimo da se izometrijskom transformacijom

u = p + q, v = p− q,

hiperboliqki paraboloid (5.6) transformixe u povrx

hipparaboloid2(p, q) = (p + q, p− q, p2 − q2), −∞ < p, q < ∞. (5.7)

p i q–parametarske krive p 7→ (p+q0, p−q0, p2−q2
0), odnosno q 7→ (p0 +q, p0−q, p2

0−q2), povrxi
(5.7), predstavǉaju parabole, koje �e nam poslu�iti za formiraǌe jox jedne mre�e iste
povrxi. Ta mre�a nije geodezijska, jer gorǌe parabole ne zadovoǉavaju sistem geodezijskih
jednaqina (2.8), xto se direktno proverava.
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Slika 5.7 (a) Asimptotsko–geodezijska i (b) mre�a generisana parabolama dela
hiperboliqkog paraboloida (u, v) 7→ (u, v, uv), −1 ≤ u, v ≤ 1, koje ograniqavaju 144

elementarne povrxi.

Sliqno kao u prethodnom primeru, dolazimo do poliedara P1 i P2 koji odgovaraju prvoj
i drugoj diskretizaciji.

granice
P (hipparaboloid1) =
P (hipparaboloid2)

broj unutr.
temena P (P1) P (P2)

−1 ≤ u, v ≤ 1 5,1235
9
25
361

5,4641
5,1612
5,1266

5,8200
5,2122
5,1553

−2 ≤ u, v ≤ 2 29,7850
9
49
225

32,0000
29,9351
29,8226

33,7653
31,1036
29,9954

−3, 73 ≤ u, v ≤ 3, 73 170,0830

9
25
121
3481

177,2216
171,2728
170,3831
170,0951

185,3956
172,7543
170,8761
170,1562

Tabela 5.3 Povrxine poliedara dobijenih razliqitim diskretizacijama dela
hiperboliqkog paraboloida.

Kada uporedimo vrednosti iz posledǌe dve kolone sa povrxinama glatke povrxi, za-
kǉuqujemo da asimptotsko–geodezijska mre�a daje boǉu aproksimaciju povrxine hiper-
boliqkog paraboloida. ¥

Dakle, geodezijska diskretizacija omogu�ava preciznu aproksimaciju glatke povrxi di-
skretnom xto se tiqe ǌenog oblika i povrxine. Ipak, tu su i neki nedostaci: zavisnost
diskretizacije od topologije glatke povrxi (samopreklapaǌe povrxi, mogu�a nedefini-
sanost geodezijske krive u svakoj taqki povrxi i sliqno), qiǌenica da primena geodezijske
diskretizacije podrazumeva dobro poznavaǌe geometrije glatke povrxi i sliqno.





Zakǉuqak

Diskretna geometrija je oblast multidisciplinarnog karaktera u okviru koje su rela-
tivno skoro postignuti znaqajni rezultati. Izme�u ostalih, apostrofirali bismo one kod
kojih je jasno uoqǉiva analogija sa diferencijalnom geometrijom. Nax ciǉ je bio da obja-
snimo tu analogiju proxirivaǌem pojmova diferencijalne geometrije na diskretnu, a zatim
i da je produbimo uvo�eǌem novih pojmova. Pristupili smo tom problemu tako xto smo
detaǉno izlo�ili svu potrebnu teoriju iz diferencijalne geometrije i sistematizovali
osnovne koncepte diskretne geometrije, gde su posebno mesto zauzimale geodezijske krive, te
potom prexli na glavna razmatraǌa.

G–poliedri iz glave 4, predstavǉaju analogon glatkih povrxi parametrizovanih geode-
zijskim krivim, dok nasuprot samoj parametrizaciji stoji proces geodezacije koji smo ra-
zmatrali u sluqaju G–mre�a. Drugi interesantan rezultat vezan za G–mre�e je algoritam
za ǌihovo generisaǌe utemeǉen na prethodno ustanovǉenim osobinama G–mre�a.

U zavisnosti od potreba, koriste se razliqite diskretizacije glatkih povrxi. U okviru
glave 5, razmatrali smo diskretizaciju generisanu geodezijskim krivim glatkih povrxi i
kao ǌenu glavnu prednost ustanovili preciznu aproksimaciju glatke povrxi diskretnom,
kada je req o ǌenoj povrxini i zapremini. Odredili smo nekoliko naqina sprovo�eǌa
takve diskretizacije, kao i opxti algorotam za jednu od ǌih (qetvorougaone mre�e). Ipak,
konstatovali smo i neke nedostatke geodezijske diskretizacije.





Literatura

[1] A. D. Aleksandrov, V. A. Zalgaller, Intrinsic Geometry of Surfaces volume 15 of Trans-
lation of Mathematical Monographs, AMS, (1967).

[2] N. Bla�i�, N. Bokan, Uvod u diferencijalnu geometriju, Matematiqki fakul-
tet, Beograd, (1996).

[3] A. Bobenko, U. Pincall, Discretization of Surfaces and Integrable Systems, Calarendon
Press, Oxford, (1999).

[4] M. P. D. Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, Prentice–Hall, (1976).

[5] M. P. D. Carmo, Riemannian Geometry, Birkhäuser, Boston, (1992).
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