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(Cyma " | i mobuja ce y cmenunjanaom ciydajy x =1, ¢ = 1.)
2. J[Joka3aTu Oa jemgHaKOCT

g CN R X _ n n+1
;lx_i(l_xy(l (n+ 1)x" + nx"*)

Baxu 3a x € R\{1}. (CBecTu cyMy Ha napiyujaqiny reOMeTPUjCKy CyMy.)

3. KopumthemeM IPeTXOOHOT 3afaTKa U3padyHaTu CyMe

n

> i(-1) m Zzi

i=1
4. JToka3aTu jeHaKOCT

> (3-2"+5)=3-2""45n+2.

i=1

5. N3pauyHaTtu cymy

(TToTpaxkuTH peleme y 00JIMKY IIOJIMHOMA ITETOT CTeIleHa u mpaTuTu [1pu-
mep 1.1.5.)

1.2 MpebdpojaBana

Jeman on BaxXHUX Oejl0Ba KOMOMHATOpPUKE jecTe mpedpojaBame (Wiu
eHyMepalyja) Koje ce dbaBu ogpebuBameM KapAWHATHOCTU HEKOT CKyIla.
HN3noxkmheMo Tpu OCHOBHA HpUHLMUIIA HpedpojaBama, Kao U jedHO YOII-
mrewme [upuxiieoBor® mpuHIMIa (jeqHOCTaBHE U Of paHHje II03HATe TeX-
HUKe). JemHa cloXeHMja TeXHHKa npedpojaBama u3joxkeHa je y Ilomo-
memmky 1.3.3, a ca mpedpojaBamkuMa CKymoBa cpeTaheMo ce u y ocTaTky
KIbUTE.

1.2.1 OCHOBHM NpuHUMUNU NpedpojaBakba

axkne, lipebpojaitiu cKyll 3Ha4YW OOPEOUTHU HETOBY KapOUHAIITHOCT. YKO-
JIMKO je Taj CKyl Hellpa3aH U KOHa4YaH, IPETXOOHO Ce CBOOM Ha ompehusa-
e IPUPOOHOT dpoja n Koju je jegHAK Opojy eleMeHaTa TOT CKyIia.

6Joxan ITeTep I'ycTas Jlexen [upuxie (Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-
1859) - HeMauKu MaTeMaTU4ap.
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Tpu ocHOBHa MpUHIIUIIA TpedpojaBama Cy: NPUHLINI jeTHAKOCTH, IIPUH-
uun 30upa U DOpUHIUI OpousBoma. Crnenu meTa/bHUjU IIPHUKa3 CBAKOT Of
BUX.

IMpuHyui jegHakocitiu. Ca OBUM IPUHITUIIOM cMO ce y ogpebenoj ¢dop-
MUy Beh cycpenu y yBOODHOM [enny Kiure. IIpeMa NpUHIUNY, YKOJIUKO 3a
CKyIoBe A 1 B mocToju dHUjeKTUBHO IIpecyiuKaBaie f: A —» B, Tafga Baxku
jemrakocrT |A| = |B|.

Mpumep 1.2.1. Ckyn nmapHux dpojesa S je npedpojus, dymyhu ma mo-
CTOju DMjeKTUBHO IpECIUKaBame

fiN— S, f(n) =2n.

Ckyn A meduHMCaH ca
A={a|aeNz A aje gemuno ca 3}

uMa 10 eneMeHaTa, jep IIOCTOju DUjEeKTUBHO IIPECIUKaBame

f! A— Nlo, f(a) =

i
ks

IMpuHyuil 36upa. YKOIUKO Cy KOHAYHYU CKYIIOBU A;,A,, ... A, OUC]YHKTHHY,
Taja BaX" jeOHAKOCT |[A; UA, U---UA,| = |A1] + |A2| + ... + |A,|. Hokas oBor
IIPUHITUIIA je 3a1CTa jeqHOCTaBaH.

MpumMmep 1.2.2. PasmoTpumMo cienehu mceyqoko aaropuTMa Koju cop-
THUPa 4YJIaHOBe HHU3a n dOpojeBa y Heomnamajyhu mopemax:

BEGIN
INPUT A = (A(1),A(2),...,A(n));
FORi=1TOn-1
FORj=i+1TOn
IF A(i) > A(j)
3aMeHM MecTa 4saHoBuMa A(i) u A(j);

RETURN A
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END

Ilakrne, y nuTamy je jeqOHCTaBHA NpOLiEeAypa ca KOjoM Ce dyuTasnall
BepoBaTHO Beh cpeTao. W3padyHajMo cafia KOJIUKO IIyTa je U3BPLIIEHO
nopeheme unaHoBa HM3A, TO jeCT KOJIMKO IIyTa je U3BPIIEH CEIrMEHT
nceynokopa: IF A(i) > A(j).

3a i = 1 usBpIeHa cy nopebhemwa MPBOT YjlaHa Ca CBUM OCTAlIUM
4jlaHOBUMa KOjuXx je uMa n—1. 3ai = 2 usBpiieHa cy nopehemwa gpyror
4YjaHa ca CBUM 4YJlaHOBHMa OCHUM Ca IIPBUM, M TakKo pemoM. [lakre,
3aK/bydyjeMo [a je yKymaH dpoj nopehemwa jemrak (n— 1)+ (n—2) +

.+ 1. (Og paHnuje 3HaMoO f#a je oBa cyMa jemHaka U, HO TO Huje
BaXKHO 3a OHO WITO CJIEeOH.)

HNnuTepecaHTHO je ma CMO 10 CIIOMEHYTOr dpoja mopehemwa mouuiu
TaKo IIITO CMO UMIUIMIIUTHO IPUMEHUNN NpuHnun 3dupa. Haume, He-
Ka je S ckyn cBux nopehema udnmaHoBa Hu3a. Taj ckym mopmenumheMo
Ha n—1 gucjyHKTHUX OOCKynoBa Si,S», ..., S, 1, TAaKBUX Oa OLCKYII S;
cappku cBa nopebema unana A(i) ca OHEMa KOjU CIele HaKOH |bera y
nodyeTHOM Hu3y. Cama, Kopuctehu ynwmeHny ga CKyn S; cagpu Tad-
HO n—I eleMeHaTa, Ha jeJHOCTaBaH Ha4YUH A0JIa3UMO OO CIIOMEHYTOT
bpoja enemeHaTa cKyma S.

Ilpunuuil ipoudsoga. Heka cy A 1 B IpOU3BOJEHU KOHAYHU CKYIIOBU U
A x B muxoB [lekapToB Ipou3BoA. Taga Baxku jemHakKoCT |A x B| = |A]| - |B|.
Baxu u HemTo onmTHju 3ak/bydakK. Heka je S € A x B. O3Ha4uuMo
ca v, CBe eJIeMeHTe CKylla S Kon KOjuX je IIpBa KoopmuHaTa GhuKcUpaHa
(u jemHaka a), To jecT
v, ={(a,b) € S| b € B}.

Cnu4YHO, 03HAYMMO ca K, CBe eJiIeMeHTe CKyma S Kol KOjuX je mpyra Koop-
OuHaTa ¢pukcupaHa (4 jemHaka b), To ject

ky, ={(a,b) e S| acA}.

Tapma Baxku:

1SI =" [vel = > ks
acA beB

OuursenHo je Oa ce jemHAKOCT U3 IIPUHIINIIA IIPOM3BOHa Hoduja y CIenu-
jamHOM ciy4ajy y KojeM BaXxu S = A x B.

Huje Temko youuTHy Ja Ce IPUHIUII IPOU3BOAA MOXKE YOIIITUTUA U Ha
MIpon3BOJbaH KOHauaH 0poj ckymoBa. To hemMo unycTpoBaTH y HapenHa OBa
mpuMepa.
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Mpumep 1.2.3. Konuko uMa dUHAPHUX PeYU OyXKUHE Nn?
Bynyhu ma ce cBaka TakBa ped cacCTOju Of n duHapHUX Iudapa,
pa3moTpuMo [leKapTOB IIPOU3BOL

{0,1} x {0,1} x --- x {0,1}.

n

OuwurnenHo, 6poj enemMeHaTa oBOT [leKapTOBOT IPOMU3BOAA jeOHAK je

PEE =P
—_——

n

a TO je yIIpaBO OHO IITO HaMa Tpeba. Haume, Ha cBakoj of n mo3uiiyja
HaasHy ce jemaH eneMeHT ckymna {0, 1}, mTo 3Ha4u Aa 3a CBaKy II03U-
IMjy ¥MaMo II0 OBa KaHOWUpgaTa, a To Jaje YKylaH d6poj y BUAY maTor
cTeneHa dpoja 2.

Mpumep 1.2.4. Konuko UMa TpoYlaHUX KOMOMHaIHja cKyma Nz (y3
OONIYILITEHO IIOHaBJ/balhbe UCTOT Opoja), TaKBUX Aa je bapeM jemaH dpoj
Yy CBaKOj KoMOUMHaLHju jeqHOIMpPEH?

CIn4HO Kao y IPeTX0OHOM IPUMEPY, 3aKIbydyjeMo fa je dpoj cBux
TpoYlaHMX KOMOMHAaIMja jemHakK Opojy eneMeHaTa [[leKapTOBOT IIPOK-
3Boga |Nzg| x |Nzo| x |N3o|, TO jecT 303. Takobe, 6poj cBUX OHUX KOMOU-
HallFja Koje ce cacToje on mBonudpeHux dpojera jemHak je 213. Ctora
je dpoj TpaxeHux KoMOuHalMja jeqHaK

30% - 213 =17739.

1.2.2 [OupuxneoB NPUHLMUN

IMomcetumo ce Jupuxaeosol ipuHyuilla: yKOJIUKO je k odjekaTa pacmope-
beno y n Kytuja, ipu ueMy BaXxu k > n, Taja IIOCTOjU KyTHja Y K0joj ce
Hana3e dapeMm OgBa odjekTa.

Mpumep 1.2.5. [TokaxXuMo Oa y CKyIly of n (n > 2) ocoda nmoctoje da-
peM OBe Koje IMo3Hajy jemHak dpoj ocoda us Tor ckyma. (CMmarpahemo
Ia ITO3HAHCTBO HUje pedIeKCUBHA, a jeCTe CUMEeTpPUYHA pealyja.)

Bpoj ocoda koje jemgHa ocoda moxke mo3HaBaTu Kpehe ce omg 0 mo
n— 1. [IpuMeTUMO Ha Ce ABE €KCTPEMHE BpemHOCTH MehycodHO uc-
KIby4Yyjy, jep aKo HeKa ocoba He MO3Haje HHUjegHY 0C00y M3 CKyIIa,
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30 1.2. MNMPEBPOJABAHA

OHJa He MOzKe IIOCTOjaTH Apyra ocoda Koja mmo3Haje cBe, U 00paTHO.
[OpyruMm pedmma, I0oCTOju n — 1 Moryhux nmo3HaHCTaBa 3a CBaKy OCO-
Oy, ma Ha ocHOBY [IMPHUXIEOBOT NPUHIMIA 3aKJ/by4dyjeMO Oa IOCTOoje
bapem OBe ca jemHakKuUM OdpojeM IIO3HAHCTAaBA.

PasMoTpumo capa crnepnehe yomnmremwne. YouwileHu [Jupuxaieos UpuHyul:
YKONUKO je k odjexkaTa pacnopebeHo y n KyTHja, Ipu 4eMy Baxu k > cn,
3a c € N, Tafla IOCTOju KyTHja TakBa JIa Opoj objekaTa pacnopebeHux y my
HUje Mamu of Cc + 1.

MpumMmep 1.2.6. Konvko HajMawe nyTa Tpeda dbanuty HyMepucaHy KOII-
KHIy TaKO fa ca curypHolrhy Moxemo pehu ma je bapeM jemaH 6poj
modujen 3 myra?

[IpuMeTVMO Oa Ce MOIXKe OOTOOWUTH Oa y NpBuX 6 dallama modu-
jeMo 6 paznuuutux dpojeBa. Y CKiIaAy ca TUM, y HajHEIIOBOJbHUjEM
Clly4ajy MOZKe Ce OOTOOWTHU Ja je HaKOH 12 damama cBaku dpoj modu-
jeH mmo 2 nyrta. Y Toj curyanuju, cinenehe damame he matu Heku 6poj
IIOHOBJbEH 3 myTa. [lakie, ogrosop je 13.

OBo je buno jegHCTaABHO PEIIEHE Ha KOje du uiltao CKOpo CBakKo KO
bu ce cycpeo ca oBakBMM 3aJaTKOM, ajlu I'Oe je Ty yonmTeHu [upu-
x71e0B nIpuHLuUN? JleTa/bHUja aHaIKW3a IOKa3yje ga CMO ra (MMIIu-
IUTHO) MPUMEHUIIN.

3aMHUCIUMO Ja CMO YMeCTO dallama jeqHe KOIIKUIle UMaJil Heorpa-
HU4YeH Opoj Koukuiia ¥ npedopMyJIiMCaHM 3aflaTak: KOJIUKY je HajMa-
BU Opoj Konkulia Koje Tpeda (omjeqHOM) dallUTU TaKOo Aa ce HeKU dpoj
mobuje HajmMame 3 myTa? Y CKaAy Ca HOTaAlXjoM M3 yomnmrTeHor [u-
PHUXJIEOBOT IIPHUHIMIIA, OBOe mMaMo n = 6 (Moryhu dpojeBu), ¢ = 2
(Tpaxu ce ma ce bapeM jemaH moduje 2+1=3 myTa), OOK je k TpaxkKeHHU
O6poj komkuiia. Bynyhu ma mopa BaxuTu k > cn, modujamo k = 13.

Cnepmehu npumep Moxe ce npoHahu y pa3Hoj nTuTepaTypu U Ipencra-
BJba YBOZ Yy jeIHY IIMPOKY MaTeMaTHUUKy TeopHujy o Kojoj hemo pehu HeriTo
BUIIlE Y HACTAaBKy TEKCTa.

Mpumep 1.2.7. [JokaxkuMO HJa y CKyIy on 6 ocoda mocrtoje 3 Koje ce
unu cee MehycodHo mo3Hajy unu cee MehycodHo He mo3Hajy. Kao y
I[MpuMmepy 1.2.5, TO3HAHCTBO je CUMETPHUYHA penaluja.

Heka je A = {a,b,c,d,e,f} ckyn om 6 ocoda. AKO M3OBOjUMO OCO-
Oy a, oHma ocTtaTtak cKyma A MOXKeMO IIOHEIUTH Ha OHEe ocobe Koje
Mo3Hajy ocody a U Ha OHe Koje je He MO3Hajy (M TuMe modujaMo ABa
nmopackyma ckyna A). Umamo 2 mogckyma 1 5 ocoda, Ia mpeMa yoIITe-
HOM [JUpUXI€0BOM NMPUHUUNY 3aK/bydyjeMo [a jemaH MOACKYIl caap-
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KU HajMame 3 ocode. Heka de3 rydpema Ha onmTocTu ocode b,c u d
npunanajy ToM nofcKyILy.

ITpernocTaBuMO ma ocode b, c u d mo3Hajy ocody a. YKonuko mehy
BUMa II0CTOoje ABe 0C0ode Koje ce M03Hajy, Tafa Te OBE 0codbe U a YuHe
TpaxKeHU CKyII (TpU ocode Koje ce MO3Hajy). YKOJIMKO ce IIaK ocode
b,c u d He mO3Hajy, Taga dall oHe YMHE TPaxKeHHU CKyI (Tpu ocode
KOje ce He II03Hajy).

Vkonuko ocode b,c u d He mo3Hajy 0cody a, mokKa3 je aHamoran
IIPETXOTHOM.

OBaj mpuMep [e0 je MHOTO OMINTHje Teopuje mo3HaTe Kao Pam3ujesa’
eopuja. Y Toj Teopuju, Pamsujes d6poj R(k,n), 3a k,n € N, o3HauaBa HajMa-
BHU CKyIl 0c0da TakaB fa y leMy IIOCTOju unm k ocoda Koje ce MehycodHo
IIO3Hajy UiIu n ocoda Koje ce MehycodHo He mMO3HAjy. Y CKamy ca HaIlluM
npumepoM, Baxu R(3,3) < 6, a dynyhu ma Huje TemKko goKaslaTu ga CKyIl
on 5 ocoda, y OIIIITEM ClIy4ajy, He 3a0BOJbaBa TpaXkKeHM KPUTEPUjyM, 3a-
npasBo Baxu R(3,3) = 6. Bume merama o PaM3ujeBoj Teopuju Moxe ce
npoHahu y [24].

3apaum

1. Konmuko nMa npupogHux OpojeBa MamuX Of MUJIMOH KOjU Ccagpxke HU-
cKy nmdapa 212 unm cy gemuBu ca 117

2. Konuko menunaiia uMma 6poj 75 — 672

3. Konuko ce HajBuile jioBalla MOXe PaCIOPedUTH Ha IIaxXxO0BCKYy Tadiy
TaKo Ia ce HUKOja [Ba He Halagajy?

4. Konuko nMa MPUPOAHUX OpojeBa Mamux of 2!° uuju SMHApHU 3amuc
cafpxK¥ HajBUIlE 5 jeguHUINA?

5. Jlo3uHKa 3a IpUCTyI HEKOM cuctemMy uMa u3sMehy 8 u 12 kapakrtepa
KOju MOry OUTU BeJIMKa U MaJjla CJIoBa eHriecke abelene u dbpojesu. Konu-
KO JIO3MHKH IIOCTOjU YKOJIMKO je IO3HATO Ja OHe He MOTy IIodeTu dpojem?
[TpeTrnocTaBUMO Ja XKeIUMO Aa MIOTOOUMO HeYHujy JIO3UHKY (HaCYyMUYHUM
norahameM) 1 Ia HaM je MOTPEdOHO t CEKyHOU 3a IPOBEPY jedHe KOMOUHA-
nuje kapakTepa. Konmko BpeMeHa je MOTPedHO 3a IpoBepPy CBUX KOMOU-
Hauuja? [IponenuTty; ma nu du padyyHap MOrao 00aBUTH UCTY HPOLEOYPY V
HEKOM peajlHOM BpeMeHY.

6. [Ja nu je moryhe MOKPUTHU IIaXOBCKY Tadsy moMuHaMa (jemHa mOMUHA
IIOKp¥Ba [Ba I10Jka) TAKO a CaMo ABa AUjaroHaIHO CYIIPOTHA II0Jha OCTaHy
HeIIOKpHBeHa?

7®penk [Mnamntor Pamsu (Frank Plumpton Ramsey, 1903-1930) - eHrecku MaTeMaTH-
yap u ¢puno3od.
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7. [loka3aTuy ga y CKyny Of 5 Tadaka KQje Ce Hajla3e yHyTap KBampara
CcTpaHulle 2 IIOCTOje HajMame ABe Koje ce Hajla3e Ha pacTojamy He BeheMm

om V2.

8. lokaszatu ma y ckyny of 100 HacyMu4dHO n3adpaHux IpUPOTHUX OPO-
jeBa mmocToje HajMam-€ [Ba 4YHja je pa3jiuKa gesbuBa ca k = 7.

9. OgpenuTHu HajMamwy BPEOHOCT k 3a KOjy Cce He MOKe rapaHTOBaTH II0-
CTOojame OBa Opoja 3a Koje BaxKM TBpheme IIPeTXOOHOT 3aaTKa.

10. Ako je cBaka Tauka paBHU 0DOjeHa IITaBOM WJIU IIPBEHOM D0joM, HO-
Ka3aTH Ja y ¥Bb0j IOCTOje OBe Ta4Ke Ha pacTojamy 1 Koje cy odojeHEe HCTOM
bojom.

11. Axo je cBaka TauykKa paBHU 0D0QjeHa IJIaBOM, IIPBEHOM MIIH XKyTOM OO-
joM, mokKasaTu ga y H0j IIOCTOjU YeTBOPOyrao 4#ja Cy TeMeHa odbojeHa ucC-
TOM HOojoM.

12. Jokasatu na je Pam3ujes 0poj R(3,4) jenHak 9.

1.3 BUHOMHM KoedULUjeHTH

BunoMmHU KoedunmjeHTH (M1 KoebUulMjeHTH y pa3Bojy durHoMa) mpenm-
CTaB/bajy jedaH of HajBaKHHUjUX KOMOMHATOPHUX IIOjMOBA. Y OHOME IITO
cnenu ymo3HaheMmo ce ca BUXOBUM OCHOBHUM CBOjCTBUMA, HEKUM HIEH-
TUTETUMA ¥ jeJHOM HAIpPEemgHOM TEXHHUKOM IIpedpojaBama IMO3HATOM Kao
popmyia yKIbydetha-UCKIbyYetha.

1.3.1 OcHoBHa CcBOjCTBa

BunomHu Koeuuyujeni, y o3nanu (}) (uuta ce ,n Hapg k"), medunure ce
3acBako k e Nun € R kKao

(:) _ n(n—1)~1-<!(n—k+1).

HOopatHo ce gedunuie (;) = 1. YV cnenujanuom ciydajy n € N, k < n, Baxu
jemHakroCT

n n!
<k> T Kin—k) (14)

KOja cieau OUPeKTHO u3 geduHuImje.
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Mpumep 1.3.1. BpeguHocT duHOMHOT KoeduiimjeHTa 3a n = —5,3 u
k=3je
_5a3 _ (_573)'(_573_1)'(_573_2)
3 N 3-2-1
_ (_57 3) . (_67 3) . (_773)
N 6
_ _&6747 — _40,6245.

Cnepne HeKa OCHOBHa CBOjCTBa OMHOMHUX KoeduliyjeHaTa, TO jeCT OCHOB-
HU UOEHTUTETH KOje OMHOMHU KoehUIIUjeHTHU 3a0B0baBajy.

Teopema 1.3.2 (ycnoB cuMeTpUYHOCTHU). 3a iipupogHe bpajese k u n, Koju 3a-
goeoswasajy k < n, sascu jegHakociu

()= (")

Joka3. Kopuctehu dhopmyny (1.4), modujamo

n _ n!
(n—k) ~ (n—k)!(n—n+k)!
n!
~ ki(n—k)!

| n
=)
Teopema 1.3.3 (Heraumja ropwer nHaekca). 3a k € N u n € R gadcu jegHa-

Kociu
(—kn> _ (_1)k<n+l;— 1).

Joka3. IupeKTHUM padyyHOM HodujaMo:
=iy, (=== L) ees (=i =4 1
¢ k!
_(-D*n(n+1)---(n+k-1)
B k!

:(_1)k(n+i—l>.
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HapepgHu uoeHTUTET, KOjU Ce y TUTEPATyPH MOXKe IpoHahu u mom mpy-
ra4yujuM Ha3WBUMA, 4€CTO heMO KOPUCTUTH Y OHOME IIITO CIEH.

Teopema 1.3.4 (apuumoHa cpopmyna). 3a k € N u n € R 8adcu jegHakoci

()= (") (2

Joka3. Cnir4yHO Kao y IPETX0OHOj TeopeMH, fodujamMmo

n—1 n-1\ (n-1)n-2)---(n-k)
( k >+<k—1>_ ki
(n-1)(n-2)---(n—k+1)

* k—1)!
_(n=1)n-2)---(n—k+1)(n—-k+k)
B k!

nn—1)(n-2)---(n—k+1)
k!
n
- (&)

Cetumo ce Ilackan0e0i® Wipoyina, TO jeCT CXeMaTCKOT pacliopena IIpH-
pozmHux dpojeBa y BUAY ,0eCKOHAa4YHOr” TpOyTrJjia MIyCTpoBaHOIr Ha Ciu-
nu 1.1. Oyx ,00uHux uBHIla” Halla3e Ce jequHUIE, a CBAKH OF OCTaJIuX
dpojeBa jegHak je cymu gBa dpoja Koju ce Hajlale rope-jieBo U rope-IecHOo
Yy OOHOCY Ha mera.

= 1
1 1 1
= 1 2 1
n= 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

Cnuka 1.1: TTackanoB Tpoyrao.

IIpuMeTHMO fia Cy eJIeMeHTH n-Te BpcTe odbnuKa (;), 3a 1 <k < n. 3a

IMOYEeTHE BPCTE OBO HHUj€ TEIIKO MPOBEPUTU OUPEKTHUM padyHOM. [lokas

8Bnes [MTackan (Blaise Pascal, 1623-1662) - dpaHIycKu MaTeMaTidap, Gusnyap u Guio-

300.
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Ia je To 3amcTa Tako y ciay4ajy dumo koje Bpcte [TackamoBor Tpoyria cie-
IU OUPEKTHO M3 afuliioHe GopMyse. 3aucTa, OHa TBPAY YIIPaBO OHO IITO
CMO ¥ KOPUCTUJIM NIPU KOHCTPYKLUjU TPOYyTja: K-TU €JIEMEHT y N-TOj BP-
ctu (1 < k < n) jennaxk je cymu (k — 1)-or u k-tor enemeHTa u3 (n — 1)-Be
BpcTe. [Ipyrum peudmma, [TackanoB Tpoyrao Huje HUIITA OPYro OO jegaH
CXeMaTCKHU 3alluC jeJHaKOCTU Koje clefe U3 afuluoHe Gopmyre.

®opmMyia O K0joj cy dDuHOMHU KOoehULIMjeHTH HOOUIu Ha3uB IIO3HaTa
je xao duHomHa ¢popmyaa (y HEKOj muTepaTtypu, OuHOMHaA TeopeMa). OBme
heMo maTu jegaH MHOYKTUBHU JOKa3.

Teopema 1.3.5 (buHomHa dopmyna). 3an € N* u x,y € R 8adcu jegHakocil

(x+y"= zn: <Z) xXkyrk,

k=0

Joka3. Uangykiujom o n. 3a n = 0 modujamo upmenturer 1 = 1 (da3a uH-
oykuuje). I[IpetmoctaBuMO Oa popMysia Baxku 3a n — 1 (MHOyKTHUBHA XUIIO-
Te3a). JemHOCTaBHUM ajiredapckuM TpaHchopMaluvjamMa, Y3 Kopulitheme
UHOYKTUBHE XUIIOTE3€ Y APYroj ¥ agulinoHe ¢popMye y IeToj jeIHaKOCTH,
JodujaMo TpaKeHU UOEHTUTET:

1

xX+y)"=x+y)x+y)"

-1
e (e
k=0
< /n-1
k+1,,n—k—1 _ kyn—k
)x y +§< k >xy

_Xn+n_1 n-1 + n-1 Xk Lyt
k-1 k oy

n—1
. n ny,n—n n kyn—k n 0,,n—0
~(apre (o= (o)

OBa TeopeMa HaM KaxXke [a cy Koedunujentu neduHrcany jeqHakoIthy
(1.4) ynpaBo koedunjeHTH KOjU Ce II0jaBIbyjy y pa3Bojy durHoma (x + y)".
Ha ocHOBy npeTxoOHEe OUCKYCHje, CBU OHU MOTy ce ImpouuTtaTtu u3 Ilacka-
noBor Tpoyrina. Y ITomomerbKy 1.6.2 mokasahemo cnruHO TBphewme y KojeM
BaXxu n € Z.
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Mpumep 1.3.6. EBo HEKUX clielifjaJIHUX CIy4dajeBa ca KojuMa hemo ce
cpeTaTu y HaCTaBKy.

* 3ameHoM x = 1 u y = 1 y dBuHoMHOj hopMmynu, modujamo ¢hopMyIy
3a cyMy duHOMHUX KoeduijeHara:

50

* 3aMeHOM jemHOT Of cabupaka jeguHHUIIOM, Ha mpuMep y = 1, mo-
dbujaMo jeqHAKOCT:

(x+1)" = i (Z)xk.

k=0

* 3amesoM x =1 u y= —1 u obparHo, JodHjaMoO jeIHAKOCTH:

-5 Q)

k=0

HaBemuMo joIll HEKOJIUMKO IIpUMepa.

Mpumep 1.3.7. Hanucatu duroM (x + y)° y pa3BUjeHOM ODIIHKY.

[TotpedHo je m3pauyHaTu cBe Koedurumjerte (), 3a 0 < k < 5.
(Ha mpuMep, MoXke Ce MCKOPHUCTUTH IlackamoB Tpoyrao.) TpaxkeHu
Koedunujentu cy 1,5,10,10,5 u 1, ma je pa3Boj maT ca

(X +y)° = x° + 5x*y + 10x°y* + 10x°y° + 5xy* + y°.

Mpumep 1.3.8. M3pauyHaTu KoebHUIHjeHT KOju ce Hamasu y3 x>°y?° y
pas3Bojy dunoma (x + y)”°.

Baxwu n = 75, mok u3 x°°y?® 3akibyuyjeMo ma Baxu k = 50, ma je
TpaXeHu KoepUInjeHT jemHak

<;(5)> =052588547141148893628.

Hapenxu npuMep je BpJIO CIWYaH.
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Mpumep 1.3.9. VM3pauyHaTtu KoeduuujeHT Koju ce Hamasu y3 xy!! y
pa3Bojy dbuHoMa (2x — 3y)'7.

I[TpumeHoM duHOMHE hopmyTie, modujaMo

17

ex-397 =Y (1)) @xrap

k=0
a 3akJby4dyjeMo ma ce y3 x°y'! Hamasu

(17>.26.(_3)11:_17'16-15-14.13.12

6 61 .64 .3" =-792064 - 3!

Baxu u jemHo yommTeme OuHOMHe ¢opMyie Yuju mokas3 hemo usocrta-
. !
BUTHU. Y popMyIanuju TeopeMe KOIUIHUK m o3Hauuhemo ca

n
k17k27'-'akr i

Teopema 1.3.10 (nonamHoMHa popmMmyna). 3an € N* u xq,X,,...,X% € R 8agxcu
jegHakociu

- n kq
(X1+X2+...+Xr) = Z (kl,kz,...,kr)xl
ki+ky+...+kr=n

ki,ka,...,kr >0

k
2 ... ykr
Xo2 - XK

Mpumep 1.3.11. VKOIUKO HUCMO TPUHOM (X; + Xz + X3) 2Kejenu faa Ha-
[UIIEeMO V Pa3BUjeHOM 00NMuKy, TO dUCMO ypamuny OUPEKTHOM IIpe-
MeHOM nonuHoMHe dopmyne. OBoe hemMo HanucaTyu IPBUX HEKOIUKO
YJjIaHOBa pa3Boja:

3 3 3 3
Ot +x5)° = (3 0 0)"“(0 3 0)X§+(0 0 3)X§+<2 1 O)X%XZJF"'

(Ca pecHe cTpane jegHakocTu Hana3u ce 10 cabupaka.)

Mpumep 1.3.12. VMizpauyHaTu KoeDUIIUjeHT KOjU ce Haja3u y3 xy’z* y
pa3Bojy TpuHOMA (2X +y — 32)”.

Baxwu n = 7, a u3 xy?z* nodbujamo k; = 1,k, = 2 u k3 = 4. Omgroeapa-
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jyhu 4naH y pa3Bojy jeqHaK je

7 2 4 7 2)
(1’274>2xy (—32)* =162 - <17274>xy 24,

a je TpaxeHu KoehUIIHjEeHT jefgHaK

7 7!
162 - (1’2,4> :162-m:162~7-5~3:17010.

1.3.2 Heku DMHOMHM MpEeHTUTeTH

Y nutepatypu ce Moxe ITpoHahu n3y3eTHO BETUKH OPOj UIEHTUTETA KO-
ju yKibyuyjy duHoMHe Koedunujente. Heke Kmbure, monyrt kiacuuHe [28],
nocBehene cy camo muMa. [locnenmux meleHMja pa3BHjajy ce ayToMaTH-
30BaHM METOOY 3a BUXOBO JOKa3uBame, a II0CTOje ¥ UHTEPHET CTPaHUIle
nocsehene muMa.

Y knacuuyHOj KOMOUHATOPHUIIM M3OBajajy ce OBa MeToda 3a OoKa3WBa-
Bbe ODMHOMHMX HUOEHTHUTETAa. JemaH je anredapCkm W y OKBUPY H-era go-
Ka3 ce U3BOOU anredapCKyUM padyHOM (KOju ce YeCTO CBOOU Ha IPUMEHY
MaTeMaTHU4Ke MHOYKIMje UM CBOheme HMOEeHTUTETa Ha HEKH KOju je of
paHuje no3Hat). OBaj METOI NIPUMEHUIN CMO Y HOKa3uMa CBUX TEOpPeEMa
U3 IPETXOOHOT IOfoe/bKa U MPUMEHMhEMO ra Y JoKa3uMa TeopeMa Koje
cnene. Hemro cnoxkeHMja BapHdjaHTa UCTOT MeTOfda u3joxeHa je y ITomo-
merpKy 1.6.4. Ipyru MeToq je KOMOUMHATOPHM U ca UM heMo ce cycpecTu
y okBupy Ilogomerpka 1.4.4.

Hexku op npeHTuTeTa Koje heMo oBe HaBECTH BaxXe M y OnmITHjoj dhop-
MU of HaBeIeHe, TO jecT be3 orpaHMYeHa Ha HeHeraTuBHE Ilejie dpojeBe
y Clly4ajy TOpEer UHOeKCca.

Teopema 1.3.13 (u3Bnavewe ucnpep sarpage). 3a k,n € N gajce ugeHiu-
tueitiu (gpyiu ilog iipeitiiocitiaskom k # n)

n\ _n/n- 1 n\ _n n-—1
k) “k\k-1) “\k) Tn—k\ k )
Joka3. 3a k > n 0dba umeHTUTETA Cllede OUPEKTHO. Y CYyIPOTHOM, OOKa3a-

heMmo npBH, OOK ce Opyru mokasyje Ha CIUYaH HauMH. [JUPEKTHUM pady-
HOM pmobdujamo cnenmehu HU3 jemHAKOCTH:

%(Z: i) - % (k —(’;)_!(rll)i o~ k!(nni A (Z)

Teopema 1.3.14 (nojepHocTaB/bUBake npousBoaa). 3ak,n,r € N* gadicu jeg-
Hakociu
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n k+r\ (n\/n—-k
k+r k ) \k r )
Joka3. [10BOJBHO je pa3MOTpUTHU ciay4daj k + r < n. [IpuMeHOM UOEHTHUTE-

Ta (1.4), moToM rpynucameM oAroBapajyhux 4iaHoBa U IOHOBHOM IIpUMe-
HOM HCTOT MOEHTUTETa, HodrjaMo:

n\ /n—k n! (n —k)! (k+n)!
(k)( r ):k!(n—k)!'r!(n—k—r)!'(k+r)!
n! (k+n)!
k+nn—k—n! kir!

=2 (%)

Huje Telmko IpoBepUTH da IOCIeOBU UOEHTUTET BaXKy U Kafa je n Ipo-
U3BOJBAH LIeO OpOj.

Teopema 1.3.15 (cymaumoHe popmyne). 3a r,n € N* gadxce jegHakociuu

. (r+k> <n+r+ 1)
> = u
k n
k=0

z": (k) _ (n + 1)

—\r r+1
Joka3. TIpuMeHOM MaTeMaTH4YKe HHOYKIIMje foKa3aheMo IpBy UIEHTUTET,
a Ha cIW4YaH HAa4YMH JOKa3yje ce U OpyTu.

3a n = 0 modujamo mpenturer 1 = 1. IIpernmocraBuMO ma dhopMyia
Baxu 3a n — 1. Pa3gBajarkeM CyMe ca JIeBe CTpaHE jeJHAKOCTH Ha CyMy
OpBUX N cabupaKa M IOCJIEeO’BU cadupak, IOTOM IPUMEHOM MHOYKTUBHE

XUIIOTE3€ Ha O00ujeHy CyMy M KOHAYHO MPUMEHOM afullnoHe ¢hopMyiie,
mobujamMo TpaxkeHHW uOeHTUTET. KOHKpPEeTHO, BaXKu HU3 jeJHAKOCTH:

ki;(;;k) ::i;(r—;k) . <r:n)
() (0)
B <n+;+ )
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Teopema 1.3.16 (cyma kBappaTa). 3a n € N* 8adcu jegHakociu

z": n\> (2n
k) \n)
k=0
Joka3. OBme hemo maTu jemaH eneraHTaH JOKa3 3aCHOBAH Ha OMHOMHOQ]
dopMmynu. 3a cCBaKU peasiaH dpoj x BaXuU jeqHAKOCT

(x+1)"(1+x)"= (x+ 1)
Capa, Ha OCHOBY CIIellMjaIHOT ciiy4daja duHoMHe ¢popmye (3ay = 1) odpa-
benor y [TpumMmepy 1.3.6 u ibeMy CUMETPUYHOT ciiy4aja (3a x = 1), 3aKiby-

YyjeMo fa BaXku
(5 ()%) (S @) -5 )

JacHo, KoeduljeHTH KOju ce Hajale y3 X" y u3pa3uMa ca JIEBE U IeCHe
CTpaHe OBe jeJHAKOCTU MOpajy OuTHu jemHaku. Tu KoeDUIIUjEeHTH PETOM Cy

n
jenmaxu 3 (7)” u (*"), omakne cnemu TBpheme. |
k=0

OBaj moka3 MCTOBPEMEHO IIpeHACTaB/ba YBOH Y HEIITO IITO CJIEOU Ka-
cuuje y ITopomerpky 2.3.4. JoII jemaH eeraHTaH moKa3 MOXKE Ce U3BECTHU
KopulithewmeM upeHTUTETa KOju he dutu mokasan y Teopemu 1.4.13 (Bu-
IeTU TEeKCT HaKOH Te TeopeMe). [IpuMeTuMo ga 6u MHOYKTUBHU OOKa3
UITa0 HEeITo Texke, Oyayhu ma ce ropmu UHIEKC n IO KojeM Tpeda ma ume
HHOyKIYja IojaBibyje U y u3pa3y KOju ce CyMHupa.

1.3.3 dopmyna yK/byvyemwa-ucksbyuyema

QopmMynia yKiby4dema-UCKIbydemna IIpefCcTaBba YOIIITEeRe paHuje CIo-
MeHyTOr npuHIuna 30upa. [Ipema TOM OPUHLUILY, IOACETUMO Ce, BaxKu
A UAU---UA,| = |A1| + |Az| + ... + |A,|, Kapa Tof Cy pa3MaTpaHu CKyIIOBU
OUCJYHKTHY. YKOJIMKO [IBa UJI¥M TP CKyIlla MMajy Hellpa3aH IIpeceK, Tana
BaXku

|A1 UAz| = |Aq]| + |A2| — A1 NAz|,

OIHOCHO
|A; UA; UA3| = |Ar] + Az + |As| — JA1 NAy| — |[A; NA3| — [A; NAz| + |A1 NA; NA;3.

OBO Hac mOBOOU OO IMPETIOCTaBKe Oa du y ommiTeM ciy4ajy MOTJIO Ba-
JKMTH HEeIITO OBOT 00IuKa:

|A1 UA2 U UAn| :|A1| AF oo Ar ‘An‘ - |A1 ﬂA2| I |An,1 ﬂAn|
+ A NA NAs [+ ...+ A, 2 NA 1 NA, ...

dopMasiHU JOKa3 AaT je y HapegHOj TEOpeMHU.
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Teopema 1.3.17 (cbopmyna yk/byyema-UCKsbyuyemwa). 3a KoHauHe ckyiloge
A A,, ... A, 8adcu jegHakocil

(e 5 e

i=1 P£ICNp

ﬂAi‘. (1.5)

i€l

Joka3. YKOIUKO HEKU elIEMEHT X Ipulaga yHuju A; UA, U--- UA,, Taga
Taj eIeMEeHT IIpullafa ¥ HEKUM O[] CKyIioBa A;,A,,...,A,. [IpeTmmocTtaBuMO
oa k cCKymoBa cafip2Ku eJIEMEHT X ¥ HeKa Cy TO, 0e3 rydbera Ha OIIITOCTH,
CKyTIOBH A;,A,, ..., A,. Taga Baxu x € (), A,.

Bynyhu ma nmpunaza CIIOMEHYTOj YHHjH, €JIEMEHT X OOIPUHOCH Ia Ce
BPEOHOCT Ca JieBe CTpaHe jemHakocTu y ¢dopmynu (1.5) yBeha 3a 1. Tpeda
OoKa3aTH [a X Ha UCTH HaYWH OOIIPUHOCHU M BPEOHOCTH Ca [eCHE CTpaHe,
TO jecT ga ce u oHa yBeha 3a 1.

Pa3smoTpuMo cabupke ca mecHe cTpaHe jegHaKoCcTH. Hajupe, mIpuiukKom
cadupama |A;|+ |Az2]| + ...+ |A;|, X ZOIPUHOCH Oa ce fecHa cTpaHa yBeha 3a
k. TIpunukoM omy3uMakba ABOYJIaHUX IIPECeKa, X HOIIPUHOCHU [a Ce HeCHa
CTpaHa yMamHu 3a (’2‘) (mpeTmocTaB/paMoO Oa je 0BO IIO3HATO, a YKOJIHUKO je
norpedno, Bugetu Teopemy 1.4.10 y HacTaBKy), IPUIUKOM cabupara Tpo-
YJIaHUX IIpeceKa [ecHa cTpaHa ce yBehaBa 3a (’;) U Tako pemom. [lakie,
IOIIPHHOC eJIeMeHTa X BPEJHOCTH Ca [eCHe CTpaHe jeqHAKOCTH jeqHaK je:

)+ () e ()
00O ()-()- (2
() (e

Ipu 4eMy je Ioclefmka jeOIHaKOCT nocnenuna dunoMue hopmyrie (BUOZEeTU
IMpumep 1.3.6). OBUM je moKa3 3aBpIIEH. [ |

3apauum

1. Tokas3aTtu ga 3a n € N HU3 dpojeBa

n
k
pacrte 3a 0 < k < |2| u moTom onapma. (O3HaKy |%| KopucTuMO 3a Hajsehn

11eo d6poj Koju Huje Behu o 7.)

2. Mi3pauyHaTu CcyMy CBUX KoedullijeHaTa KOju ce mojaBIbyjy V pPa3Bojy
dbunoMa (—3x + 40)%°.
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3. M3pauyHaTu KoepUIMjeHT KOju ce Halla3u y3
* x!2 y pa3Bojy TpuHoma (1 —x+x3)" u
* x*y? y pa3Bojy TpuHOMa (3X + 2y — 1)°.
4. JlokazaTu UgeHTUTEeTE (OPYyTH, 3a Kk # n)
(n) :nk+1<n+1> " (n) :k+1< n )
k n+1 k k n—k\k+1

(Kop oBUX ¥ CBMX HapeOHUX UIOEHTUTETA IIPETIOCTAaBUTHU A je TOPEHU UH-
IeKC IpupomaH dpoj.)

5. Jloka3aTu UOeHTUTETE
. k+n B k o _ P
2 2 2)
2n\ __/n )
(3)-2()

6. JJoxazaTu UOEeHTUTET

2n\ 2"2n-1)(2n-3)---3-1
(n) n! '

7. 3pauyyHaTu cyme

* ) k(k+1),

k=1
. z": 1 <n+ 1) u

< k+1\ k

(=) /n+k
k k )

k=1
8. [Joka3aTu UOEHTUTETE

. Z(Zn_k>2k:22"n
n

k=0

Xt (o) (8) = ()

hE
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9. Konuko mma npupopHux dpojeBa He Behux og 1001 xoju cy memusu
HajMame jegHuM ofn dpojeBa 7, 11 unu 13? (OBaj ¥ HapeZHU 3afalld MOTY
Ce pellIuTH Ha pa3He HauWHe, a OBIOe Cy 3alaTH jep je jemaH oI HayuHa
3aCHOBaH Ha QOpMyNH YKbydema-UCK/bydemha.)

10. Y nudrty ce Hanasm 10 ocoda. Ha kKonmko HadmHa CBe 0C0de MOTry
u3ahu Ha 5 cupaToBa, ako Ha cBakoM cmpaTy Mopa uzlahu dapeMm jemHa
ocobda?

11. Pacnomnaxemo ca 5 6oja. Ha Konuko HauvHa MOKeMO 0D0jUTH CTpa-
He OKTaeqpa TaKo Aa OHe Koje UMajy 3ajeHUYKY UBUIy OD0jUMO pa3udu-
TuM bojama?

12. Konuko uMa OpUPOZHUX OpojeBa y YMjUM Cy 3anucuMa CBe Iudpe
mehycobHo paznuuure?

13. HymMmepucaHy KOUIKHUITy dallaMo JoKJie cCyMa godujeHux dpojeBa He Oy-
me Beha unu jegraka 100. Konmko nMa HM30Ba JodujeHUX OpojeBa y cBa-
KOM IOojeAMHa4YHOM pe3yiTaTy (padyHa ce W Iocienmne dallame)?

1.4 WN3dopu enemeHaTta

Y oBoM operbKy ymo3HaheMo ueTupu Tuna m3dopa eneMeHaTa HEKOT
KOHAYHOTI CKylla, Kao U CIelHjajHe CllydajeBe HeKux of Tux u3sbdbopa. He-
LITO OF OHOTAa WITO CIIEOY YUTAOIY je BEPOBATHO IIO3HATO Of pPaHUje, a Halll
akueHat he dutu Ha ¢GopMaSTHUM HOKa3uWMa IO3HATUX TBphewa U Impume-
puma.

1.4.1 Yetupu TMna nsdbopa enemeHara

Heka je moTpedHo n3adpaTtu purcupaHu dpoj eneMeHaTa HEKOT KOHAY-
HOT CKyIla. Y 3aBHCHOCT Of TOTa Aa Ji4 je duTaH pemocieq y KojeM dupaMo
eJleMeHTe U [ja JIU je HO3BOJhEeHO MTOHaB/balhe IPUINKOM U300pa, pa3muKy-
jeMmo gyetupu n3bopa enemeHara. Y3bope enemeHaTa Kof Kojux je dburtan
penmocrnern y KojeM ux dupamMo Ha3uBaMo ypeheHuM, ITa TaKO Y 3aBUCHOCTHU
Of TOTa [a /¥ je IOHaBJbalbe NO3BOJbEHO MU HUje, Pa3/IuKyjeMo ypeheHe
usbope esemeHailia ca lioHaswarem u ypeheHe usbope esemeHailia 6e3 iioHaA8baA-
wa. CnuuHo, n300pe eneMeHaTa KO KOjUX HUje duTaH pemocien y KojeM
ux dupamo Has3uBaMoO HeypeheHHUM, IIa TakKO y 3aBUCHOCTH Of TOra [a JIu
je moHaBIbam€ N03BOJLEHO UJIH HHUje, pa3uKyjeMo HeypeheHe usbope eneme-
Hailia ca loHaspareM 1 HeypeheHe usbope enemeHailia be3 lioHAB/bAA.

HanomeHa 1.4.1. Y nuTepaTypu ce MOTy IpoHahu u gpyraumju HasuBU
CIIOMEeHYTHUX U300pa, Ia ce Tako ypeheHu nu3dopu eneMeHaTa MOT'y IIPETO-
3HaTH OO Ha3uBUMa 8apujayuje (ca unm 6e3 moHaBIbaka) Uu lepmyiuauuje
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k-tuoi pega, npu yemy k mpencraBiba Opoj eneMeHaTa Koje dupamo. Croud-
HO, HeypeheHu usbdbopu ereMeHaTa Ha3uBajy ce U KoMobuHayuje (IOHOBO, ca
unu 6e3 moHaBsbama). OBaj TepMuH heMo U MU KOPUCTUTH, HAPOYUUTO Y
ciny4ajy usbopa de3 moHaBrbamba.

Tepmun ,0e3 moHaBbaka” YyrIaBHOM Ce U30CTaBba. lTakohe, m3bopu
elleMeHarTa ca II0HaB/balkbeM MOT'y OUTH pa3MaTpaHU U Kao u3dopu eneme-
HaTa 0e3 noHaB/baka (a1m) MyJITHUCKYIIA.

MpumMmep 1.4.2. M3pavyHajMO KOJIMKO UMa u3dopa 2 eneMeHTa IETO-
unaHoOT ckyna A = {a,b,c,d,e} y cBa 4 cnydaja.

Bpoj ypehenunx n3dopa ca moHaB/bamkeM jemHaK je Op0Ojy OBOCIOB-
HUX peyYu Koje ce Mory hopMupaTu KopulthelkeM CJIoBa Koja IpuIa-
Oajy ckynmy A. O4urienHo je Oa IOCTOju 5 TaKBUX PEYU KOje IOYUHY
CBaKHUM Of cjioBa (y CJIy4ajy CJIOBa a TO Cy ad,ab, ac, ad, ae), Te je yKy-
maH 6poj jemgHak 52.

IMa ducmo modunu ypebene u3dope 6e3 moHaBbama, MOBOJHHO je
Ia U3 OPEeTXOOHUX U300pa eTUMMUHUIIIEMO OHE KOJ KOjUX Ce eJIEMEHTHU
IIOHAaBJbajy, a TAKBUX je D, IITO 3HA4YM Oa OBaKBUX u3dbopa uma 20.

CnuuHo, ma ducMmo modunu HeypeheHe nu3dope ereMeHaTa ca IIO-
HaBJbalkEM, JOBOJBHO je Ja y CKyIny ypeheHux usbopa ca moHaB/bamkeM
UOEeHTU(DUKYjeMO OHe KOjU Ce Pas3lIuKyjy caMo y pemocieny usabdpa-
HUX eJieMeHaTa (Ha MpuMep, TakBU cy ab u ba). HakoH jemHOCTaBHOT
npebdpojaBama mona3uMo o 15 oBakBux usbdopa.

Hamocnetky, HeypebeHe n3bdope de3 moHaBsbaka A00MjaMO Kaga
U3 IPETXOONHUX U300pa eITUMHUHUNIEMO OHE KOI KOjUX Ce eJIEeMEeHTHU
IIOHAaBIkajy, IITO Hac moBomu o 10 oBakBUX u3dbopa.

Y macrtaBky hemo pehu HemiTo Bullle 0 CBAKOM Of HaBeIeHUX u3dopa
eleMeHara.

1.4.2 YpeheHu nsdopu enemeHaTa ca NnOHaB/bakbeEM

PasMoTrpumo ypebenu usdbop k ereMeHaTta CKylla O N eleMeHaTa, y3
IO3BOJHEHO IIOHAB/bAKkE IPUIUKOM U300pa, IpU YeMy Cy K ¥ n MpUPOIHU
dpojeBu. Bpoj TakBux n3dopa jemHak je dpojy mpecnukaBama f: Ny — N,.
Haume, ako cKyIl of n eieMeHaTa UAeHTUGUKYjeMO ca cKymoM N,, oHIa
je jacHo ma cBaKOM mpecirKaBamwy f jeqHO3HAa4YHO OAroBapa jemaH u3dbop
ejleMeHaTa Ha Ha4YMWH [a je i-TU u3adpaHU eIeMeHT y OKBUPY TOT H300-
pa jenHax f(i), i € Ny. Y ckinagy ca IpeTXOOHUM 3allaxKameM, HHUje TEIIKO
ompenuTy dpoj oBaKBUX U3DOpa eneMeHaTa.

TeopemMma 1.4.3. bpoj iipecaukasarea f: Ny, — N, jegHak je

nk.
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Joka3. Toka3s hemo n3Bectu uHAyKLIMjoM 110 k. 3a k = 1 mocToju n npecnu-
KaBama KOjuMa Ce jeIUHCTBEHU eJleMeHT CKylla N; IIpeciuKaBa y HEKU
elleMeHT ckyrma N,, uuMe je popmupaHa da3a UHOYKIIKjE.
IMpeTmocTaBUMO ma TBpheme Baxu 3a k — 1 (MHOYKTHBHA XUIIOTE3a) U
npehuMo Ha MHOYKTUBHU KOpaK. Ha OCHOBY MHOYKTHBHE XWUIIOTE3€E 3a-
KIibyuyjeMo pa ce k — 1 emeMmeHaTa ckyna Ny MOXKe IIPECTIUKATH Y eJIEMEH-
Te cKyma N, Ha n*~! HauWHa, a IpeocTanu, k-TU eJIeMEHT, MOXKe Ce Ha N
Ha4YWHa IIPECIUKATU Y HEKU ejieMeHT cKyma N,. (JemHocTaBHO, KOJOMEH
¥Ma n ejieMeHaTa Koju cy moryhe cmuke.) [Ilakme, mocToju n - nt-! = nk
IpeciIuKaBama. |

Heka je A mpou3BOJbaH IIOACKYII HeKOr CKylla X. KapakiepuciiuuHa
¢@yHKuuja ckyna A, y,: X — {0,1}, medunucana je ca

1, x€eA,
1a(X) = 0, x¢A.

Capma MoXeMo [IoKa3aTu u cienehy Teopemy.

Teopema 1.4.4. Heka je X HeKu Ckyl og n enemeHaiid. Bpoj eaemeHalua tap-
uutuueHol cKyila ckyila X jegHak je 2", Wio jeclu 8axcu

IP(X)| = 2.

Joka3. Youumo ga cBakoM monckymny A ckyna X (YK/by4yjyhu nIpa3aH CKyI
u caM X) ofroBapa jeOUHCTBEHa KapakKTepHCTHU4YHa GyHKIHUja y,: X —
{0,1}, anu u obpaTHO, cBaKa GyHKIMja HATOr 0OIMKa oAroBapa jegHOM
nopckynmy. [pyruMm pedmMa, Opoj eleMeHaTa IapTUTUBHOTI CKylla CKY-
na X jegHak je dpojy KapakTepucTudHUX GyHKIIHja (IOACKYIIOBa CKyIia X).
¥V cknapy ca Teopemowm 1.4.3, oBakBux pyHKIMja uMa 2". [ |

1.4.3 YpeheHu nsdopm enemeHara

Hexka cy u mamee k u n mpuponHu dpojeBu. YKOJIUKO Baxu k > n, jacHO
je ma He mocToju HUjemaH ypebenu n3dop k enemeHara (6e3 moHaB/bama)
Mamer CKyIla Of n eleMeHaTa, Te CTora Hafja/be MOXKEMO IIPETIOCTaBUTH
oa Baxu k < n. Bpoj ypehenux usdopa k enmeMmeHara cKyIia ofi n eieMeHaTa
jemHaxk je dpojy MHjeKTMBHUX MpeciuKaBama f: Ny — N,. 3aucra, cCBaku
u300p MOKEMO UOeHTUDUKOBATH Ca jeOHUM IIpeCcIvKaBamkeM Ha UCTU Ha-
YWH Kao KOf INPEeTXOOHO OIMCaHuX m3bopa ememMeHaTa. Y OBOM CiIy4ajy,
UHjeKTUBHOCT IIpECIUKaBamba eTUMUHUIIE MOTYhHOCT ITIOHaBIbakha IPUIIHN-
KOM m30opa.

Teopema 1.4.5. 3a iipupogHe b6pojese k u n iiakee ga sadcu k < n, 6poj uHjek-
uusHux ilipecaukasarsa f: Ny — N, jegHak je
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Joka3. Yy oBoM moka3ly npuMeHmheMo MeTon MaTeMaTU4YKe HHAYKIIMj€E II0
npoMeHJbUBOj k. Ba3dy uHayKnuje popMupaMo Ha HaYMH ONUCAH y AOKa3y
Teopeme 1.4.3.

IIpernocTaBuMO Aa TBphewme Baxu 3a k — 1 (MHOYKTUBHA XUoTesa). To
3HauM fa ce k — 1 eneMeHaTa ckymna Ny MOXe UHjeKTUBHO IIPECIIUKATH V
eneMeHTe ckyna N, Ha n(n—1)---(n — k + 2) HauuHa, OOK je dpoj HAuWHA
Ha KOje ce IpeocTany, k-Tu e1eMeHT, MOKe IIPECIUKATU y HEKU €II€MEHT
ckyna N, jegHak n—k + 1. Haume, IIOIITO Ce paiy O UHjeKTUBHUM IIPECIIU-
KaBamMuMa, IpeocTaro je jour n — k + 1 moryhux ciauka 3a Taj eJiIeMeHTa.
HOaxkne, k enemeHaTta cKyna Ny, Mox&KeMo Ha

k—1

HayWHa MHjEKTUBHO IIPECIUKATH y eIeMeHTe CKyma N;,. |

1

HanomeHa 1.4.6. IIpou3BOg U3 TEOPEME jeOHAK je # Axo Baxu k > n,
OHMa je jemaH ¢akTOp y mpou3Bomdy (a TUMe ¥ caM IIPOU3BOI) jedHaAK HYIIH,
ma TBpheme BaXM U Taja y3 OIacKy HOa y TaKBOj CUTyallUju MPETXOOHU

KOJINYHUK HUje mepuHUCAH.

Mpumep 1.4.7. Heka je mato 10 rpamoBa of Kojux Tpeda oduhu 4 y
IIPOM3BOJHHOM PENOCIENY U CBaKM IO jemaHnyT. Ha KOIMKO HayuHa
je To moryhe ypagutu?

Ha nmouyetky nmoctoju 10 KaHOuAaTa 3a IPBU I'paf KOju 0dunasuMmo,
nmotoM 9 3a gpyry, 8 3a Tpehu u, Ha Kpajy, 7 3a 4eTBpPTHU rpan. lakie,
pelemwe je

10-9-8-7 = 5040.

IMepmyiuayuje (CKyma of n e1eMeHaTa) Cy CliellMjajiaH ciy4aj ypehenux
u3bopa ereMeHaTa Kof KOjux Baxku k = n. Y ckiagy ca TuM, dpoj mepmy-
Talyja CKyIla Of N ejleMeHaTa jefHak je

nn-1).---1=nl

Crnepu npuMep U HalOMeHa Koja ce OODHOCH Ha HOTalujy.

Mpumep 1.4.8. Ilepmyramnuje ckyna {1,2,3,4,5} 3ampaBo IpencTa-
BJbajy pa3MelliTama eJleMeHaTa OBOT CKyla. JegHa on mux je 12345,
Heka gpyra je 24531, a Ha OCHOBY IpeTxogHe GopMyJie, YKYITHO UX
uMma 5! = 120.
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HanomeHa 1.4.9. Hapabe heMo nepMyTaliije HaBOOUTH Ha HaYMH OIIMCaH
y IPEeTXOOHOM IIpUMepPYy, HaKJie Y BUAY HUCKU ejleMeHaTa pa3MaTpaHor
CKyIIa.

dyuKIWja (pakTOpUjesl BeoMa dpP30 pacTe, a TUMe U OPOj epMmyTanuja
CKyIla C IOPacTOM H-eTOBe KapAuHamHOCTU. Ha mpumep, Baxu 15! > 1012
u 20! > 2 -10'8 3a Behe BpemuocTu n Baxu CiliupauHiosa® (acumiiitoilicka)

¢opmyna
n' ~+v2mn (g)n,

TPy YeMy je e IPpUpPOoOHa KOHCTaHTa.

1.4.4 HeypeheHu nsdopu enemeHara

Hajnpe heMo pasMmoTputu oBe u3dope eneMeHaTa, IIa Ce IIOTOM Bpa-
TUTU Ha HeypeheHe u3dope ereMeHara ca ImoHaBbakbeM. Horaliuja Kojy
hemo kopuctutu ycknahena je ca omom u3 Opmerska 1.3. Baxwu cnemeha
TeopeMa.

Teopema 1.4.10. Heka cy k u n iipupogHu bpojesu tiakeu ga sadicu k < n. Bpoj
HeypeheHux uzbopa k esemeHailia ckyila og n esemeHaila jegHak je

n!
k!(n — k)’

Joka3. Ha ocuoBy Teopeme 1.4.5, dpoj ypehenux nuzdopa k enemeHara cKy-
IIa Of n eJleMeHaTa jegHak je (nﬁ‘k)!. Bynyhu ma ce y oBoM ciy4ajy pagu o
HeypeheHumMm usdbopuma, ox ceux ypebema ckyma op k enemeHnara (IITo cy
3ampaBo mepMyTaliije UCTOT CKylla) Tpeda eTMMUHNUCATU CBa U3y3€B jen-
Hor. To Hac MPaKTUYHO JOBOOY MO 3aKJ/bydKa Aa IIPETXOOHM KOJIUYHUK
Tpeda momenutu dpojeM mepMmyTaiiija (Koju je jemHaxk k!), omakie ciemu
TBpheme. |

BpenHOCT U3 TeopeMe jeqHaKa je SMHOMHOM KoeduimjeHTy (;). Panuje
CMO HaAIlOMEHYJIU ia CE€ Y OBOM KOHTEKCTY Y€CTO KOPUCTU TEPMUH ,KOMOU-
Hamuje k eleMeHaTa cKyma of n eneMmeHara”. Ha ocuoBy Teopeme 1.3.2,
3aKIby4yjeMo ma je dpoj TakBux KoMOmHamuja jegHakK dpojy KomMOmHAIN-
jan—k emeMmeHaTa CKyma of n eieMeHarTa.

Mpumep 1.4.11. CacraB/baMoO KJIaOUOHNYKY TUKET KQjU cagpxku 8 ma-
POBa, a moTpedHO je morogutu S5 ucxoma. Konuko nMa JOOUTHUX KOM-
drHaIKja ako CMO IOroOuIx 8, a KOJIMKO aKO CMO IIOTOOumnu 7 ucxopa?

AKO CMO IOTOAUIIY CBUX 8 HCXOMa, CBaKa KOMOMHaIuja KOjy YuHU 5

91lejmc Ctupnunr (James Stirling, 1692-1770) - MKOTCKX MaTeMaTH4ap.
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apoBa je modbutHa, a BUX UMa

8! 8!

&@—5ﬂ:&&:56

Ako cMo0 mmorogunm 7 MCXOHa, CBaKa KOMOMHaIMja KOjy YMHHU 5 na-
POBa, anu of 7 KOje CMO IIOTOOWUIIH, je HOOUTHa, a BUX uMa

7!
517 —5)1 2L

Cnepnu mpuMep U3 pauyHApPCKOT JOMEHa.

Mpumep 1.4.12. PazmoTpumo cinepehu IceymoKOI anropurMa Koju
ompebyje dpoj TpoyriaoBa Koju ce Mory ¢popMHpaTH TaKo fia Cy BUX0Ba
TeMeHa ogpebena Taukama U3 3a74aToOr CKyIlla O n Tadyaka PaBHU:

BEGIN
INPUT A = (A(1),A(2),...,A(n));
broj trouglova = 0;
FORi=1TOn-2

FORj=i+1TOn-1

FORk=j+1TOn
IF A(i),A(j),A(k) HUCY KONHMHeEapHe
broj trouglova := broj trouglova + 1;

RETURN broj trouglova

END
Komnuko nyTa anropuTam nmpoBepaBa KOJIMHEApHOCT TPUjy Tadaka?

Youumo pa he cBaka Tpojka Tayaka dUTHU IIpoBepeHa TavyHO jenaH-
nyt. Ha npumep, 3a n = 4, anropurtaMm he pegom npoeputu cienehe
Tpojke: (1,2,3), (1,2,4), (1,3,4) u (2,3,4). Hdakrne, npoBepuhe cBe
Tpo4YJiaHe KOMOMHaIMje CKyIa of 4 (MIu y OmIITEM CiIy4ajy, n) ene-

MeHTa. Y ckiagy ca Teopemom 1.4.10, ogrosop je ﬁ



graph
Highlight


1. KOMBUHATOPNKA 49

Y lNopgopmemnKy 1.3.2 HajaBuIu CMO KOMOMHATOPHU METOL 3a JOKa3uBa-
Bbe OMHOMHUX ueHTuTeTa. OnucHO ropopehu, TMM METOOOM BPIIIE CE ABa
npedpojaBamka ejleMeHaTa HEKOT CKyIla TaKo [a pe3yJTaT IPBOT Ipedpo-
jaBama dypme jemHak jedHOj, a APYror APYToj CTpaHU jeJHAKOCTH Koja ce
mokasyje. [IpBu upgeHTUTET U3 cruenehe TeopeMe mokas3aH je OBUM METO-
moM. Taj HOEHTHUTET MO3HAT je Kao BaHgepmoHgos'® ugeHiiuitei.

Teopema 1.4.13. 3a n,r,s € N 8adice jegHakociiu

W ED65)- (1)
@3 (1) (as) = (n)

Joka3. (1) [IpeTmmocTaBUMO fa Ce y HEKQj IPOCTOPUjU Hala3u I JeBojuunIla
U S JedaKa ¥ HEKa je, M3 HEKOTI pasfora, norpedbHo usabpartu n geie He-
3aBHUCHO of mmona. Y cknany ca TeopemoMm 1.4.10, To je Moryhe yYuHUTU
Ha ("'*) HauuHAa.

Ca gpyre cTpaHe, U3 CKyIla eBOj4YHIla MOXeMo u3abpaTu mux k Ha (;)
Ha4MHA, JOK 3a u3abup (n — k) meyaka noctoju (,°,) HaunHa. CyMHpameM

o k modujaMo ma je yKymnaH Opoj HaurHa u3dopa n melle jemHak

zr: r s

k/)\n—k)’
k=0

ofakie ciemu TBpheme.

(2) Baxwu cnenehu HU3 jeJHAKOCTH:

. Ve s (T s
kz_;<k) <n+k> :Z;(k) (s—n—k)

_(T+s

=)

D r+s

D <r +s—s+ n)

_(r+s

B <r + n) ’
IIpU YeMy IIPBa jeIHaKOCT CJIEAW Ha OCHOBY ycnoBa cuMeTpudHoctu (Teo-
pema 1.3.2) npumemeHor Ha (,°, ), Apyra jefHaKOCT CIeu Ha OCHOBY IIPET-
XOOHO MOKAa3aHOT UOeHTUTeTa (U3 0Be TeopeMe), a Tpeha MOHOBO Ha OCHO-
By YCJIOBa CUMETPUYHOCTH. [ |

10 Annekcanpmap-Teodun Banmepmony (Alexandre-Théophile Vandermonde, 1735-1796) -
(dpaHIlyCKH MaTeMaTh4ap ¥ XeMuyap.


graph
Highlight


50 1.4. N3BOPW EJIEMEHATA

OBa TeopeMa KOpPHUCTH Ce y CUTyallijaMa Kaga Tpeda cymupartu (1o k)
MIPOU3BOA [Ba dbMHOMHA Koeduirjerta. [IpuMeTUMO Ha Ce UOEHTUTET U3
Teopeme 1.3.16 goduja Kama ce y IIPBOM HUOEHTUTETY U3 IIPETXOOHE TEO-
peMe 3aMeHHU I' =N U S = N, y3 IPUMeHY yCJIOBa CHMETPUYHOCTH Ha (", ).

1.4.5 HeypeheHu nsdopu enemeHarta ca noHaB/batheM
Bpoj oBakBux u3bopa mar je cuemehom TeopeMoM.

Teopema 1.4.14. Bpoj HeypeheHux usbopa k esnemeHaiia ckyila og n enemeHa-
iia, y3 §Jo3eo/beHo UOHABMmAeE Upuaukom udbopa, jegHak je

(n+k—1)
K(n— 1)

Joka3. YKonuKO eleMeHTe CKyla o3Hayumo ca 1,2,...,n, Taga u3dop k
eleMeHaTa MOXKEMO CXeMaTCKM IpefCcTaBUTU pacnopebuBameMm Mapke-
pa e y BUCUHU OOT0oBapajyhux eneMeHaTa KOju Cy pa3[BojeHU IIperpagaMa.
Ha cnuny je unycTtpoBaH jenaH u3bop 7 eneMeHaTa CKyIla of 9 enemeHara:

1]2]3(4|5]6]7]8]9

I[IpumeTuMoO cafa fma je d6poj usdbopa k enmemeHaTa jegHak dpojy usdopa k
o3uidja 3a Mapkepe of n + k — 1 moryhux nmo3unuja (rMamo jom n — 1
[Io3ull¥ja 3a Iperpane Koje Cy Ha CIuIU pelpe3eHTOBaHe BEPTUKAIHUM
NHUHUjaMa), IITO IIpeacTaBba Opoj HeypeheHnux n3dopa (6e3 moHasmbamwa) k
elleMeHaTa CKyna og n+k — 1 enemMeHara, a oH je, npeMa Teopemu 1.4.10,
jemHak KOMUYHUKY U3 (OBE) TeopeMe. [ |

Crnepnu jegHa mioycTpalidja.

MpumMmep 1.4.15. Ha KOIMKO HaYMHA MOXKEMO PacIOpPemuTH 6 KyTriu-
na y 10 KyTHja, ako ce y jemHy KyTHjy MOTYy paciOpequTH Hajsuile 4
Kyrnune?

AKO 3a TpeHyTakK OPEeTIOCTAaBUMO Ia Ce y CBaKy KyTHUjy MOXKe pa-
CIIOpEeIUTH CBUX 6 KyTIuIla, OHIA je OOTOBOP ClIeOy DUPEKTHO U3 IIPeT-
XOJHEe TeopeMe, Ha OCHOBY Koje 3an = 10 u k = 6 (6 myta dupamo jen-
Hy KyTHjy u3 ckyna op 10 KyTuja, y3 Moryha nmoHaBJbaikbha IIPUINKOM
u3bdbopa) modujamo 5005 m3dopa. Cama om oBoT dpoja Tpeda omy3eTu
HeO03BOJbeHE M3D0pE, TO jECT OHE KO KOjUX je jemHa KyTHja dupaHa 5
unu 6 oyrta. IIpBux 3a cBaky KyTujy uMa o 9, mro je ykynHo 90, a
OPyrux 3a cBaky KyTHjy o 1, mro je ykynHo 10. [Takme, ogroBop je
5005-100=4905.
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Ilepmyiuauuje ca ioHa8/marweM Cy IepMyTanyje MyJITUCKYIIa, TO JeCT Iep-
MyTallje eleMeHaTa KOju ce MOTy IIOHaBJbaTH Bullle nyTa. Hajupe hemo
Pa3MOTPUTH jefaH IPUMEP, a IOTOM HOoKa3aTH TEOPEMY Koja maje dpoj oBa-
KBUX IIepMyTalldja.

MpumMmep 1.4.16 (aHarpamupamwe). Konmmko ce pedu MOXKe CaCTaBUTHU
pa3memTameM cinoBa peuu MATEMATUKA?

V3 mano Tpyma umranai du Morao npoHahu Heke peuu Koje UMa-
Jy cMmcria MakKap ako ce pa3gBoje Ha Buiie, penquMo MAT YU KAMATE
unu TA UMATE MAK, HO 0Bfie Ce pafu 0 aHarpaMupamy Koje yKIby4dy-
je u peun Koje HeMajy cmucia. Kama 6u ce pa3aMaTpaHa ped cacTojana
ofg 10 pasnuuuTHX CIIOBa, OATOBOpP du duo jegHocTaBaH - 10!, dymy-
hu ma du ce Taga paguio o mepMyTaildjaMa ckyma of 10 ememeHarta.
OBpe nMaMo IMOHaBJbaka CJI0Ba, IIITO MaJio KOMIIJIMKYje PadyH.

CnoBo A nojaBipyje ce 3 myTa, cimoBa M u T o 2 myTa, a cBux 10
cioBa Tpeda pacnopenuTu Ha 10 mosuiidja U OOPEemUTU KOJIMKO MMa
TaKBUX paclopepna.

[MomTo Ha mouyeTky nuMamMo 10 cimodomHux MecTa, 3aK/by4dyjeMo Aga
je 6poj mecTa 3a 2 cimoBa M jemnak (%)). IIpeocraso je 8 crodomHux
MecTa, 11a je 6poj MecTa 3a 3 croBa A jenHak (}). Cnuuno, 6poj MecTa
3a 2 cnoBa T jegHaK je (2) Konauno, dpoj mecTa 3a npeocTtana 3 CJo-
Ba je 3! (To cy 3ampaBo IepMyTalifije CKyma of 3 eleMeHTa). [lakie,
yKynaH dpoj peuu jeqHaK je

(1)-(8)-(3) -2 151200

Hu oBaj mpuMep HHUje TEUIKO YOIIITUTH YUME A0jIa3uMo A0 cienehe
TeopeMe.

Teopema 1.4.17. Gpoj Uepmyiuauuja ca UoHABbAREM MYAWUCKYUA 0g n eseme-
Hailia y Kojem ce ipgu eaemeHil iojasmyje n; yitia, gpylu eaemeHiu n, iyiua, ...,
k-tiu enemenit ny tiyitia, ipu Yemy 8axcu jegHaKocii N = Ny + Ny + . . . + Ny, jegHax
je
n!
n1!n2! v nk! i
Joka3. YonmrTaBajyhu padyH M3 OPETXOOHOT IIpHMepa [O0Ia3uMo OO0 3a-
KJbyYKa [ia je TpazKeHu Opoj jemHak
n! (n—ny)! n—n;—...—m_4)!
m!(n—ny)! ml(n—n; —ny)! m!(n—ny —...—n)!

Hakon ckpahuBama pa3joMaka U Kopulitherwa jegHaKoCTU U3 hopMyia-
nuje TeopeMe (U3 Koje ciuenu ma je opyru GpakTop Yy UMEHUOLY IIOCIeOther
pas3ioMKa jemHak 1), moIa3suMo OO0 TpaXKeHe jeIHaKOCTH. |
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HanoMeHa 1.4.18. BpemHOCT 13 IMPETXOOHE TEOPEME MOXKEMO O3HAYUTH
Ha HauuH yBemeH y [Togomersky 1.3.1, To jecT ca

( i )
Ni,Ny,..., Mk /)"

[TpuMeTHMO joII ¥ Oa Ta BPEOHOCT HE 3aBUCH Of pedociena y KQjeM Cy
eJIeMeHTH yKJby4YMBaHU y padyH, Te Oa Opoj mepMyTalnyja (ca moHaBJba-
BeM) MyJITUCKYIIa Of n eieMeHaTa Huje Behu ox dpoj mapMyTalidja cKymna
O n ejeMeHaTa.

Pa3sMmoTpuMoO jolI jemaH IIpuMep.

Mpumep 1.4.19 (pacnopena noknoHa). Ha KomuKo HaYyWHaA MOXKEMO
pacIofeIuTH N MOKJIOHA TPYIIHX Of K [elle mof IPEeTIIOCTaBKOM fa ce
3Ha Ta4daH OpOj IMOKJIOHA KOje CBaKo of khuxX Tpeda ma moduje?

O3HayuMO Oelly Y MaTeMaTU4YKOM Oyxy ca 1,2,...,k, u HeKka me-
TETy O3HAYEHOM Ca I cliefyje n; IOKJIOHa, IIPY YeMy BaXKM jeJHaKOCT
n=n;+n;+...+n,. IIpuMeTHMO Cafa 0a CBAKOj PaCIOLEeIN IOKJIOHAa
OATOBapa TayHO jefHa IlepMyTalllja MyJITUCKyIla KOjU cagpzXKu eje-
meHTe 1,2,...,k ¥ y KOjeM ce elleMeHT i IojaBibyje n; myTa, IITO Hac
OOBOOM [0 3aKJ/by4Ka fa je Opoj pacmopesna MOKIOHA jegHaK

n!
nilny!-- -nk!'

Opyrum peunmMa, Teopemy 1.4.17 mozxkeMo ¢hopMynucaTy U Ha cnenehu
HaYMH.

TeopemMma 1.4.20. Bpoj HauuHa ga ce n objekaitia paciiopegu y k Kyitiuja tuaxo ga
ce y i-lly kytiujy paciiopehbyje n; objekailia jegHak je

n!
n1!n2! .o -nk!'

3apaum

1. U3 ckyna op 10 ocobda Tpeda m3adbpatu 3 Koje ke 3ayzetu 3 pyHKIIHje.
Ha xonuko HauWHa ce MOXKe HU3BPIIUTHU TaKaB M300p, ako je MO3HATO Ha
jenHa ocoda Moxke duTu dupaHa Ha HajBuile 2 pyHKUMje?

2. Ta nu y buHapHUM 3anucuMa IpupogHux dpojeBa Mamux of 1000 uma
BUIIIE jequHUIIA UK Hyna? Odpas3noxKuTu.
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3. Konuko uma nepmyrtanyja ckyna N,, n > 2, Ko KOjuX Cy ejleMeHTHu 1
u 2 HecycegHU?

4. Konuko nMa d1jeKTUBHUX IIpeciaukBamwa N, — N, KOI KOjUX ce CBaKHu
eJIEMeHT IIpecjinKaBa y eJIeMeHT Pa3jInuuT of mera?

5. [late cy 4 berne, 5, UpBeHUX, 6 IJIaBUX U 7 IPHUX Kyrnulia. Ha KOIKUKO
HaynHa MoxkeMo usabpartu 10 kyrnuna? Konuko opm tux nsdbopa cagpku
KyTJIULy cBake boje?

6. Ha xonuko HauyuHa ce 30 cTymeHaTa MOXKe pacIoOpemuTH vy 4 rpyne ofg
Kojux nBe dpoje no 5, a gBe 110 10 crymenara? Illta je pemewme ako cBe 4
rpyme dpoje o 5 crymeHarta (10 ocTtaje HepacnopebeHno)?

7. KombuHaTOpHUM MeTOIOM A0Ka3aTu aguiinony dopmyny (gaty y Teo-
pemu 1.3.4).

8. KoMOMHATOPHUM METOOOM HOKa3aTH OMHOMHE HAEHTUTEeTe U3 3amaT-
Ka 5 (cTpaHa 42).

9. Konuko uMa npeciukasama N, — N, Koja Cy MOHOTOHO Heomnafnajyha,
TO jeCT KOf Kojux 3a i < j Baxu f(i) < f(j)?

10. Konuko ce dpojeBa MOKe HOOUTH MHOXKEHEM ejleMeHaTa cKyna Ns,
aKoO ce eneMeHT n € N5 MOzKe MCKOPUTHUTHU HajBUIIIE N IIyTa Y CBAKOM Of
MHOXKeHma?

11. Konuko uMa meceronudpeHux TpUPOIHUX OpojeBa 3alucaHux I0MOo-
hy mudapa 1, 2 u 3? Komuko mma npupopgHux OpojeBa UMju TepHapHU
3amnuc (3ammc y CUCTeMy ca ocHoBoM 3) uma 10 nmdapa?

1.5 leHepucawe nepMmyTaumja u KOMOMHaUMja

Ca nepMmyTaiiijaMma cMo ce cycpenu y okBupy [logomerska 1.4.3, Dok cy
KoMbuHaIuje 3anpaBo HeypebeHu usdopu enemeHaTta (be3 moHaBIbama)
odpahenu y okBupy I[lomomerpka 1.4.4. OBme heMo pehu HeiTo BUIllE 0 BH-
XO0BOM I'eHepHcamy, OOHOCHO ofipehuBakky CBUX ITepMyTaliuja unu ogpehu-
Bamy MO3UllMje HeKe NepMyTalifje YHyTap ypeheHor ckyma nepMmyTanuja,
U CIIMYHO y CIIy4ajy KoMbuHaIuja.

1.5.1 leHepucawe nepmyTaumja

leHepucame mmepMmyTaliyja mogpa3yMeBa ogpehuBame CBUX mepMyTa-
1¥ja CKylla Of n ejleMeHaTa y CKJIady Cca HEKUM IIpaBUJIOM Koje ompeby-
je pemocrnen y KojeM ce reHepullly. TakKBO IIpPaBHUJIO UCTOBPEMEHO Haje u
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jenHo ®BUX0BO ypehemwme. OBme heMo ce gerabHUje 3aApKaTH Ha JIEKCUKO-
rpadgcxkom npaBuily Koje maje onroBapajyhe nekcukorpadcko ypebeme.

Hexka je, kao mo cama, N, = {1,2,...,n}. JacHO je ga ce dumo Koju CKyn
o[ n efleMeHaTa MOXe OMjeKTUBHO NIpeciaukaTu Ha N, Te je TOBOJbHO pas-
MOTpUTU IepMyTanyje ckyna N,. Heka cy Hamarbe A u B oBe mepMmyTaiyje
pa3MaTpaHor CKyma. 1o jecT, HEKa je

A=aa;...a,, €N, (1<i<n),
B:blbz...bn, biENn (1§1§n),

IIpU YeMy HapaBHO BaXWU d; # d;, 3a i # j, ¥ CIIMYHO 3a APyry nepMyTalujy.
Y sexcukoipagckom ypehery, mepMyTanyja A Hajla3u Ce UCIpPeN IepMy-
Tanuje B yKOIUKO BaXu

a; =bi,a; =by, ..., a1 = by_1,akx < by.
Y cknapy ca mpeTXOOHUM IIPaBUJIOM, BaxXu crernehe:
* IIpBa nepMyTanuja ckyma N, je 12...n,

* Oopyra nepmyrtanyja ckyna N, je 12...n(n— 1),

* mocienma nepMyTtanyja ckyna N, jen(n—1)...21.

EBo jemHoOr mmpumepa.

Mpumep 1.5.1. CBe nepmyTanyje ckymna Ny, ypeheHe y cknany ca nex-
cukorpadCKuM IIPaBUJIOM, CY:

1234,1243,1324,1342,1423,1432,
2134,2143,2314,2341,2413,2431,
3124,3142,3214,3241,3412,3421,
4123,4132,4213,4231,4312,4321.

Pa3smMoTpuMo cafja nutame ogpehuBama mepMyTalyje Koja Clegu Ha-
KOH 3apjaTe nepMyTanyje y nekcukorpadcku ypebenoMm ckynmy nepmyrta-
nuja ckymna N,. [Toctynak hemo onmcaTty HapeOgHUM aJITOPUTMOM.

4 N
AnropuTtam 1 (HapegHa nepMmyTaumja). AnropruraM IIpuxBaTa IepMy-
Tanujy A = a,a, . . . a,, a Bpaha HapemHy napMyTanyjy y ckiany ca Jek-
cukorpadckum ypebemem.

K1: Ako cy dpojeBu q; (1 < i < n) ypehenu y onapajyhu Hu3, oHOa
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je A mocnenma mepMyTalidja y JeKcukorpadckoMm ypebhemwy, ma
HapeOHa He IIOCTOju. Y cynpoTHOM, npehu Ha crnemehu Kopak.

K2: TpeTtpaxuTtu nepMyTanujy A 3gecHa HajleBo OO0 IIPBOT II0jaBIbHU-
Bama MHAEKCA i 3a KOju BaXxu a; < a;,;. (Bymyhu na mepmyranu-
ja A HEje nocnenma, TakKaB UHAEKC IIOCTOjH.)

K3: Ompenutu HajMamu dpoj q; Koju je Behu ox a;, y3 ycnoB i < j.

K4: 3amenutu MecTa dpojeBuMa q; U d;, IOTOM yYPEOUTU y pacTyhu
IIopefak CBe dpojeBe KOjU Ce HAaKOH 3aMeHe Hajla3e OeCHO Of d;
u npehu Ha Kopak Kb5.

" K5: Kpaj. y

AnroputaM je MHTYUTHBHO jacaH, a ¢opMayiHa OCHOBa 3a H-era MozxKe
ce nipo"ahu y [31].

Mpumep 1.5.2. Kopuctehu Anropurtam 1, ogpeauTu mepMyTalujy Ko-
ja cnemu HakKoH nepMyTanuje A = 42531 (ckyma Ns).

VY cknapmy ca anropuTMoM, 3aKJby4dyjeMoO Aa y HallleM Cly4ajy Ba-
xui= 2.V cnegehem Kopaky gojia3uMo [0 TOTa [da je HajMawmu 6poj
Koju je Behu of a, = 2 u Hama3u ce OecHO of wmera - dpoj a, = 3. 3a-
MeHOM MecTa dpojeBuMa 2 u 3 u moroMm ypehewmeM dpojeBa 1, 2 u 5
y pactyhu HU3 monasumo fmo nmepmyranuje 43125 Koja cnegu HaKOH
nepMmyTanuje A.

AnropurtaM 3a ogpehuBame nepMyTalyje Koja IPpeTX0nu 3aaToj y OCHO-
BU je BeoMa CIMYaH NPETXOOHOM.

Yy IMpumepy 1.5.1 reHepucanu cMO CBe mepmyTaluje ckymna N, Bomehu
Ce jeDHOCTABHOM JIOTUKOM 3aCHOBAHOM Ha JieKcukorpadckom ypehemy.
AnropuTaM 3a JTeKCHKOrpadCKo reHepucame nepMmyranyja ckyna N, yTe-
MeJbeH je Ha AnroputMy 1. JemHOCTaBHO, Tpeda KPEHYTU Of IIPBE IEPMY-
Talyje U y3aCTOIHOM IPUMEHOM TOT aJITOPUTMa I'eHepUucaT! CBe OCTalle.

1.5.2 leHepucawe TpaXkeHe U C/yyYyajHe nepMmyTauuje

INocToju BUllle HauMHa Ha KOje Cce MOXKe OOpefuTH k-Ta mepMyTalidja
y nekcukorpadckoMm ypebemwmy. Ha npumep, moryhe je reHepucaTtu cBe
mepMyTaliyje, Ia IIOTOM OOPEeOUTH OHY Koja je k-Ta mo pemy. JacHo je ma
je oBakaB MeToq HeedUKacaH, HAPOUYUTO aKO Ce UMa y BUOY Oa Opoj mep-
MmyTanuja d6p3o pacre. [Ipyru, ebukacHUjU, METOI ONMCAH je Y HapegHOM
aJITOPUTMY.
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4 )
AnropuTtam 2 (k-Ta nepMmyTaumja). k-ty nepmyTtauujy A = a14;...4,
ckyna N, ogpebyjemo Ha crnegehu HauuH:

L [ﬁw = ad}. (Hajmamu neo 6poj Koju HUje Maby Of ﬁ.)

* a,je [%W = ab-tu 6poj y pactyheM nmopeTky IpeocTtanux dpo-

jeBa, IpU 4eMy BaxkKu

kD =k — (a8 — 1)(n— 1)L

[IlTaBuIllle, oCcTaTak MepMyTaluje d,...d, je kV-ra mepmyTaiu-
ja y nekcukorpadckom ypehemwy cBUX mepMyTaliija IpeoCTaInux
dpojesa.

* a; je [(:“(_23))!} = ai-tu 6poj y pactyheM nmopeTKy IIpeocTanux dpo-

jeBa, IIpu 4eMy Baxu

k@ =k® — (a2 — 1)(n—2)L.

* q je ﬁﬁjj?] = a’-tu 6poj y pactyhem nmopeTky npeocTtanux 6po-

jeBa, Ipu YeMy BaXKu

k<i,1) _ k(ifz) _ (a?,l — 1)(” —1 + 1)'

\__" J

IMpBux (n—1)! nepmyrauja y nekcukorpadckom ypehemwy nepmyranuja
ckyna N, nouumy dpojeMm 1, cnegehux (n — 1)! mouyumwy dpojeM 2, U Tako
penoMm. 3aTuM, Kof IpBUX (n — 2)! mepMyTanyja Koje nmouumy dpojem 1
HapenHu Opoj je 2, kop cnenehux (n — 2)! Taj dpoj je 3, U Tako pemom.
[IpeTxogHU anropuTaM 3aCHOBAH je yIIpaBO Ha OBMM YME-eHHIIaMa. 3a
BUIIlE IeTarba U (opMallHU MOKa3 KOPEKTHOCTH aJiropuTMa BumeTH [31].

Mpumep 1.5.3. Kopuctehu Anroputam 2, ogpenuTtu 15. mepMyTaliujy
CKyIma Ny.

Iakne, Baxu k = 15 u n = 4. [IpBu dpoj mepmyTaiuje ogpehen je
caa; =[2]=3.
3a gpyru 6poj m3pavynaBamo kK = 15 - 2.6 = 3, (ca anropur-
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MOM OMCMO MOTJIM M OBHOE Aa CTaHeMO jep modbujaMo HOa je ocTaTak
TpaXxeHe IlepMyTalije jemHak Tpehoj nepmyTanuju npeocranux 6po-
jeBa ({1,2,4}), a ona rnacu 214), na 3aMeHOM JodujaMo fa je Opyru
6poj mepMyTanuje d, 3ampaBo 3| = 2-Tu 6poj y pacTyhem moperky
npeocTanux dpojesa, a To je 2.

3a tpehu 6poj u3pauyHaBamo k» = 3 - 1.2 = 1, ma 3aMmeHOM
nodujamo fa je Tpehu 6poj nepmyrarnuje a; 3anpaso | 1| = 1-Bu 6poj y
pactyheM nopetky npeoctanux dpojesa ({1,4}), aTo je 1. IIpeocranu
0poj 4 mpencTaBka MOCIEOHU OPOj TpaxkeHe mepMyTaluje.

HamocneTky, pelieme je mepmyTanuja A = 3214.

3a reHepucame Ciy4dajHe mepMyTalyje cKymna N, KOpUCTUMO jeZHOCTa-
BaH aJropuTaM 3aCHOBaH Ha GYHKIUjU KOja maje ciiydajHo n3adpanu dpoj
CKyIla IIPBUX K MpUpPOOHUX OpojeBa. AnropuraM MMa n Kopaka. Y IIPBOM
ciay4dajHo dupa 0poj Koju he ce Hana3uTH Ha IPBOj MO3ULUjHU CIIydajHE IIep-
MyTallje, y IPYyTOM 13 CKyIla mpeocTanux n—1 6pojeBa cinydajHo 6upa dpoj
Koju he ce Hahy Ha OpPyroj MO3ULUjHU, U TaKO PELOM.

AnroputaM HuUje Temko GopMaliHo 3anucaTtu. Takobe, HUje TEUIKO yBe-
PHUTU Ce ma OBaKaB alropuraM YHU(DOPMHO reHepullle IIepMyTalldjy, TO
jecT ma cBe mepMyTalije UMajy jefHaKe IIaHCe Oa dyny reHeprcaHe.

1.5.3 leHepucawe KoMOMHaUMja

OBpoe heMo Takohe pasmMoTpuTu nekcukorpadcko ypehemwe, npu uemy
je To ypebeme medbuHMCAaHO Ha UCTH HAYWH Kao paHuje. Bymyhmu ma xox
KoMbMHalMja eleMeHaTa BbUXO0B IIOPefakK HUje duTaH, MPUINKOM HBUXOBOT
reHepucama y3uMaheMo y 063up npencTaBHUKE KOju Cy IIPBU Y JIEKCUKO-
rpadckom ypebemy cBux nmepMmyTranuja jenHe ucte komduHaiuje. Ha mpu-
mep, 123 je jenHa TpodnlaHa KOMOUHalUja eleMeHaTa ckyna N;. Mcrta Ta
KoMOmHanuja MoXe ce 3anucaTy Ha jom 5 HaywuHa, Kao 132, 213, u Tako
maree. IlomiTo ce pagy O pa3nUYUTHM 3alllCuMa UCTe KOMOuHanuje, Ipu-
JINKOM TeHepucama KOpucTUheMo jemaH 3aluC U TO OHaj KOju je MpBU Y
BUX0BOM ypehemwy, makne 123.

Y cknapy ca mpeTxogHUM, 3a Jiekcukorpadcko ypeheme komdbuHauja k
eneMeHarta ckyna N, (k < n) Baxu cnegehe:

* mpBa KoMduHamuja je 12 ...k (mpBux k eieMeHara),

* mpyra komouHanuja je 12...(k —1)(k + 1),

* mocruenma KoMbOuHaja je (n—k+1)(n—k+2)...(n—1)n (mocnenmux k
eleMeHarTa).
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Mpumep 1.5.4. CBe koMmOuHanuje 3 eneMeHTa cKymna N5, ypebene y
CKJIafy ca JIeKcuKorpadCKuM IpaBUIIOM, CY:

123,124,125,134,135,145,234,235,245, 345.

PazmoTpumo crnenehu cxemaTCKu MpUKa3 Y KOjeM je CBAKOM eIeMEHTY
ckyna N, IpuapyXKeH jegaH OnHapHU MHOUKATOP (Y CXeMU pPeNpe3eHTOBaH
MapKepoM e):

e - o €{0,1}
5o n i

JacHo je ma Baxu crnegeha nema.

Jlema 1.5.5. Ypehena buHapHa n-iiopka Koja cagpacu WayHo k jeguHuua jegHo-
3Ha4Ho ogpehyje jegHy KombuHayujy k enemeHaitia ckyiia N,.

Mpumep 1.5.6. Axo jen =5 u k = 3, orga netopka (0,1,0,1,1) oxro-
Bapa KoMmduHanmju 245 u odpaTHO.

Ha ocuoBy Jleme 1.5.5, nekcukorpadcko ypehemwe komdunanuja (k ene-
MeHaTa cKymna N,) CBoOu ce Ha IlepMyTalllje ca II0HaB/bakbeM MyITHCKYIIa
o[ n elleMeHaTa Of KOjuX Cy Bbux k jenuHutie, a octanu Hyne. [lakie, IpeT-
XOIOHU OIUC JeKcuKorpadckor ypehema komOuHaIMja MOKEMO UCKa3aTu
u Ha (0, 1)-je3uky:

» mpBa KoMOuHaIuja ogpehena je nepmyranujom 11...100...0,

k

* mpyra koMmduHaija ogpebeHa je mepmyrtaiujom 11k. 1 .1010...0,

* mocremma Kombruaanuja ogpeheHna je mepmytanujom 00...011 k 1.

Capa HUje TeIIKO OAPEIUTH HapeaHy KOMOUHAIN]Y Y OOHOCY Ha 3aAaTy.
[MpumeTuMO Ha cBaka KoMOMHaNMja u3y3eB nocnenwme uma (0, 1)-pempe-
3eHTalnjy obnuka

alaz...a,-,110...01...1.
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PenpeseHnTanyja ce, gakie, cacToju of npedukca ad, ...a;_;1 Koju ce 3a-
BpIllaBa jeOWHUIIOM, M3a KOjer CIeOV HHCKa HyJjla U II0OTOM HUCKa jeIVHU-
1Ia (oBa HHCKa jemuHMIIa HEe MOpa Oa moctoju). HapenoHa KoMmbduHaluja je
obnuka

(11(12...0,‘,101...10...0.

OpyruMm peurMa, foduja ce Of MPETXOOHE TaKO IITO ce IpedUKC Ipenu-
11e, 3aTUM Ce jeOUHUIIA ca HBEeroBOT Kpaja 3aMeHU HYJIOM, IIOTOM HOIIHIIIE
noTpebaH Opoj jemuHNIla U CBe KOMIJIETHMpPa HyjlaMa. CBe BpeMe BOOUMO
padyyHa O TOMe [a penpes3eHTalldja campzKu TayHo k jeguHuila. OBakaB
omnuc ogpebuBama HapenHe KoOMOMHaNMje MOXe ce 3anucatu y Buny dhop-
MaJHOT alropuTMa, To oBOe HeheMo pamutu.

MpumMmep 1.5.7. Oppenuty KOMOMHAIUjy KOja, y CKIagy Ca JIEKCHUKO-
rpadpckuM ypehemeM, cienm HakKoH KomduHanuje 1456 ckymna N.

IDaToj KombuHanuju oaroBapa penpes3enTanyja 100111, makne ope-
duxkc je 1. Fbera mpemnucyjemMo 1 IIOTOM jeIUHUILY Of KOje Ce cacToju
3aMemyjeMo HyJIOM, DOIIKCYjeMO 4 jeIuHUIE ¥ KOMILJIETUPaMO pPeIpe-
3eHTanujy jegaoM HynoMm. Pememe je 011110, a oHO maje KombuHa-
nujy 2345.

Kao y cnydajy mepmyTalija, airopuTaM 3a reHepucame KoMduHanja k
ereMeHaTa CKyIlia N, 3aCHOBaH je Ha alrOpuUTMy 3a ompehuBame HapenHe
KoMOmHaIuje.

3apaum

1. Ha kojoj mo3uimju ce Hana3u nepMmyranuja 214356 y nexkcukorpad-
ckoM ypehemwy nepmyTranuja ckymna Ng? Koja mepMmyTauuja ciequ HakKoH
wme? Oppenutu 100. mepMyTalyjy UCTOT CKyIia.

2. OppepnuTu no3ullyje epMyTalija Koa KQjux je gpyra mudpa 2 y 1eKcu-
korpadckromMm ypehewy nepmyrannja ckyna Ns. FMI3BecTu omnmmrTu 3akjbydak.

3. Ha xo0joj mo3unuju ce Hajla3u KoMdbuHanuja 246 y nekcukorpagpCckoM
ypebemy KomOuHanuja 3 eneMenTa ckymna Ng? Koja komduHaiuja crmenu
HakOH Be? Opgpenutu 10. KoMOMHAaUjy UCTOT CKyIIa.

4. Kopucrtehu Anroputam 1 Hanucatu nporpam (y HEKOM IpPOrpaMCcKOM
je3uKy) 3a reHepucame CBUX IlepMyTaluja ckyna N,. Hanucartu cnuyan
mporpaM 3a reHepucame CBUX KOMOMHaIUja k eneMeHaTa UCTOT CKyIa.
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5. Kopuctehu Anropuram 2 (3a reHepucaibe k-Te mepMmyraiiije), cacra-
BUTH CJIMYaH ajJrOpUTaM 3a reHepucame TpaxKeHe KoOMOMHalMje U3 JIeK-
cukorpadcku ypebenor ckyna kombuHanuja k e1eMeHaTa CKyIia Of n ejie-
MeHarTa.

6 (remepucame ciaydajue KomOuHanuje). [lokazaTu pOa aaropuram
KOju TeHepHllle CIIy4ajHy mepMyTauujy ckymna N, (Ha HaYMH OIMCaH Ha
kpajy Ilomomemmka 1.5.2), a 3aTuM IpBUX Kk eleMeHaTa Te IepMyTalldje
porJalllaBa ClIydajHOM KOMOWHAIMjoM, YHU(GOPMHO IreHepullle KOMOUHA-
uujy k enemeHara ckyrma N,.

1.6 dDyHKuUMje reHepaTpuce

Ca Hm30BUMa dpojeBa OO caja CMO Ce CyCpend y HEKOIMKO HaBparTa.
Y okBupy oBOT ofesbKa yrno3HaheMo ce ca ¢pyHKIIMjaMa Koje cagpzke KOM-
njaeTHy uHpopMaIujy o npedpojuBUM HU30BUMA, TO jeCT PyHKIIMjaMa Te-
HepaTpucaMa TakBuUX Hu3oBa. KopuithewmeM ¢GyHKIMja TeHepaTpuca Ho-
duhemo joir jemHy BapujaHTy dOuHOMHe dopMmysie, a pa3MoOTpuheMo U He-
Ka CBOjCTBa OBUX QYHKIMja U 00jaCHUTHU KaKO Ce OHe MOTY IPUMEHUTH Y
OOoKa3uBawy OMHOMHUX upeHTHUTEeTa. PyHKIMjaMa reHeparpucaMma dasu-
keMmo ce u y gpyrom geny kwure, HajBuille y ITomomerbky 2.3.4 u Opmerbu-
Ma 2.4-2.6.

1.6.1 JecdunHuunja n HoTaumja

CBakoM HU3Y (peluMo, peanHux) dpojeBa

(an) = (a07alv o 0o0ie o )
MO2KEeMO jeJ:[HOBHatIHO IIPUAOPYXKUTU CTEIIEHU Pen

oo

IIpu YeMy je X HeKa peajiHa IpOMeHJbUBA. Y CIy4ajy Oa 0Baj pell KOHBEPTu-
pa (y HeKOM MHTepPBally), BberOBy CyMy Ha3uBaMoO QyHKUUjoM leHepalipucom
HU3a (a,) ¥ o3HauaBaMo ca A (= A(x)). (ITocToju U ONMITHjU IPUCTYI Y
KOjeM IuTame KOHBEPTeHIMje He urpa ynory, sugetu [1, 31].)

Ywuranai he cBakako mpuMeTUTHU Oa n3Mehy Hru3a u oBako GopMHUpPaHOT
CTEIleHOT pefla HeMa HeKe CYUITUHCKE Pa3/IvKe; jeOUHO IITO CMO ypamu-
JIV je Ia CMO 4JIaHOBe HU3a IpOoTrjIacuiy KoedunyjeHTuMa pepna (Tako ma
ce a; Hamas3u y3 x). MehyTum, y mabeM TeKCTy hemMo BUIETH IPEeTHOCTH
OBaKBOT pa3MaTpama.

3a moueTak, CyMUpameM CTEIIEHOT Pefia, Kafa rof je To Moryhe, modu-
jaMo caxeTtuju 0bnuK QyHKIIMje TeHepaTpuce.
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Mpumep 1.6.1. Husy (a,) = (1,1,...,1,...) ogroBapa CTeleHHU pefn
=, X'. Ca ogrosapajyhum cymom Beh cMo ce cycpenu y okupy Ilo-
mopereKa 1.1.2. ToM NPUIMKOM 3aKJby4WIJIM CMO fa je 3a |x| < 1 ona

o 1
JeodHaKa Tx*

OyHKIMja ;- CafpzKu CBe IOJAaTKe O CTEIIeHOM pefy. YKOJHMKO fgude-
peHIupaMo GyHKIHjy k myTa y Tadku X = 0 ¥ pe3ynTaT IOMHOKHKMO ca .,
mobuhemo KoeduirjeHT Koju ce Hanasu y3 x. [[pyrum peuynma, cyma CTe-
IIeHOT pefa cagpzKu KOMINEeTHY uHbopManujy o Hu3y (da,). OyHKIHU]ja re-
HepaTpuca jemHO3Ha4yHO oxpehyje (unu renepuie) HU3 (4,), 1a joj OTyHZa
U Ha3WB. YKOJIUKO XKeJIMMO [a Ha3Ha4YuMO Ja je A GyHKIMja reHepaTpuca
Hu3a (a,) nucahemo (a,) +— A.

I[TpumeTuMo joiu jegaH getars. PyHKIHjy reHepaTpucy Hu3a u3 [Ipume-
pa 1.6.1 cymupanu cMO IIOH IIPETIOCTABKOM [a IPOMEHJ/bUBA X IIpUIlafa
unTepBany (—1, 1), a norom gudeperuupanyu y Tauku 0 kako ducmo (y3 mo-
[aTHO MHOXKEHe paHuje CIOMEHYTHM KOJIMYHHUIIIMA OOJIMKA 1) OOPEeTHIu
KoeduiljeHTe, OMHOCHO 4YlaHOBe HM3a. OBakKBe PECTPUKIIUje He IIpaBe
HUKakaB npodnem. Hawme, 3a Hac je JOBOJBPHO Ja CTEIIEHU peld KOHBED-
rupa y duso KojeM MHTepBajy U Ja Ce IIOTOM CBU HeT0BU KOe(hUIHjeHTU
MOT'y OmpenuTy gudepeHIupameM NoOUjeHe CyMe Y HEKOj TAYKU TOT UH-
TepBana. Ha Taj HauuH modujaMo jemHO3HAYHY KOPECIOHOEHIIUjY uamehy
CyMe CTeIleHOT pefia U onrosapajyher Husa.

HanomeHa 1.6.2. Y KoHTeKCTy QYyHKIIMja reHepaTpuca, y IUTepaTypu ce
MoXKe npoHahu pasnuunrta TepMuHOJOTHja. Ha nmpumMmep, GyHKIHje reHe-
paTpuce MOTy Ce IPEN03HATH 101 Ha3UBUMa reHepaTopCcKe QyHKIHje nuin
retHepuiryhe ¢yakinuje. HamoMeHUMO joil ¥ fa HU30BHU MOTy OUTHU reHe-
pUCaHU U OPYyTradujuM CTEIEHUM pefoBuMa (pPeruMo, KOPUCTE Ce €KCIIO-
HeHIIWjalHi CTelleHH PefoBU OOJIHKa ) .-, 1x/) KojHMa Ce y OBOj KEU3U
uehemo daBuTH.

Y HacTaBKy hemMo mokaszaTH jegHy MomudUKaiujy duHOMHE hopMyIie,
a ompebuBamy QyHKIIMja TreHepaTpuca BpaTuheMo ce y IIpBOM HapegHOM
IOOOMEJbKY.

1.6.2 BuHomHa chopMyna 3a uenodpojHe eKCNnoHeHTe

Ia ducmo pomnmu mo Gopmysie M3 HAcjioBa MOpaMO HajlIpe moKalaTu
HEeKOIUKOo moMohHuX TBphema.

Jlema 1.6.3. 3an € N u x € R KoepuyujeHili koju ce Haaasu y3 x* y paszsojy
uspasa (1 +x+x% +...)" jegHak je

(H—H;i_l)'
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Hoka3. KoeduiinjeHT Koju ce Haa3u y3 x* y Ipou3BOMY

OO+t 4+ 4+ ) P+t %+ ) P x4

n

jenHax je dpojy usdopa 1mo jemHOT cadupKa U3 CBAKOT of (paKTopa, y3 YCIIOB
Ia je cyma cTelneHa n3adpaHux cabupaka jeqHaka k. JacHO, y TaKBUM U3-
bopuma yuecTByjy camo cabupiu x°,x!, ..., x*. PaaMoTpuMoO cama HU3

KQju ce, makKie, cacToju of n jegmHuna. [I[pyuMeTHMO [a je TPEeTXOOHO OIIH-
canu u3dop n cabupaka eKBUBaJIeHTaH U300py k jequHUIla HU3a TAKO Ja Cce
i-Ta jepyuHUIla OMpa OHOJIMKO IIyTa KOJIUKHU je CTelleH cabupka usadbpanor
u3 i-tor ¢akropa (1 <i < n). OBo je HUIlITa Opyro no Heypeheru usdop k
elleMeHaTa HHU3a Of N eJiIeMeHaTa, Y3 A03BOJbEHO MMOHABJ/bahEe IMPUIITUKOM
n3bopa. Ha ocuHoBy Teopeme 1.4.14, 6poj TakBux u3dbopa ympaso je jem-
HakK OMHOMHOM Koe(UIMjeHTy U3 OBE TEOpeEME. |

IIpepax y3 jemaH mpuMep.

Mpumep 1.6.4. Ha Konuko HauuHa MOXKeMO u3abpaTtu 5 Kyriauna u3
ckymna of 4 dene, 5 UpBEeHUX U 6 IIIaBUX Kyrjiuiia?

OBaj 3amaTak MOXKeE Ce pelInTH KOMOMHATOPHUM METOOOM; Y IUTa-
By je HeypebeHu u3dop ca moHaB/bamkbeM. YMECTO TOTa, Pa3MOTPHUMO
IIONIMHOME

5] 6
Bx)=) x, Cx)=> x um P(x)=) X,

i=0 i=0

IIpu YeMy IIPBU OfroBapa demuM, OpyTru IpBeHuM, a Tpehu nnmaBum
KyrnuiiaMa. IIpmMeTuMo capma fa je dpoj HaumHa Ha KOje MOXKEMO
n3abpaTtu 5 Kyriuia jegHak KoebUIIMjeHTY KOju ce Hamasu y3 X° y
IIPOU3BOAY OBUX ITOJIMHOMA. Y CKJIa[y Ca IPETXOMHOM JIEMOM, Taj KO-
edunujent jennak je (**27')—1 = 20. (BUHOMHM KO€DUIMjEHT yMatbeH
je 3a 1, dbynyhu ma Huje moryhe usabpatu 5 denux Kyriauiia.)

Crnepe OBe jegHocTaBHe nocnepuiie Jleme 1.6.3.

JNlema 1.6.5. 3an € N u |x| < 1 KoepuyujeHili koju ce Hasazu y3 x* y paseojy
u3pasa (1 — x)~" jegHak je
n+k-—1
K 1


graph
Highlight


1. KOMBUHATOPNKA 63

Joka3s. IupekTHUM pavyyHOM Hodujamo:

o= (o)

- 1 . 1 .« .. 1
T 1-x 1-x 1-x

=(14+x+x>+..)",

Te pe3yjTar cjaenu Ha ocHoBy Jleme 1.6.3. |

JNlema 1.6.6. 3a n € N u |x| < 1 KoepuyujeHit koju ce Hasazu y3 x* y paseojy
u3pasa (x + 1)~ jegHak je
-n
(¥)

Joka3. 3amemyjyhu —x ca x y mOoKa3y IpeTxoaHe neMe, nodujamMmo

1 "_ D) 8 n
<x+1> =1 -x+x*-x>+..)"

IIa je OTyma TpaXeHU KoepUIIUjeHT jeqHaK

(_1)k(n+lli— 1>’

opHOCHO ("), Ha OCHOBY Heramyje ropmer uagekca (Teopema 1.3.3). H

HanoxkoH, eBO U HajaBibeHE TeopeMe. OBaj pe3yiTaT ce y HEKO] JIUTe-
paTypu Moxke IpoHahu ofg Ha3uBOM , yOIIIITEeHa dOMHOMHa popmynia”.

TeopeMma 1.6.7 (buHomHa chopmyna 3a uesnodpojHe ekcnoHeHTe). 3an € Z
u |x| < 1 saorcu jegHakociu

(x+1)"= g; <:>xk.

Joka3. 3a n € N* TBpheme cinequ Ha ocHOBy dbuHOMHe dopmyne (Teope-
Ma 1.3.5), jep cy cBu duHOMHE KoedunujeHTH (;) 3a k > n jemHaKH HYIIH.
3a n < 0 TBpheme ciiequ Ha OCHOBY IPETXOOHE JIEME. [ |

Mozxke ce goka3aTu Oga IpeTXogHa TeopeMa BaXKU U Y Clly4dajy Kaza je n
peanaH 6poj.
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1.6.3 OppehuBamwe pyHKUMja reHepaTpUca

Y cknanmy ca mebunuijom, mon ogpebuBameM QyHKIMje TeHeEpaTpuCe
HEKOI HK3a II0Jpa3yMeBaMO M3padyHaBame CyMe ofroBapajyher crere-
HOT pefia. Y HacTaBKy heMo ce yIio3HaTU Ca HEKMM PaYyHCKUM TeXHUKaMa
Koje heMo umycTpoBaTH y HEKOJIMKO ITpUMepa.

Hexka cy matu HU30BU (a@,) = (do, a1, --,0x,-..) ¥ (by) = (bo,b1,...,bx,...),
¥ BUX0Be (QYHKIIHje TeHepaTpuce

A(X):ao+alx+...+ak)(k+...

B(X) =bg +bix+...+bx+....

PasMoTpuMo yHKIMje reHepaTpuce HU30Ba KOju ce modujajy HEKUM
TpaHcdopMalijamMa oBa OBa HU3a.

Cabuparbe Huzosa. Huzy (a,)+(b,) = (ao+bo,a1+by,...,ax+by,...) ogroBapa
dyHKIIMja reHepaTprca

ao+bo+(al +b1)X+...+(Gk+bk)Xk+...:ao+a1X+...—|—aka+...
+bo+bix+...+bxk+. ..
=A(x) + B(x).
MHoocerwe Husa ckanapom. 3a ¢ € R HuU3y c(a,) = (caop,cas,..., cd,...)
ogrorapa ¢yHKIIMja reHepaTpuca
Cdo+CarXx+...+cay+...=c(ay +a;x+ ... +@x*+..))
= cA(X).

ITomeparbe Hu3a 3a k mecitia yseso. IlomepameM Hu3a (a,) 3a k MecTa
yJieBO, modbujamo HU3 (dy, dx.1, - - .) KOjeM ofroBapa ¢GyHKIIMja reHepaTpuca

A(X) — (o + a1x + ... + @ x* !
Gk+ak+1X+Gk+2X2+---= (x) — (ao 1Xk k—1 )

ITomepare Hu3a 3a k meciua ygecHo. IlomepameM HH3a (a,) 3a k MecTa
ymecHo, modujamo uHu3 (0,0,...,0,d9,4a4,...,4a,...) KojeM ogroBapa GyHKIIM-

k
ja remeparpuca
X A(X).

PazmoTpumo caga HeKe TpaHchopManyje GyHKIMje TeHepaTPUCe U HbU-
XOB yTHIlaj Ha ogroBapajyhu HHUS3.

3ameHa x ca cx, ¢ € R, y ¢pyHkuuju lenepatipucu. OBaKBOM 3aMEHOM y
dyHkIMju TeHepaTpucu A(X) = do + a1X + ... + @x* + ..., modbujamo GyHK-
LIUjy TEHEPATPHUCY do + CA1X + . .. + c*axk + ... Koja ompebyje HU3

(ap,cay, ..., ckay,...).
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Cnenwmjanso, 3a ¢ = —1 modujamo HU3 (dg, —d;,dy, —ds, . . .).

Mpumep 1.6.8. OpgpenuTu GyHKIUjy TeHepaTPUCY HU3a

1111
(2a2a§a§7§7§7"'> °
(Cycepnu unaHOBU HM3a Cy WU jeMHAKU UIU CEe HapeOHU nodrja MHO-

JKeHeM IIPEeTXOTHOT Ca 1.)

OBakBHU 3apally Hajuellthe ce pelllaBajy Tako IITO ce mohe ox He-
KOT HM3a YHja je pyHKIMja reHepaTpuca mo3HaTta. IlohuMo opm HU3a

(1,1,...,1,...) kojem, 3a —1 < x < 1, omroBapa dyHKIIHja reHepaTpuca
A(x) = {-. V cknapy ca yBeJileHOM HOTAIIXjOM, TO 3allKCyjeMO Kao
(1,1 1,...)«— !
B R P T

3aMeHOM X ca X y GyHKIMjU TeHepaTPHCH, fO0HjaMo

TR D
"D 4787 1_ Iy’

2
a 3aTUM 3aM€EHOM X ca —X, Jobujamo

1 111 — !
2’4 8 1+1x
Cabupame nocrnenmwe aBe QyHKIMje reHepaTpuce, maje

1 1 8
(2,0,57075,...> (—)m

Cabupamem pgodujeHOr HHM3a Ca UCTUM HM3OM IIOMEPEHUM 3a jeOHO
MECTO yHOeCHO, HodujaMo TpaxXeHU HU3 U ofnrosapajvhy GyHkuujy re-

HEepaTPUCY:
1111 8(1 +x)
(2’2’§’§’§’§""><—>(2—x)(2+x)'

3amena x ca x* y ¢pyHKyuju ieHepaitipucu. OBaKBOM 3aMEHOM y QyHKITHjU
reHepaTpucu A(x) = dp + a1X + ... + @x* + ..., mobujamo PyHKUMjy reHepa-
TPHUCY ap + a1 XX + ... + @ X** + ... Koja ompebyje HU3

((10,0,...,O,al,O,...,O,az,...).
——— ———

k—1 k—1

Cneuwmjanuo, 3a k = 2 godbujamo HU3 (ay,0,4a;,0,a,,0,...).
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Mpumep 1.6.9. Oppenutu GyHKLIHUjy TeHEPATPUCY HU3a

(1,-1,2,-2.4 -4 ...
(TTo3uTMBHYU U HETATUBHU CTEIEHU Opoja 2.)

IMTohuMo OHOBO Of1 KOHCTAHTHOT HU3a:

1
1T—x
3aMeHOM X ca 2X Y QYHKIIMjU TeHepaTpUcH, fodujamMo

1
(1,2,4,8,...)<—>m,

(1,1,...,1,..) «—

OOK 3aMeHa X ca X%, maje

1
(1,0,2,0,4,0,...) ¢ gy

Caﬁupa}beM OBOI' HU3a Ca UCTHUM HHU3OM IIOMEPEeHUM 3a jeJIHO MeCTO
YOECHO U ITIOMHO2KEHHUM Ca —1, monma3umo Oo penema:

1—x

(1,-1,2,-2,4,~4,...) «— F=7-

HupepeHuuparse pyHkuuje ieHepalipuce. JudepeHIupameM GyHKIHje re-
HepaTpuce A(X) = do+a1X+...+ax* +..., modbujaMo GyHKIH]y TeHepaTPUCy
A'(X) = a; + 2a,x + ... + kax*=! + ... Koja ompebyje HU3

((11,2(127...71((11(,...).

Hniueipauuja pyHKyuje leHepaiipuce. UHTerpamujoM ¢GyHKIMje reHepa-
Tpuce A(X) = dp + &1X + ... + Xk + ..., modbujamo GYHKIHMjy TeHEepaTpPucy

JAMX)dx = aox + 02_1X2 +.. 4 kiklxk + ... Koja ogpehyje HU3

a, dy
<O7GO7§’”.7I{—|—1’”.).

Mpumep 1.6.10. Ogpenutu GhyHKIMje TeHepaTpUce HU30Ba

248 2k
k —_— — —
(1,4,12,32,...,(k+1)2%..) = <1,2,3,4,...7k+1,...>.

IMobumo oxm HM3a Koju ce moduja y opyroMm Kopaky IIpumepa 1.6.9:
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1
1T—2x
IMpBu HU3 H0dUjaMO MOMepameM IPETXONHOT HU3a 3a jeHO MEeCTO

yOEeCHO U IIOTOM AudepeHIupameM QyHKIMje reHepaTpuce. [akie,
BaXu

(1,2,4,8,...) +—

.
(1 —2x)2°
[Opyru HU3 modujaMo mHTEerpanujom GyHKIHje reHepaTpuce moJjia-

3HOT HU3a U II0OTOM [IOMepameM HU3a 3a jeOHO MeCTO yiieBo. [lakie,
Baxku

(1,4,12,32,..., (k+1)2%,...) «—s

k+1’ 2x

248 2k ., In1-29
72’3’47~-~7 e - e .

1.6.4 TMMpuMeHa y poKasuBawy DMHOMHUX npeHTUTETa

OyHKIIMje TeHepaTPHUCe MOT'Y TOCIYKUTH NPUIUKOM JOKa3uBama Ou-
HOMHUX UJEHTUTETa V KOjMa Ce I0jaBJbyjy CyMe Ipou3BOoda OMHOMHUX
KoeduirjeHaTta. ¥ TaKBUM JoKa3uMa KOPUCTU Ce TaKO3BaHU Melliog 3MUj-
CKOl y/bd, KOjU j€ 3allpaBo ONINTHJU ¥ MOXKe Ce MPUMEHUTH U KO Opyradu-
jux cymMupama (He caMo y cliy4ajy OMHOMHUX KoedulrjeHaTa).

Y MeTony 3MUjCKOT yiba, HajIpe UOeHTUGUKYjeMO jeHY IIDOMEHTBUBY,
peluMo r, o KOje 3aBUCH pa3MaTpaHa cyMa S (Opyre NIpOMeHJbUBE TPETU-
paMo Kao KOHCTaHTe). Y TOM Cjiy4ajy, BpeOHOCT CyMe je jemdaH HU3 Koju
3aBucHu of r. [IpyruM peduMa, 3a pa3He BPeIHOCTHU IIPOMeHJbUBE I [odUja-
MO pa3He BPEOHOCTH Iiejie CyMe, TO jeCT 4JIaHOBe HU3a. Pa3dMOTpUMO Taj
HU3 Kao GyHKIHjy of 1, gakne f(r). Heka je nagarpe

A(x) =) flr)x".

dyHKIMja reHepaTpuca HU3a f(r). 3amMeHOM f(r) cymoM S modujamMo IBO-
CTPYKY CyMy KOja, HAKOH ITPOMeHEe penociea CyMupama U u3padyHaBa-
Ba yHyTpallke cyMe (Io r), gaje KoepunujeHTe QpyHKIUje TeHepaTpuce,
TO jecT BPeOHOCT cyMe S.

OBaj (HaKOH IIPBOT YMTaka, KOMIJIMKOBaH) METOH y CYUITUHHU je BPJIO
jemHOCTaBaH M NIPaKTUYHO Ce CBOOU Ha IPOMEHY pefociiefia CyMupama.

Mpumep 1.6.11. 3a npuponHe OpojeBe n U r, TaKBe Ja BaXu n > T,
OOoKa3aTU UOEHTUTET
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MpumMmep 2.1.10. OgpenuTu HajMawkU IPUPOZaH OpPOj KOju nIpu gerbe-
By ca 3 Jaje ocTaTak 1, Ipu Jejbewmy ca b Jaje ocTaTak 2 U IIpU Oe-
pewy ca 12 maje ocrarax 4.

O3HauuMmo TpaxeHU Opoj ca n. [Ipumetumo Hajupe Oa dpojeBu
3 u 12 Hucy y3ajamHo npoctu. bynyhu ma Baxku n = 1 (mod3) u
n =4(mod3 -4), 3akpyuyjeMo ga Baxu n = 0(mod4). akne, Tpe-
ba ogpenuTu HajMawmu OpPOj N KOjU je mesbuB ca 4, a Ipu Jejbewny ca 3
u 5 penoM gaje octaTtke 1 u 2. ITomito Baxku 3-4 -5 = 60, y cknnagy ca
KHMHECKOM TEOpeMOM O OCTallMMa, IIOCTOjU TadyHO jemaH TakKaB Opoj y
CKymly Nsg KOjU je UCTOBPEMEHO U HajMabU.

VYkonuko o3nauumo S = {3,4,5} u, 3ai€S,

Ki= [[Jjwu K = [] Jj modi,
JES i JES j#i
Tajga Baxku
K; =20, K;=20*"mod3=2,
K, =15, K;=15"mod4 =3,
Ks =12, K;=12*"mod 5 =3.
(JemuocTaBHO, 20* mod 3 je HajMamwu 6POj KOjuM Tpeda TOMHOKUTH 20

TaKo Ia IPou3BO[ Aaje ocTaTak 1 IIpu mesbewny ca 3, U CIINYHO y OCTa-
nuM cinydajeBumMa.) KopunrhewmeMm jenrakoctu (2.4), nodujamo:

n = (1K:K; + OK,K; + 2K5K:) mod 60
=(1-20-2+0-15-3+2-12-3) mod 60
=112 mod 60 = 52.

3apauum

1. EpailiocitieHo80o* cuilio jemaH je of HajCcTapHjuxX aaropuTaMa 3a ogpebu-
Bame IIpocTux dpojesa.

4 N\
AnropuTtam 4 (EpaTtocTeHOBO CMTO). AyiropuTaM IIpuxXBaTa HU3 dpoje-
BaT = (2,3,...,n), a Bpaha HuU3 P KOju cagpXKu IIpocTe OpojeBe U3
HHU3a T.

K1: Heka je P = () (mpa3as HU3).

l4Epatocren us Kupene (276. mpe H.e-194. mpe H.e.) - I'PYKK MaTeMaTH4yap U IECHUK.
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K2: TIpBu unan Hu3a T ynucaTy Ha IIodyeTak Hu3a P. YkioHuTH Taj U
CBe 4JIaHOBE JeJbUBe Ca BUM K3 Hu3a T.

K3: Ykonuko je Hu3 T npasaH npehu Ha K4, y cynporHoMm npehu
Ha K2.

K4: Kpaj.

\. J

HmMmnneMeHTUpPaTU 0Baj allOpUTaM Y HEKOM IIPOrpaMCKoOM je3uky. IIpo-
Hahu Moryha nmobdosminama anroputma. (HoBuju anroputam 3a ogpebuBa-
e IPOCTUX bpojeBa ckymna N, je Tako3BaHo EilikuHoeo'® cuitio. TTocToje u
(mpobabunucTykmM) anropuTMu KOju TeHEepUIly BEJIUKe IIPOoCcTe dpojese.)

2. J[loka3zaTu fa je CKyIl mpocTux dpojeBa dbeckoHadaH. ([IpeTmocTaBuTH
CYHPOTHO M IIOTOM Pa3MOTPHUTH HPOU3BOM CBUX IIPOCTUX OpojeBa yBehan
3a jemaH.)

3. T'ongbaxoea'® xuiloiliesa Kaxke [a CBaKu IapaH 0poj Behu ox 2 Moxe 6u-

TU PENpPEe3eHTOBAH y BULY CyMe IOBa npocTta dpoja. OBa xumoTre3a nocra-
BJbeHa je 1742. romuHe U joII YBEK HUje pellleHa, CTora ,OoKa3aTu WUIu
onoBpruytu l'onpbaxoBy xunore3ly” He du duo mpuKIagaH 3afaTak, aau
pelnrMo MoOXKe: CacTaBUTU aJropuTaM KQju OBY XUIIOTe3y IIpoBepaBa Ha
HEKOM KOHa4YHOM CKyIIy.

4. Jlesu ¢akiliopujes mpupoOOHOT dpoja ne(bHHngMo Kao!n = Z?:_ol i!. Kype-
iuHa'” xuliollie3a Kaxke Aa 3a CBaKu mpuponaH o0poj Behu ox 1 Baxku D(n!, In) =
2. CacraBuTH aJIrOpUTaM KOju OBY XMIIOTE3Y IIPOBEPaBa Ha HEKOM KOHay-
HOM CKYIIy.

5. OppepuTu HajMamu IPUPOJaH OPOj KOju IIPHU AeJbewy ca 8 maje ocra-
Tak 1, npu gespemy ca 7 gaje ocTaTak 2, IpU OeJbemy ca 5 maje ocratak 4
U TIpu fJesbeby ca 3 maje octaTak 0. (bpojHu cucTtemMu y KOjuM ce dpojeBu
penpe3eHTyjy noMohy ocTaTaka Ipu AeJbelkhy ca 3afaTUM y3ajaMHO IIPo-
cTtuM dOpojeBuMa (MoaOynIuMa) Ha3uBajy ce pe3ugyymcku 6pojHu cuciuiemu. Y
MIMPOKO] IUTEPATyPU TaKO3BaHU IPETIIOCTaBIbEHU PE3UOYYMCKHU OpOjHU
CHCTEM je cucTeM ca MopynuMma 8, 7, 5 u 3.)

2.2 Maptuumje dpojesa

Y oBoM omerpKy baBuheMo ce KoMmo3uiljaMa U mapTHUlMjaMa dpojesa.
HNsnoxumheMo pe3yinTaTe KOju Cy MIpUMEPEHU OHMMa KOjuMa je OBa KHbHU-
ra IpBEeHCTBEHO HaMemeHa, a BHUIlle fJeTa/ba MoxXke ce mpoHahu y [2, 19].

15 ApTyp Onusep Jloucaejn ETkun (Arthur Oliver Lonsdale Atkin, 1925-2008) - eHTrIecKu
MareMaTuyap.

16Kpucrujan Tonpdax (Christian Goldbach, 1690-1764) - HeMayky MaTeMaTHyap.

17RBypab (Bypo) Kypena (1907-1993) - cprcku MaTeMaTHdap.
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IMopen oCHOBHUX CBOjCTaBa KOMIIO3UIIMja 1 ITapTHUlKja dpojeBa, HaBelThe-
MO jefaH IIOTOJaH HAaYWH 3a IpefcTaBlbaihe IIapTHIlMja 1 JoKa3aTu HeKe
UOEHTUTETE.

2.2.1 KomMnosuuuje u naptuuuje

Komilosuuuja iipupogHol bpoja n Ha k cadupaka je ypeheHa k-Topka
(ai,ay,...,ax) IPAPOSHUX OpojeBa TakBa ma BaKU N = d; +d, + ... + ax. Bpo-
jeBe aj,a,,...,a, Ha3uBaMo cabupyuma Komiiosuuuje.

Mpumep 2.2.1. 3a k = 2 podujamo cnepmehe koMmmo3unuje dpoja 4:
(1, 3), (3, 1) u (2, 2). Hapgabe heM0o KOPUCTUTU UHTYUTUBHUjU 3a-
OHUC KOMIIO3UIIMje Y BUOYy pa3jiarama Opoja Ha cabupke. Y ckiagy ca
THM, CBe KoMmo3unuje dpoja 4 cy:

k=1: 4
k

?

2: 1+3,3+1,2+2,
3: 1+14+2,142+1,2+1+1,
4: 1+1+1+1.

k
k

YxkynHO ux je 8.

3a KOMIIO3UIlHj€e Ce Yy TUTepaTypu KOPUCTe U TepMUHU ypebeHe napTu-
uuje unu ypebeHa pasnarawa npupomHor d6poja. HapenHa mBa TBphema
Oajy 6poj KoMIIo3uIlFja MpUPOoJHOTr dpoja.

TeopemMma 2.2.2. bpoj komilo3uuuja tipupogHoi 6poja n Ha k cabupaka jegHak je

n—1
k—1)°
Jokas. Tlocnyxkumo ce cnemehoM KoMOMHATOPHOM CXEMOM:

n=1_1_..._1.

Bpoj nptuna je n — 1. IMa ducmo modunu k cadbupaka, moTpedHo je ma Ha
IPTHIle pacrnopefuMo k — 1 3HaKOBa +, a TO MOKEMO yYHHUTH Ha (] })
HauvHa. (Heypehenu n3dop enemenara: dupamo k — 1 mpTuIila U3 CKyIa
oxm n — 1 mpruiia.)

Haxkon pacnopebuBama mnimyceBa, y3acTOIHE jefuHHUIE (KOje ce Hamase
Ha mo4yeTKy, u3Mehy mBa Iyca Uiy Ha Kpajy) majy jeman cadupak. IIpy-
ruM pedmMa, dpoj KoMmo3ulivja jegHak je dpojy m3dopa mpTuila Ha Koje
pacmnopebyjeMo mnyceBe, OOHOCHO jefHaK je OMHOMHOM KOe(DUITUjeHTy U3
dopMynanyje Teopeme. |
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Teopema 2.2.3. Bpoj komilosuuuja iipupogHoi 6paja n jegHak je 2"*.

Joka3. Kopuctehu dunomuy dopmyny maty y Teopemu 1.3.5 (3a x = 1 u
y=1, Bugetu u IIpumep 1.3.6), modbujamo

ZN .
E:Q_1):21’

k=1

ofakJie cyienu TBpheme. [ |

[Mpenasumo caga Ha naptunyje dpojesa. Ilapiiuuuja ipupogHol bpoja n
Ha k cabupaka je MynITHCKYTI [d;, 4y, ...,d;] IPUPOJHUX OpojeBa, TaKaB Ha
BaXM N = a; + a; + ...+ ax. Bpojese a,a,, ..., a, HazuBaMo cadbupuyuma iap-
wuuuje.

Mpumep 2.2.4. CnuyHo, 3a k = 2 modujamo cnemehe maprtumuje dpo-
ja 4: [1,3],[2,2]. Kao kom koMno3uniyja, KOpucTuheMo 3anuc y BULY
pasnarama dpoja Ha cabupke. [lakie, cBe mapTuiiyje dpoja 4 cy:

k=1: 4,

k=2: 1+3,2+2,
k=3: 1+1+2,
k=4: 1+1+1+1.

VkynHO ux je 5.

Bpoj maptunuja dpoja n o3HEavaBamo ca p(n), a dpoj maprTuiuja dpoja n
Ha k cabupaxka ca pi(n). IlTapTuinujy 6poja n MokeMO 3anucaTé U Ha CJe-
mehu HaywmH:

[1™M1, 2M2 ... n™]

Opu YeMy HeHeraTHWBHU IIeNU OpojeBU m;,m,,..., M, o3Ha4YaBajy dpojeBe
IojaB/bMBamka cabupaka y MyJITHUCKYILY.

U3 pmedbunHmnyja je jacHa pa3nuka usMehy Kommnosullje u mapTunuje
dpoja. Mako cy kommo3unuje meburHucaHe Kao ypeheHe k-Topke, a map-
TUIIFje Kao MYJITUCKYIIOBH, jaCHO je fJa Cy CYLITMHCKYU pa3/In4duTe mnap-
TuIMje Opoja UCTOBPEMEHO W pPa3IUYuTe KOMIIO3UlMje UcTor dpoja. Ca
Ipyre CcTpaHe, BUIIle KOMIIO3UIYja MOXKe OArOoBapaTy jeOHOj MapTUIIUjHU.
JemHOoCTaBHUje, pa3narama dpoja Ha cabupKe Koja ce pa3nHKyjy caMo y
pemocneny cabupaka IIpemcTaBibajy pa3IndnuTe KOMIIO3UIYje, a jegHy UC-
Ty HapTULHjy.

HHTepecaHTHO je ma popMmyna (koja du mpenmcTaBrbaia HaHmaH Teope-
mu 2.2.3) 3a Opoj mapTuilija IPOU3BOJPHOT IPUPOTHOT dpoja He IOCTOjHU.
Bpoj maprtuniyja Moxke ce ompenuTyu KOpullthelheM PEKYPEHTHUX (popmy-
na unu QyHKIMje reHepaTpuce HU3a (p(n)), a 3a Mane BpegHOCTHU n dpoj
nmapTunyja MOXKeMO0 U3padyHaTU ¥ OUPEKTHUM PadyyHOM.

) )
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Mpumep 2.2.5. BpojeBu naptunyja npsux 10 npuponuux dpojeBa ma-
TH Ccy TabemoM:

n 12 3 45 6 7 8 9 10
pn) 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42

Cnepu jegHa peKypeHTHa Gopmya.
TeopemMa 2.2.6. Baoicu jegHakociu
pe(n) = pi(n — k) + px_1(n — k) + ... + p1(n — k).

Joka3. Heka je

n=a +a;+ ...+ ax
jenHa maprtuiidja dpoja n Ha k cadbupaka. AKO Of CBakKor cabupka y OBOj
jemHakocTu omy3meMo 1, modujaMo jeqHAKOCT

n—k=(a—-1)+(@—-1)+...+ (ax—1).

Ha oBaj HauuH CMO Of maTe napTunyje dpoja n godunu naptunujy dpo-
jan—k. YouuMmo ma HEKU of cadbupaka mMory dutu jegHaku 0, YKOIUKO Cy
npe omy3uMamba oumnu jegHaku 1. ITocnenma jemHaAKOCT maje jemHy dujek-
TUBHY KOpeCcnoHAeHNUjy naMeby ckymna maptunuja dpoja n Ha k cabupaka
U cKylla maptunuja dpoja n — k Ha HajBumie k cabupaka, ogmakie ciegu
TBpheme. |

EBo capga u pyHKIIMje TeHepaTpuce.

Teopema 2.2.7. dyHKyUuja leHepailipuca Hu3a (p(n)) ogpeheHa je ca
= 1
P =]] —

i=1

OBa TeopeMa MOXKe Ce JOKa3aTH pal3jlaramkmeM CBUX HapTullrja dpoja n
Ha OHe Koje campxXke jemaH pukcrupaHu cadupak U Ha OHe KOje ra He cagp-
Xe, Te IIOTOM ofpebuBameM (PyHKIMja reHepaTpuca HU30Ba TaKBUX IIap-
tunuja. detamu ce Mory nmponahu y [19, 31].

Mpumep 2.2.8. Oppenutu cBe naptunyje dpoja 12 guju cadupiu npu-
napajy ckymy {2,5}.

OBakBUM NapTUllFjaMa ogrosapa ciuepgeha ¢hyHKIMja reHepaTpuca:

! 1
T2 1-x8
=4+ x4 ) (L3 X10 4.

P(x)



graph
Highlight


2. EJIEMEHTAPHA TEOPWJA BPOJEBA 83

TpaxeHu dpoj mapTuliija jegHak je KoeHUIMjeHTY KOju ce Hala3u
y3 x'2, a bymyhu ga x'? modbujamo u3

XZ .X10 +X12 .1 = 2X12,

3aKJby4yjeMo fa je TpaxkeHu Opoj mapTuildja jegHak 2. (Huje Temko
3aKJbY4HUTH Aa Cy To maptuimje [2!, 5% u [25, 5°].)

2.2.2 depepcoBU AnjarpaMyu U HEKU UAEHTUTETH

IMapTunuje dpojeBa IOrOJHO Ce MOTY IPEACTaBUTU KOpUIThelheM TaKo-
3BaHux Pepepcosux'® gujaipama. TlapTuiirja HeKoT dpoja ce PepepcoBUM
IHjarpaMoM IIpeICcTaBlba pacnopehuBameM MapKepa y BPCTE U KOJIOHE OU-
jarpamMa Tako ma cBakKa BpCTa OAroBapa Cadupky u3 gaTe mapTunuje. Y3
TO, IPUIUKOM OBAKBOT IIpPeCTaB/batha cadbupiiy naprtulivje ypeheuu cy y
HepacTyhu HU3, IIITO 3Ha4YU [a OPOj MapKepa omaga Of IIPBe Ka IIOCIeO0j
BpcTu. Kao unycrpanuja nocnyxuhe cinenehu npumep.

Mpumep 2.2.9. ®epepcos gujarpam naptunuje 17 =5+4+3+2+2+1
garT je ca:

e o o o

o o o

o o

[ )

[ )

Cnuuno, ®epepcoB aujarpaMm naptunuje 7 =4+ 1+ 1+ 1 gart je ca:

Ha npsu nornen, ®epepcoB gujarpaM He Oaje HUIITA HOBO, MehyTum
yckopo heMo ce yBepuUTH fa ce pa3HU UAEHTUTETH MOTY eJIeTaHTHO HOKa-
3aT¥ YKOJIMKO Ce IapTUlHje IpencTaBe NIPEKO OBakKBuUX mujarpama. Ilpe
TOTa, joIll mBe meduHUIHje.

3a gBe mapTuiuje dpoja n kaxxemo ga cy (MehycodHo) KoHjylogsaHe YKO-
nuko ce PepepcoB gujarpaM jefHe goduja 3aMeHOM MecTa BPCTa ¥ KOJIOHA
y ®epepcoBoM gujarpamy apyre. To ject, KopunrheweM MaTpUdHe TEPMU-
HoJIOoTHje, YKONIHUKO ce PepepcoB aujarpaM jemHe moduja TpaHCIOHOBAKEM
DepepcoBOr oujarpaMa gpyre.

18Hopman Mekneon ®epepc (Norman Macleod Ferrers, 1829-1903) - eHTfiecku MaTeMa-
THYap.
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Mpumep 2.2.10. ®epepcoBu OujarpaMu maptulidja 5 = 3 +2 u 5 =
2+ 2+ 1 pegom cy maTu ca

OoakKJie Cjaeu na Cy OHe KOijTOBaHe.

3a mapTunyjy dpoja KazkeMo [a je CamMokoHjyloeaHd YKOIUKO je meH Pe-
PEPCOB OHjarpaM MHBapHjaHTaH y OOHOCY Ha TpPaHCIOHOBame. Perumo,
naprunnja dpoja 7 u3 Ilpumepa 2.2.9 je caMOKOHjyroBaHa.

HanomeHa 2.2.11. ®epepcoB gujarpaM CaMOKOHjyroBaHe MapTHUIHje CH-
MeTpuUaH je Kao Ha Cnunu 2.1.

Cnuka 2.1: CumeTpudHOCT ©PepepCoOBOr O¥jarpaMa CaMOKOHjyroBaHe map-
TULHjE.
3a Kpaj mopopesbKa HaBelllheMo HeKe UIeHTUTETE.

TeopemMma 2.2.12. Baoice caegehu ugeHitiuiteiu.

(1) Bpoj tiapiiuyuja 6poja n Ha Hajeuwe k cabupaka jegHak je 6pojy lapiuuyuja
6poja n + k Ha k cabupaka.

(2) Bpoj tiapiiuyuja 6poja n Ha Hajeuwe k cabupaka jegHak je 6pojy lapiuuyuja
6poja n Ha cabupke koju tipuiiagajy ckyily Ni.

(3) Bpoj lapiuuyuja dpoja n Ha liapHe cabupke jegHak je bpojy tapitiuyuja 6poja
ny Kojuma ce ceaku cabupak iojasmyje iapaH 6poj iiyiua.

(4) Bpoj camokoHjyiosaHux tapiiuyuja dbpoja n jegHak je 6pojy tiapitiuyuja 6poja
n y Kojuma cy cabupuu pasauvuiliu u HetlapHu.

Joka3. ToxkasaheMo IIpBa ABa umeHTHUTETA. [Ipyra ABa ce JoKa3yjy Ha CJIu-
YaH Ha4uH.
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(1) OBaj upeHTHUTET je nmocnenuiia Teopeme 2.2.6, a OHO IITO CIEOH 3a-
IpaBo je MommduKaluja fokala ucte teopeMe. Heka je mata maprtuiiija
dpoja n + k Ha k cabupaka. IIpBa komoHa oxnroBapajyher ®epepcosor gu-
jarpaMa capgp:ku Ta4yHO k MapKepa, Kao y CXeMaTCKOM IIpuKas3y:

[ ]
k BpcTa

AKO cafia YKJIIOHMMO IIPBY KOJIOHY M3 OMjarpaMma, modujaMo Agujarpam
HeKe ImapTuiidje dpoja n Koju uMa HajBuile k BpCTa, a TO yIpPaBO 3HAYU
Ia modujeHa mapTuildja dpoja n uMa HajBuie k cadbupaka. OBUM je yCIIO-
CTaBJbeHa OMjeKTUBHA KOpPeCIOHAeHIIMja uaMebhy ckyna ®epepcoBux auja-
rpaMa KOju IIpefcTaBibajy HapTunuje dpoja n + k Ha k cadbupaka u ckymna
®epepcoBUX AWjarpaMa Koju IIpeacTaBibajy MapTuiidje dpoja n Ha HajBU-
ute k cabupaka, ogakiie ciieoy MHOEHTUTET.

(2) DoBomHO je youutu ma je ®epepcoB AujarpaM KoOju IpefAcTaBiba
nmapTuLyjy 6poja n Ha HajBUIlle k cadbupaka KoHjyroBaH ®epepcoBOM [OH-
jarpamy jegHe maptuildja dpoja n Ha cadupke Koju mpumapajy ckymy Ny.
HWpenTtutert ce moduja ycnocTaBbakheM CINYHE OHMjeKTUBHE KOPECIOHEH-
nuje. |

3apaum

1. Konmmuko uMa KOMIOO3ULja IPUPOOHOT dpoja n y KojuMa Cy CBU cadup-
uu Behu ox 17?

2. Kopuctehu IIpumep 2.2.5 u Teopemy 2.2.6, u3padyHaTu BPeOHOCTH
p(11) 1 p(12).

3. OgpenuTu CcBe CaMOKOHjyroBaHe naprtunuje dpoja 21.

4. KonuKo ©Ma TPOYTJIOBa KOJ KOjUX Cy OyXKHHEe CTpPaHUIla jedHaKe Iie-
nuM OpojeBUMa, a HajoyzKa je jegHaKa n?

5. [lokaszatu ma je dpoj maprtuiyja dpoja n Ha cadupke us3 ckyna {1,2}
jemHak Opojy mapTtuija dpoja n + 3 Koje uMajy Ta4HO [ABa cabupka.

6. [Jokaszatu ga je dbpoj maptunuja dpoja n Kom KOjUX Ce CBaKu cabupak
nojaBJbyje Mame of 3 IIyTa jefHakK dpojy mapTHUlifja uCTor dpoja Ha cadbup-
Ke KOju HUCY OeJbUBHU ca 3.


graph
Highlight


86 2.3. PEKYPEHTHE JEAHAYNHE

2.3 PeKypeHTHe jeaHavuHe

PekypeHTHe jemHa4YuHe Cy jeIHaAYNWHE KOje OIIePUIIly HaJ HU30BUMa (KO-
ju Mory duTH ¥ KOHa4yHU, anu heMo ce y oHOMe IITO ciequ OaBUTU CaMO
npedpojuBUM HM30BHMaA). YIo3HaheMO ce ca OCHOBHMM THUIIOBHMAa OBUX
jemHauduHa, a mocedHO heMo pa3MOTPpUTU TaKO3BaHE TMHEAPHE PEKYPEHT-
He jeqHAYMHE ca KOHCTAHTHUM Koeduinjentrma. HaBentheMo HEKOTHUKO
MeTofa 3a BUXO0BO pelllaBamke yK/bydyjuhu ¥ MeTon y KQjeM Ce KOPHUCTe
dyukIuje reneparpuce odpabene y Omerpky 1.6. OBaj omesbak 3aKJbydu-
heMo jemHOM mpUMEHOM PEKYPEHTHUX jeJHAUMHA Y ITapTUIlMjaMa CKYIIOBa.
Ca oBakKBUM jeqHadmHaMa IIOHOBO heMo ce cycpecTtu y OperpiiuMa 2.4-2.6.

2.3.1 [eduHuumja, HOTauMja U peLuea
B3aneN" keNwua,d...,dx1 € R jegHaunHy 00IMKa
Quik = (N, Ay, Anig - - -y Angr)- (2.5)

Ha3MBaMO pPeKypeHiliHa jegHayuHa k-itiol pega. JacHo, byHKIIHUja ¢ medhuHMCA-
Ha je Ha ckymy N* x R¥, MOK CY d,,0,41, ..., dppx Y3ACTOIIHU YTAHOBU HEKOT
(peamHoOT) HHU3A.

HanomMeHa 2.3.1. Y nutepatypu (Hajuelrhe 0HOj KOja HUje HaMemeHa CTy-
IOeHTHMa IIpBe TofuHe) Mor'y ce nipoHahu u gpyraunje neduHuLNje peKy-
peHTHe jemHauuHe. Ha mpuMep, IOCTOjU IPUCTYI y CKIagy ca KOjUM ce
4jaH HU3a M3paxKaBa y QyHKIUjU OF CBUX 4YJlaHOBA HU3a KOjU My IIPETXO-
me. (Y HacTaBKy heMo ce cycpecTu U ca OBAaKBUM PEKYPEHTHUM jeIHa4YM-
HaMa.) Takohe, peKypeHTHe jemHadYWHE MOT'Y Ce YOUIITUTHA W Ha HU30BE
HU30Ba ¥, HapaBHO, MOT'y 0dyxBaTaTy U KOMIIJIEKCHE dpojeBe.

Huje Temxko ¢popMupaTy peKypeHTHE jeqHadYnHe Koje ogpehyjy Heke of
HU30Ba ca KOjuMa CMO Ce paHuje cpetanu. Ha mpuMep, yuTasnaln MOXKe II0-
KyIIaTHu TO Oa YYUHU Y CIy4ajy apUTMETUUKOT, TeOMEeTPUjCKOT, XapMOHU]-
CKOT WJIX HEKOT CIMYHOT Hu3a. Mu heMo metabHUje pa3MoTpuTu ciuenehu
IIpUMep.

Mpumep 2.3.2. Hu3 pakTopujena dpojeBa ckyma N* Moxke ce mehuHMU-
caTH jegHadYnHOM

ane1 = (n+ 1)a,,
dg = 1,
IIpU YeMY YCJIOB do = 1 Ha3uBaMO OYETHH YCJIOB.

3ancTa, peKyp3uBHOM ITPUMEHOM jeTHAKOCTH U KOPHUIThemeM I10-
YeTHOT yCJIoBa HodHjaMo HU3 jeJHAKOCTHU
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a1 =M+1)a,=n+1)na, ,=n+1)n---ao
=n+1n---1=(mn+1),

LITO Hac DOBOOY O 3aK/by4Ka [a je n-TU 4JjiaH OBOT HU3a ompeheH ca

a, = nl.

OBaj mpuMep Aaje jaCcHHUjy IpeacTaBy O TOME IIITA je TO PeKypeHTHa
jemHaymHa. 3a moYeTak, Kao IITO lbeH HAa3WB KaxXe, TO je jeqHa4YuHa KO-
joM ce pekyp3uBHO AeduHMIIe HEKM HU3 OpojeBa. [IpuMeTHMO Jajke ga cy
4JIaHOBU HU3a oppebeHu jeqHauMHOM, any ¥ BpeQHOIIThy HYJITOT YjiaHa do.
IIpyruM peumMa, 3a pa3He BPeOHOCTH d, H0dHjaMO pa3He HU30BE KOjU 3a-
OOBOJbABAjy jeOHY HUCTY jemHauuHy. [larbe, MOXKEMO MPUMETHUTH Oa Ce y
IpHUMeEpPY Pajuio O jegHAYWHU IIPBOT peda Koja je duia 3apgaTa y3 jemaH
IIOYEeTHHU yCJIOB (IIITO Ce HHUje ciIy4dajHOo morommio). HamocneTky, Ha Kpa-
jy IpuMepa u3padyHaau CMO BPEOHOCT N-TOT YjlaHa HK3a 3a MPOM3BOJHHO
n € N*. MoTuB 3a TO je jacaH - YKOJIMKO MOXKEeMO [a OOPEeINMO IIPOU3BOJbaH
4jlaH HU3a, OHJa HaM je ITo3HAaT U caM Hu3. Cnepne ¢dopmante mebhuHULIjeE.

Pewere pekypeHTHe jemHauuHe (2.5) je duno Koju HU3 (a,) Takas [Oa,
3a cBako n € N*, 4IaHOBH TOT HHU3A d,,dn41, - - -,y 3200BOJbABA]Y TY jen-
HauwunHy. Ofiwile pewere UCTe jemHAYUHE 3aBUCH OF kK KOHCTAHTH, TO jeCT
npBUX k 4jiaHOBa HM3a (Y IPETXOOHOM HPUMEPY TO je duo 4maH d,). Pa-
3IMYNTA pellekha PEeKypPeHTHE jefIHauYrnHe D0dujajy ce U3 ONIITET pellekha
u3dopuMa BpeIHOCTU KOHCTAHTU. YCJI0BE KQjUMa Ce jemHO3HavYHo oapeby-
Jy BPEOHOCTH OBUX KOHCTAHTH HAa3MBaMO 0YelllHU YC.108U. JeHO U3TB0OjEHO
pelleme Koje je ompeheHo HEKUM IIOYETHUM yCIIOBMMa Ha3WBaMO dapiliu-
KY/1apHO pewere.

3a mpou3BOJHLHY BPEOHOCT N, N-TU YjlaH HU3a (a,) Ha3uBaMo oUW ilU Y1aH
Tor HU3a. OppehuBame onmiTer pellerma jemHauduHe (2.5) y Ipakcu ce
CBOMIY Ha ofpebuBame ONIITET YIaHa HU3a KOju 3aJl0BOJbaBa Ty jeTHAYUHY
y GYHKIIUjU OO N M KOHCTAHTHU KOje Ce IIOTOM MOTY OOPENUTH Ha OCHOBY
IIOYETHUX yCJIOBA.

HanomeHa 2.3.3. Yuranal je MoXKaa IPUMETHO jeOHY IPOMEHY Y HOTaLlU-
ju, To ject ma cmo ce y lleny 1 getarsHuje daBunm k-TuM 4YjiaHOM HU3a (pe-
nuMo, Kaga cmo y Omesbky 1.6 ompebuBanu koeduIiimjeHT Koju ce Hama3u
y3 Xk, ¥ cIMYHO), MOK Ce n of paHUje MojaBibyje y YI03u MHOeKCca MOCIIe -
BeT 4JIaHa KOHAYHOT HU3a. Y KOHTEKCTY PEKYPEHTHUX jeqHaYUHA, YMECTO
k-tor pasmaTpaheMo n-tu 4ynaH Hu3a dyoyhu Oa je TakaB IIPUCTYH 3aCTy-
IIJbE€H V HAjIIUPO]j IUTEPaTypH.

Ca napumjaJHUM CyMaMa HeKUuX IIpedpojuBUX HU30Ba CPEIU CMO Ce y
ITopmomersky 1.1.2.
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Mpumep 2.3.4. YKomnuKo je S, = > ,a; MapuyjagHa cyMa Hu3a (a,) =
(ao,ay,...), Tada peKypeHTHa jeqHa4YnHa
Sn+1 - Sn = dny1,

y3 IIOYEeTHH YCIOB S; = dy, jefHO3HA4YHO ofpebyje HU3 maplujarTHux
cyma (S,).

Y HacTaBKy heMo pa3MOTpUTH HeKe BPCTe PEeKYPEHTHUX jemHauYuHa ca
IIoCeDHMM aKIIeHTOM Ha JIMHeapHe PeKyPeHTHe jemHaduHe ca KOHCTaHT-
HUM KoepuljeHTUMa.

2.3.2 JinHeapHe peKypeHTHe jegHa4YuHe

JengnauuHy obnmuKa

fo(n)a, + fi(n)ani1 + ... + fi(N)nk = f(n) (2.6)

Ha3WBaMO /AUHeapHad peKypeHiliHa jegHauuHa (K-ToT pemda).
Pa3nukyjeMo OBe BPCTE TMHEAPHUX PEKYPEHTHUX jeHaYuHa:

* ca KOHCIaHHUM KoeuuujeHiliuma, KOm KOjUX Cy CBU Koe(pHUIIUjeHTH
fi(0 <i<k) KOHCTaHTE U

* ca (YHKUUOHA/NIHUM KoeduuyujeHliuma, KOT KOjuX Ccy KoebUIIUjeHTHU f;
¢yHKIMje TPOMEHIBUBE N.

3a nuHeapHy PEKYPEHTHY jemHaYMHy KaXKeMO [a je XOMOleHd YKOJIUKO
Baxu f(n) = 0. ¥V cynpoTHOM, OHa je HexomoleHa. HopmaausosaHu 004AUK
NMHeapHe PEeKYpPeHTHE jefHa4YMHe je 007K y KojeM Baxu fi(n) = 1.

3a pemema (ai"),(al”),...,(al”) xoMoreHe MUHeapHe PeKypeHTHe jefl-
HauwnHe (2.6) KaxKeMO Ja Cy 3d8UCHA YKOJIMKO Ce HEKO Of BbUX MOXKe IIpe-
CTaBUTH Kao JIMHeapHa KOMOMHAIIKja 0CTanux. Y CYIPOTHOM, Pellerka Cy
He3asucHa. He3aBucHa pelemwma Cy Off TI0CEOHOT UHTepeca U OHa Cy fAeTalb-
HUje onucaHa y HapegHOj TEOPEMHU.

TeopeMa 2.3.5. Pewera (a”), (@), ..., (a”) xomoieHe jegnauume (2.6) cy He-
308UCHA AKO U CAMO KO 8aAXCU
dl «® ... 4
dll @ ... &
detd)=| . | | . | #0.
a® ¢® ... a”
loka3. HesaBucHoct pemema (ai"),(@a?),...,(al”") ommax maje u He3aBu-

CHOCT KOJIOHA-BEKTOpa MaTpulle A, IIITO 3HAYM Aa je paHT MaTpulie jed-
Hak r, ogHOCHO Baxu det(A) # 0.
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Ca gpyre cTtpaHe, ako Baxu det(A) # 0, oHOa je paHT MaTpuUlle jefHaK T,
LITO 3HAYM [la Cy HeHe KOJIOHe JINHeapHO He3aBUCHe, IIITO OIleT 3HAYU Ja
Cy pa3MarTpaHa pelllerha He3aBUCHA. [ |

[IpuMeTHMO fia Cy ABa pemema (a'"), (a\*) 3aBucHa yKOIHMKO Cy OATOBa-
pajyhu 4JaHOBM HU30Ba MIPOMOPLMOHANIHU, TO jeCT YKOJIMKO 3@ CBaKO N €

N* BaxkH jemHAKOCT a”) = cal”), mpu ueMmy je c Heka pUKCHpaHa KOHCTAHTA.

Teopema 2.3.6. YVkoauxko cy (ai”), (@), ..., (al") HesasucHa pewerba xomoieHe
JjegHauuHe (2.6), Waga je oliwilie pewere ogpeheHo ca

a, = c1aV + c,a® + ... + ca®, 2.7)
tipu yemy cy C1,Cy, .. .,Cx HeKe KOHCUlaHle.

IToka3 oBe TeopeMe 3aCHOBaH je Ha Teopemu 2.3.5. Moxke ce nmpoHahu
y[1, 4, 311.

IIa pe3auMupaMo, 3a CBaKy XOMOTeHY jefHa4YuHy 00J11Ka (2.6) Baxe cie-
nehe ynumeHNUIE:

* dpoj k y jemrakocTu (2.7) momymapa ce ca pemoM jeqHauuse (2.6),

* OMIITE pelllelhe MPEeCTaBba TUHeapHy KOMOWHAIHjy kK He3aBUCHUX
pelrema u

* KOHCTAHTE Cy,Cy,...,C, ogpehyjy ce Ha OCHOBY MMOYETHUX yCJIOBA.

Oliwile pewere HexomoleHe AUHedpHe peKypeHlHe jegHayuHe obIuKa je
a, = hn =+ DPn,

mpu Yemy je h, omiiTe pelliewme oAroBapajyhe xoMoreHe jeqHA4YWHE, a P,
IapTUKYJIApHO pelllekne JaTe HeXOMOreHe jeqHAuYUHE.

INocTtoju Bullle MeToma 3a ompehuBame MapPTUKYJIapHOT pellermha HeXo-
MoreHe jemHauuHe (2.6). JemaH of mUX je MeTOH BapHjalidje KOHCTAHTH,
Ha KojeM ce oBHme HeheMo 3appzkaBaTu. [Ipyru MeTOZ IIOApa3yMeBa Oa
Cce pa3MaTpameM HEKOJIUKO YjIaHOBa HK3a KOjU 3a0BOJbaBajy jeTHAYUHY
youu oxmpeheHa mpaBUIHOCT Ha OCHOBY KOje Ce HACJIyTU OOJIMK MapTUKY-
JIapHOT pelllela, KOju Ce IOTOM IPOBEPH 3aMEHOM Y jegHa4yuHU. OmmTe
y3€eBIIy, ,orahame” mapTUKYJIapHOT pelllekka je pacIpoCcTpameHa TEXHU-
Ka HapOYMTO KO BEIITHjUX pelllaBavya OBaKBUX jeqHadYuHa. HarocleTky,
IIOCTOje ¥ pa3BUjeHU METOOU 3a ogpehrBame TaKBOT pellema KOju 3aBuCe
om odbnuka dyukumje f u3 jengHaumnte (2.6). Buie Ha Ty Temy pehu hemo
YCKOPO y CiIy4dajy NTUHeapHUX PEKyPeHTHUX jefHauYWHa ca KOHCTAaHTHUM
KoeduijeHTuMa.

Y cknamy ca obnukoM jemHauuHe (2.6), TMHeapHa PeKypeHTHa jemHa-
yuHa (k-TOr pema) ca KOHCTaHTHUM KoedhulijeHTUMa 00JIMKa je

fotn + fini1 + ... 4 filngk = f(0), (2.8)
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npu 4eMy cy fo, fi, - . ., fx peanHe KOHCTaHTe. Pa3sMoTpuMO Hajiipe XOMOTreHe
NIMHeapHe PEeKypPeHTHE jeqHAYMHE ca KOHCTAHTHUM KoehuIijeHTUMa.
Peimeme xoMoTeHEe IMHEAPHE PEKYPEHTHE jeTHaYMHE Ca KOHCTaHTHUM
KoeduiujeHTMa ofmpeheHo je leHOM KapaKTEePUCTUUYHOM jeqHAYUHOM.
KapaxkiuepuciuuuHa jegHauuHa jegHauuHe (2.8) je jeqHaYnHa

fo+fix+...+fxk=0. (2.9

Cagma heMo feTa/bHO OITMCATH HAaUWH ogpebuBama OIIIITET pelllema X0-
MoreHe jegHauuHe (2.8). KoMnneTHa npoiiegypa CBOOU ce Ha ogpehusa-
e k He3aBHUCHUX pelllerha, a caMa He3aBUCHOCT pelllerma ca KojuMa heMo
ce YCKopo cycpecTu cnenm u3 TeopeMme 2.3.5. PaznukyjeMo OBa ciay4daja.

* AKO Cy HYJI€ Xi,Xz,...,Xx KapaKTepucTU4He jemHauuHe (2.9) jemHo-
CTPYKe, OH[IA je OIIIITE pelliere OaTo ca

an = C1X] + C2X5 + ... + CkX}.

(ObpaTuTu nmaxmwy Ha TO Oa HyJie KapaKTepUCTHUYHE jefHauYuHEe He
MOpajy dutu peasnse, IITO HE Mema CTBap.)

* AKO IIOCTQjH HyJIa X; MyJITUILUINUTETA M, OHOA OHA Jaje 49JiaH
Ci)(? aF Ci+1nX? AF oo o T (:,'Jr,,1,1T1'71_:l)(1rl

y OIIITEM pelLIely XOMOTeHe jemHaYHuHe.

MpumMmep 2.3.7. Ha npumMep, ako IOCTOjU TPOCTPYKa HyJA X;, HOK CYy
CBe OCTaJjie jeMHOCTPYKe, peliewne je 0dIrnKa

A, = C1X} + ConxX} + 3P} + CuX) + ...+ aX].

Ipema3sumo cafa Ha ompehuBame MapTUKYJIapHOT pellerha HEXOMOTe-
He jegHauymHe (2.8). V 3aBucHOCTU of 0oOnuKa ¢GyHKIHUje [ pa3muKyjeMo
Behu 6poj cnydajeBa, a oBoe hemo meTarbHUje 00paguTH HapeoHU.

Axo Baxu f(n) = Py(n)b", npu uemy je P, monuHOM cTenieHa d, a b peanHa
KOHCTaHTa, OHa Baxu cienehe:

* ako X = b HUje HyJla KapaKTepUCTUYHe jeqHauuHe (2.9), OHOa mapTH-
KyJIapHO pelllekhe MOKEMO IOTPAXKUTU y 00IIUKY

Pn = (Ao +A1n AF oo —i—Adnd)b”;

* aKo X = b jecTe Hyna MyJITUIUIULIUTETA M, OHIa IapTUKYJIapHO pellle-
e MOXKEMO MOTPAXKUTU Y ODJTUKY

p.=n"(Ag +An+ ... +Amn)b".
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[MapTukynapHO penieme duhe ogpeheHo Kama ce ogpene HETIO3HATH KO-
edunmjenT! Ag, A4, . ..,As, KOje U3pauyHaBaMO 3aMeHOM [0dHjeHOoTr 0d1mKa
TOT pellema y jegHauuHU (2.8). HaBegumo u mBa monciydaja Koju ciene
OUPEKTHO U3 MPETXOTHOT.

(1) Axko je dyHKIHja f mOIMHOM cTelleHa He Beher of d, oHOa BaXKu Cie-
nehe:

- ako X = 1 HUje Hy/la KapaKTEPUCTUYHE jeqHAYWHE, OHMA TapTHU-
KyJIapHO PeIIehe MOKEMO MTOTPAXKUTHU Y 0OITUKY

Pn :AO +A1n+ +Adnd;

- ako x = 1 jecTe Hyna MyITUIIIUIUTETA M, OHOA TMAPTUKYTApPHO
peliemhe MOXKEMO MOTPAXKUTH Y OOJTUKY

Pn=nN"(Ag +Ain+ ... +Am°).
(2) Ako Baxu f(n) = cb", oHma Baxu ciepnehe:

- aKo X = b HUje HyJla KApaKTEPUCTUYHE jeqHAYHWHE, OHA MapTHU-
KyJIapHO PeIelhe MOKEMO IIOTPAKUTHU Y 0OITUKY

pn. = Ab";

- aKo X = b jecTe Hy/la MyITUIIUIIUTETA M, OHAA TAPTUKYTAPHO
peliekhe MOXKEMO MOTPAXKUTH Y OOJTUKY

p. = n"Ab".

Mpumep 2.3.8. OOpenuTu OMNIITE pelllelhe PeKypeHTHE jefHaYuHe
a, =4a, 1 — 3a,_,+3". (2.10)
YV nutamy je HexOMOTreHa IMHeapHa peKypeHTHA jefHAUYUHA Ca KOH-
cTaHTHUM KoeduimjeHTuMa. [locTynak pellaBama je crnemehu:
(1) pemu ce ogroBapajyha xomoreHa jegHa4dmHa,

(2) ogpernu ce jeqHO MapTUKYJIApPHO Pelllelhe HEXOMOT' €He jeqHaYuHe
u

(3) ommiTe pelieme je 30up pelllema XOMOTeHe jeqHauYuHe U IIPEeT-
XOOHO ogpebeHOr mapTUKyIapHOT peIlema.

CopoBemuMO cafa IPETXOOHO OIUCAaHe KOpakKe.
(1) OgroBapajyha xoMoreHa jemHauuHa gaTa je ca

hn = 4hnfl - 3hn72a
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OOHOCHO
hn - 4=hn—1 + 3hn—2 = 07

omakJie modrjaMo KapaKTEpUCTUYHY jeTJHaYUHY
x* —4x+3=0.

Hyne KapakTepucTUYHE jeqHAYUHE CY
x1 =1, x, =3.

3ak/py4yjeMo [a je OIIITe pelliermne XOMOreHe jeqHauYMHEe OaTo ca
h,=c; + ¢, 3"

(2) C 0b3upomMm ga je x, = 3 Hylla MyATUILIUIOUATETA 1, MapTUKyJap-
HO pelllerke Tpeda MOTPaXKUTU y 00NIUKY

p. = nA3".

VBpiiTaBawmeM p, v jemHauuHy (2.10), ompenmheMmo koeduiijeHT A.
Baxe cnenmehe jemHakocTu:
Pn = 4Pn-1 — 3Pn—2 + 3",
An3" =4A(n - 1)3"! —3A(n - 2)3"% + 3",
0=23"?(An3’> - 4A(n—1)3+ 3A(n—2) — 3%),
0=3"2%6A-9).

IMTomiTo 3a cBakKO n Baxu 3" 2 # 0, 3aK/by4yjeMo Ja MOpa BaXXuUTH A =
3. Crora je mapTHKyJIapHO pelllere 1aTo ca

Pn = %n3"+1.

(3) HamocneTky, omirte pellekwe jenHadyune (2.10) gato je ca
a, = hn + Pn = C1 “F 023n =F %HS"‘H.

(Bynyhu pa je jemHauuHa Opyror pena, OIIITe pellene 3aBUCH Of IBe
KOHCTAHTeE.)

Mpumep 2.3.9. OpopenuTu pellewme PeKypeHTHE jeqHAUYUHEe

a, = 6a,_1 — 9a,_, +n3", (2.11)
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KOje 3am0BOJbaBa IOYETHE YCIIOBE dg = 2,d; = 3.

CnuuHo kao y [Ipumepy 2.3.8, ogroBapajyha xoMoreHa jeqHadmHa
JaTa je ca
hn - Ghn—l + 9hn—2 = 07

OOK je BbeHa KapaKTepUCTUYHA jefHaYnHa
x2—6x+9=0.

Oame modujamo
X1 = 3, X2 = 3,

IITO 3HAYY [a je OIIITe pellelkhe XOMOTreHe jefHa4YuHe OaTo ca
h, =¢,3" + c,n3".

[TapTrKylapHO pelllemke TPaxkUMO y 00IUKY (BUOETH OUCKYCHU]Y O
00IMKy OBOT pellema)

p. = (Ao +A;n)n?3".

VBpmtaBameM p, y jeogHauuny (2.11), HaKOH jegHOCTABHOT anredap-
CKOT paudyHa, pobujamo

1

AOZEa

1
A=

Ilaksie, MapTUKYJIapHO Pelleme OaTo je ca

(1 1 E
pn—<§+€n>n3.

Kao y npeTxogHOM IHpHMeEDPY, OfaBOe modHjaMo Oa je OIIITe pellerhe
jenuaumHe (2.11) maTo ca:

a, = h, + p, = ¢,3" +c,n3" + (%Jrén) n*3". (2.12)

INMpenasumo Ha ompehuBame KOHCTAHTH C; U C;. 3aMEeHOM HajIpe
n=0, asatum n = 1, y jegHakoctu (2.12), nodujaMo cucTeM jegHa4U-
Ha

01:2,
301+3€2+2:3,
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4quje je peueme
5
C, = 2, Cy = —g.
Konauno, pellleme Koje 3af0BOJbaBa 3amaTe IIOYETHE YCIIOBE HO-

dujamo 3aMeHOM HOOMjeHUX KOHCTAHTHU y jemHakocTH (2.12):

_ _ n_5 n 1 1 272n
a,=h,+p,=2-3 §n3 +<§+€n>n3.

Capa heMo meMoHCcTpUpaTH jegHY IPUMEHY y U3padyHaBamy CyMa ca
KOjuMa CMO Ce CpeTaJu.

Mpumep 2.3.10. Heke cyme KojuMa cmo ce dasunu y Ofgereky 1.1 mo-
XKeMO u3paudyHaTu GopMHUpameM OAroBapajyhux IWHeapHUX PEKY-
PEHTHUX jefHauuHa (y ckinany ca [Ipumepom 2.3.4) u BUXOBUM pellla-
BambeM. Ha mpumep, cymu u3s Ilpumepa 1.1.4 ogrosapa pekKypeHTHa
jemnHa4ynHa

Sny1—=Sp=(n+ 1)35

y3 Io4eTHU yCnIoB S; = 1.
OnucaHUM HOCTYIIKOM (KQju CMO OeTasbHO U3JIOXKUIN Y TPETXOmHA
IOBa IpUMepa) O0JIa3uMO [0 OMINTEr YjaHa HU3a

_n*(n+1)?
Sn —_— T.

He mocToju onmitu MeTOf 3a pelllaBamke JIMHEAPHUX PEKYPEHTHUX je[-
HayuHa ca GyHKIHOHAIHUM KOeQUIHjeHTHMa, HUTH Ce CBE MOTY pPeIllu-
TH. 3a HeKe TUIIOBe IIOCTOje pa3BUjeHU MeToOou (Ha IpuMep, paHuje CIIO-
MUBaHU METOJ BapHujauuje KOHCTaHTH). 3pauyHaBame NIPBUX HEKOJIUKO
4jaHOBA ¥ IOTOM MHOYKTUBHO NOKa3UBake HacCIyheHOr peniemna METOL, je
KOoju yBeK Tpeba mmartu y Bupny. IlpuMemyje ce U MeTon CMeHe KOjuM ce
pa3MaTpaHa jemHa4YMHa II0jeJHOCTaBJbyje (a y HEKUM CllydajeBuMa, CBOOU
Ha JIMHeapHY ca KOHCTAaHTHUM Koe(pHUIlrjeHTHuMa).

Y HapenHa Tpu npuMepa pemrrnheMo HeKe TUHeapHe PEKYPEeHTHE jel-
HayuHe ca QyHKIIMOHATHUM KoedunnjenTuMa. Kao 1mito he ce ucnocrasu-
TH, IIPBE OBE MOTY Ce PEIIUTH U3padyHaBamkeM IIPBUX HEKOJIMKO YIaHOBa,
Ila II0TOM IPUMEHOM MaTeMaTudke mHgyknuje. [Toctynnu 3a Koje cMo ce
OIIpenmeIuIN HEIITO Cy APYTadlju U CBOLE Ce Ha TpaHchopMalyje jemHa-
4YKWHa U MeTOH CMeHe.

Mpumep 2.3.11. OmpenuTy pellieke PEKYPEHTHE jeqHaYnHe
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na,=(Mn-2)a, 1+ 2,
KOje 3aoBOJbaBa MOYETHU YCJIOB dg = 1.

AKoO obe cTpaHe jemHAKOCTH IIOMHOXKUMO ca n— 1, godujamo jenHa-
4YuHY

na,(n—1)=n-1)(n-2)a,_; +2(n-1).

AKO cafa m3pa3uMO YjlaH d,_; U3 IIojla3He jedHauYhHE U YBPCTHUMO Y
IpeTXOogHy, 3aTUM ypaguMO HCTO ca d, ,, ¥ TAKO pemoM, modbmjamo
cnenmehu HU3 jemHAKOCTH:

na,(n—1)=n-2)((n—-3)a, 2 +2(n—-2)+2(n—-1),

=2(1+2+...+n-1),
=n(n-1).

Capma jemHOCTAaBHO 3aKJby4dyjeMoO Oa Baxu a, = 1. (Ha mpBu mornep
CJIOK€eHa jeqHa4YWHa 3alpaBo UMa BPJIO jeTHOCTaBHO PeIIeHe.)

o pemerma cM0 MOTIU OohM U U3padYyHABAKEM IIPBUX HEKOJIMKO
4YJlaHOBa HU3a (CBaKM O BUX jefHaK je 1) u moToM MHOYKTHBHUM LO-
Ka30M.

Mpumep 2.3.12. OgpenuTH pellielkhe PEKYPEHTHE jeqHaYnHe

a=—"a +1
n—n+1n71 )

KOje 3amoB0oJbaBa IIOYETHU YCJIOB dg = 1.

VBemumo cmeny b, = (n+ 1)a,. HoBa jegHauuHa je

b,=b,.1 +n+1.

IMomiTo Baxu by = dy, 3aK/by4yjeMo a IOUYETHU YCJIOB OCTaje UCTHU, TO
ject Baxu by = 1.

OBO je NUHeapHa PEKyPEHTHA jegHaYMHa Ca KOHCTAaHTHUM Koedu-
LUjeHTHMa U MOXKeMO je pellInTH Ha paHuje ONMCaHu HauuH. BemTtuju
yuTanan he IPecKOYUTH Ty IPOIENYPY ¥ OOMaxX YOUUTH [a je OIIITU
4jaH oapeheH ca
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OakKijie ciengu

(n+2)
a, = ———=.
2
Kao y mpeTxogHOM IIPpUMEPY, A0 UCTOT pellleha MOTJIN CMO nohu u
u3pavyHaBamkeM IPBUX YJIAHOBA, T€ YyOoUaBamkeM 3aBUCHOCTHU U3Mehy
Bux. Haume, mapHM 4aHOBU HHM3a pefoM Cy jemHaku 2,3,4,..., a
3 5 7

HETapHH 3, 5, 5,.... HaAIOCIeTKy, MPUMEHa MaTeMaTU4Ke UHIYKIIHje

OOBOOM OO OIIIITET PeIlllekha.

Pa3sMmoTpuMO cafia HELITO Opyradyujyu TUIl jegHAYUHE.

Mpumep 2.3.13. OmpenuTy pellielkhe PEKyPEeHTHE jeqHaYuHe

n—1

a, = nzzzaf,

i=0

KOje 3a00BOJbaBa IIOYETHHU YCJIOB dy = 1.

3a pa3nuKy Of jeqHa4YMWHa KOje CMO [0 cafa pellaBajiy, y 0BQj ce n-
THU 4JaH HU3a U3pazkaBa IPEKO CBUX IIPEeTXONHUX (BumeTty HamomeHy
2.3.1). Opyrum peuyuMa, dpoj 4iaHOBa HM3a Ca OECHe CTpaHe jeqHa-
KOCTHU HUje KOHCTaHTaH.

W3BpmuMo Hajupe HEKOJIUKO anredapckux TpanchopMalidja gate
jenHa4uHe:

n—1
na,=(n+2)>» a
i=0
n n—1
nZai =2(n+ 1)201‘,
i=0 i=0
1 n 2 n—1
n+1 ;ai:H;ai'

(OIpyry jemHaAKOCT JOduUIM CMO TaKO IITO CMO 00e CTpaHe IpPBE jemHa-
KoCcTU cabpanmu cand.l ) a;.)

. noa
Hexa je cama b, = Z=0%. OBoM CMEHOM [0JIa3UMO [0 JHHeapHe

PEKYpeHTHE jemHaYWHe ca KOHCTAHTHUM KOoe(pUIIrjeHTUMa
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bn = an—la

y3 IIo4YeTHU ycJioB by = 1. Onmitu 4ynaH ogrosapajyvher Husa ompehen
je ca

bn _ 2n—1’

OOakKJjie ciengu

an = (n +2)2"2.

2.3.3 HenuHeapHe peKypeHTHe jeaHa4YuHe

MeTonu 3a pelllaBalk€e OBUX jefHa4YMHa He Pa3JIMKYjy Ce MHOT'O Ofl OHUX
3a pelllaBamke NTUHEAPHUX PEeKypPeHTHUX jeqHaYWHA ca QYHKIIMOHAIHUM
KoedunujenTuMa. OBOe heMo M3MOXKUTH caMO [Ba IIpuMepa.

Mpumep 2.3.14. OgpenuTH pelleme PEKYPEHTHE jeTHaYnHEe

3
a . an+1

n+2 — 2
an

KOje 3a710Bo/baBa II0YEeTHE yCJIOBe dp = 1 1 a; = 2.

Hajmpe ce (peuuMo, MHOYKIIMjOM) DOKaXKe ga Cy CBU 4JIaHOBU HU3a
KOju 3aJI0BOJbaBa JaTy jedHaYMHYy U MOYETHE YCJIOBE ITO3UTUBHHU.

Cagza morapuTMoBameM 00e cTpaHe jegHa4YWHE, a 3aTUM CMEHOM

b, =log, a,,
modujaMo MUHeapHY PEKYPEHTHY jeqHaYMHY Ca KOHCTaHTHUM Koedu-
OUjeHTrMa
bn+2 = 3bn-kl - 2bn;

y3 HOBe Imo4YeTHe ycijioBe by =0 u b; = 1.
OBy jemHauYWHYy peIllaBaMO OMMCAHUM MeTomoM. OMMITH YjiaH Of-
roBapajyher Hu3a je

by=2"—1,

IITO HAaC JOBOOHU MO OIIIITET 4YjiaHa IOojla3He jeOHa4YMHE KOju je ompe-
ben ca

n
a,=2%"1

Hu3s koju je pelleme NpeTXOOHE PEKyPeHTHe jemHa4dyrHe Op30 pacre.
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PeruMmo, Baxu as = 231 =2147483648.

Mpumep 2.3.15. OgpenuTu n-TH 4YjlaH HHU3a KOju 3aJ0BOJbaBa jemHa-
YUHY
P a,—1
n+1 — an + 17

YKOJIMKO, peuMo, Baxu do = 10.

HN3pauyHaBamkeM IPBUX HEKOJIMKO YlaHOBa J0dHjaMo:

= 0. A
_ao+17 2 — aoy 3_—ao+1 4 — UQ-

3akJby4yjeMo fa ce YIaHOBY HU3a IEPUOAUYHO IOHABIBAjy ¥ rpylaMa

a

or o 4. KopunrhemeM IOYETHOT yCJIOBa, MOOMjaAMO a; = =3, 4z = —15
U a; = —4, oflakJe Cllefiu fa je n-TH 4JlaH HK3a ofpeheH ca
10, n=0(mod4),
9
i N= 1 (mod4),
= = 2 L0003 01
- 10 I n= (mo I
—%, n=3(mod4).

(V cknapy ca sHoTtauujoM u3 [Tomomerska 2.1.1, n = 0 (mod 4) 3Ha4u ga
je n nmpupopaH dpoj Koju gaje octatak 0 mpu gerpemny ca 4, U CIUYHO
Yy OCTaJIuM CJIy4YajeBUMa.)

2.3.4 PewaBawe KopuwheweM pyHKLUja reHepaTpUca

Heka je nuHeapHa peKypeHTHA jeqHaYMHa ca KOHCTAaHTHUM KoehuIiu-
jeHTHMa, y3 IMOYEeTHE YCJIOBE, 3afiaTa Ha cnegehy HauuH:

n n n :0,
{ fon + filny1 + ...+ Gngi (2.13)

o = Cp, A1 = Cq,...,0k—1 = Ck_1.

Pemanuja nameby oBakBux jemHaunHa (Koje Cy 3afiaTe y HOpMaJIn30BaHOM
00nuKy) U pyHKIMja reHepaTpuca JaTa je ciemehom TeopeMoM.

Teopema 2.3.16. OyHkuuja leHepailipuca Hu3a (a,) ogpeheHol peKypeHIHOM jeg-
HayuHoMm (2.13) obauka je
P(x)

A = foxk+ fixkt+ ... +1

)
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iipu yemy je P lloauHom ciueilieHa (citipoio) marvel og K.

Joka3. JacHo je ga ce ¢pyHKIIMja TeHepaTpuca HU3a (a,), Koja je cyMa HEKOT
KOHBEPTE€HTHOI CTEIIEHOT peja, MOXKe 3alucaTé y ObJIuKy KOju je maT y
TEeopeMH, IIpu YeMy je P Takohe cyma HeKOr cTemneHor pefa. [akie, Tpeda
caMo MOoKa3aTHu fa je P 3ampaBo DOIMHOM CTelleHa Mamber Of K.
JemnnakocT u3 Teopeme MoxkeMo 3anucatu y ciaenehem odbnuky

P(x) = AX)(fox* + fix* 1 + ... + 1),
OOHOCHO
P(x) = (o + a1x + ... +apx* + .. )(fox* + fixk=t ...+ 1).

KoedwuiijeHT Koju ce Hanasu y3 X"t* ca mecHe cTpaHe OBe jeHAKOCTH,
3an > 0, jegHakK je
ann +flan+1 oo TF an+k~

MebyTtum, momTo HUS (a,) 3aJ0BOJbaBa jegHauuHy (2.13), mpeTxonHa Bpen-
HOCT jegHaKa je HyJIu 3a cBako n > 0, omakiie cienu TBphembe. |

I[TpumeTuMO fa ce QyHKIMja TeHepaTpuca U3 MPETXOOHE TEOPeEME MO-
XKe OIpenuTy u3padyHaBameM KoedulijeHaTa moinHoMa P Ha OCHOBY 3a-
OaTuX MOYEeTHUX yCJIOBa.

Ykonuko y uMeHuOI1y QyHKIIMje reHepaTpuce IPOMEHJbUBY X 3aMEHU-
Mo ca ! u moToM Taj MMeHMIal] IOMHOXKKUMO ca X*, jodujaMo u3pas u3 Ka-
pPaKTepUCTUUHE jeDHA4YUHe (XOMOreHe JIMHeapHe PEeKypeHTHe jeqJHaYnHe
ca KOHCTaHTHUM KoeduiirjeHTMa) Koja je paruje ogpebena ca (2.9). Opy-
ruM peurMa, QyHKIMja reHepaTpuca TPakXkeHOT HM3a CampKU KOMILIET-
Hy uHpOpMaIHjy 0 KapaKTEePUCTUYHO] jemHayuHu. lllTaBulile, ako je meH
UMaHUJIall 3allcaH y BUAY IPOU3BOma OMHOMaA, OHIA OH OOMax Haje U Hy-
Jie KapaKTEepPUCTUYHE jefHauYUHe (KOje Of paHHje Urpajy Kby4Hy YJIOry y
ompebuBamy oniter 4yjgaHa HU3a).

CBe 0BO Jaje jemaH METO[ 3a pelllaBake IMHEeapHUX PEKYPEHTHUX je[-
HaudMHa ca KOHCTaHTHUM KoedunrjeHTUMa KopuilthermeM QyHKIMja TeHe-
paTtpuca. Y nmpakcu ce cpeheMo ca HemTo ApyradujuM IPUCTYIIOM (KOjH je
Yy CyLITUHY UCTH, Y3 PA3JINYUT PeOOCiIen Patikby, a BaXu U y Cliydajy Kafa
je dyakuuja f KoHCTaHTHA). UIycTpyjMO Taj IPUCTYI y OBa IpUMepa.

Mpumep 2.3.17. Ogpenutu QYHKIN]y reHepPaTPUCYy HU3a KOju 3a0BO-
JbaBa PEKYPEHTHY jeIHAUYUHY

Gny1 = 2a, + 1 (2.14)

U IIOYETHHU YCJIOB dg = 0, a moToMm OOpenuTH U OIIIITHU YJIaH TOI' HU3a.
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Jenuauunu (2.14) ogroBapa jegHa4YuHa

A(X)—ao_ 1
A= _ 2400+ B,

(2.15)

jep:

* uJlaHy d,,; OATOBapa pyHKIMja TeHepaTpuca H1U3a IOMePEeHOor 3a
jemHo MecTo yneBo (TaKo Aa je leTr0oB N-TU 4YjlaH jedHaK d,.1), TO
ject 20 %,

* ujaHy 2d, ogrosapa ¢GyHKIMja reEepaTpuca 2A(x) u

* ynaH 1 je n-tu unas Hu3a (1,1,...,1,...), OBHOCHO OArOBapa My
dbyHKIMja reHepaTpuca .

[arme pemraBaMo jegHauyuHy (2.15) o A(x) (Y3 HaTh IIOYETHHU yCIIOB):

AX)—ay 1
™ = 2A(X) + T
A(x) 1
X ZZA(XH_l—x’
wot2)- 1
1 - 2x 1
A(X)< X >:1—x’
A(x) = 11,%2);7
" X
AN = T —20"

Capa A(x) mOTpaXuMO y 00NIuKy

P, P,
-t o

A(x) =

(P, u P, cy IOIMHOMY 4UjU je CTEINleH CTPOTr0 MambU Of CTeleHa Of-
roBapajyhux mMeHusalla, TO jeCT y MUTamy Cy KOHCTaHTe). HakoH
kpaher anredapckor pauyHa (To jecT, u3jegHadaBama KoeduimjeHa-

Ta) modujamo P; = —1, P, = 1, ogHOCHO
1 1
AN =5 T 1o

=— Zx” + Z(Zx)”
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=> " -1)x".
n=0
Otyna je ommiTy 4iaH Hu3a onpeben ca
a,=2"-1

(ogHOCHO, jemHaK je KoeUIUjeHTY KOju ce Hajla3u y3 Xx").

Mpumep 2.3.18. V3 TekcT u3 IIpumepa 2.3.17, pa3MOTPUMO PEKYPEHT-
Hy jedHa4YUuHY

any2 = 20n+1 — ay,
dg = 0,(11 =1.

Ha cnvuyaH Ha4yuH O0J1a3UMO [0 jefHa4YUHE

A(X) = (121)( — dy . 2A(X> — dy —A(X),
X X
U IIOTOM, IPUMERYjyhHU UCTHU IIOCTyIIaK, modHujaMo
X
Ax) = =%
Crnepu anredapCcku padyH:
1 1
AX) =15+ T2
oo . oo n + 1 |
S S ()
n=0 n=0
=> (-1+n+1)x

3
Il
=)

I
[M]¢
=

E]
Il
=)

Otyna je ommiTy 4jiaH Hu3a onpebeH ca

a, =n.
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2.3.5 TMMpumMmeHa y napTMuuMjaMa CKynosa

OBpoe heMo pa3MoTpuTH jeqHY NPUMEHY PEKYPEHTHUX jefHa4YUHa y U3-
padyHaBamky Opoja mapTUllMja KOHAYHOr CKyla. [lajke m3marame OJGHOCU
Ce Ha CKyIIOBe IIPBUX N IPUPOJHUX OpojeBa.

IMapitiuyuja ckyila N, Ha k IOOCKYIIOBA je CKYII IbeTOBUX HEIIPa3HUX OUC-
JYHKTHHUX IMOOCKYIOBa S1,S,,...,S, TaKBUX Oa Baxku

N, =5 US;U---USq.

CMmaTtpaheMo fa je jequHa mapTuildja Mpa3HoT CKyIla npa3aH ckymn. [lap-
Tunyje hemo Hagabe 3anKcUBATH Kao y IPETXOOHOj jeMHAKOCTH, JaKje y
00nuKy yHUje MOACKYIIOBa, a He CKyIla UCTUX IIOOCKYIIOBa.

Mpumep 2.3.19. CBe napTunuje ckymna Nj Ccy:
k=1: {1,2,3},
k=2: {1,2}u{3}, {1,3}u {2}, {2,3} U {1},
k=3: {1}u{2}uU{3}.

Cnepehe medbununuje u npareha TBphema rosope o dpojy mapruiiija
ckyma. CitiupsiuHios 6poj gpyie epcilie, y o3Hauu S(n, k), jegHak je dpojy map-
TUIIAja CKyIla Of n eleMeHaTa Ha k mopckymnoBa. M3 ITpumepa 2.3.19 3a-
KJby4dyjeMo Ja, peuuMo, Baxu S(3,2) = 3.

HanomeHa 2.3.20. CTupiuHIoOBY OpOjeBU IPBE BPCTE II0jaBIbyjy Ce y KOH-
TEKCTY ompebuBama dpoja mepmMyTalifja Koje 3aloBObaBajy cruenuduyHe
ycnoBe. Mako cMo ce mepMyTalirijaMa daBunu y okBupy Omemaka 1.4 u 1.5,
0OBe dpojeBe HMCMO CIIOMUEbAIIHU.

Benos'® 6poj, y o3uanm B(n), jeqHaxk je 6pojy mapTuiyja CKyma Of n ejie-
MeHaTa. [IpyruM pedyrMa, BaXXu jeJHaKOCT

B(n) = iS(n,k).

Iomy MHOEKC CyMe jeJHAaK je HyJId jep CMO YKJ/bY4YHIIA U IIpa3aH CKYII.

Mpumep 2.3.21. Benosu d6pojesu B(n), n < 10, matu cy TabenoMm:
n 01 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bn) 1 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975

19Epuk Temmnn Ben (Eric Temple Bell, 1883-1960) - MKOTCKU MaTeMaTH4ap U KEUKEBHUK.
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Huzosu CtupnuHrosux dpojesa apyre Bpcre u benoBux dpojesa 3azo-
BOJbaBajy oAroBapajyhe peKypeHTHe jemHaurHe. 3a IIO0YeTak, BaXU CJie-
meha Teopema.

TeopemMma 2.3.22. CiuupauHiosu bpojegu gpyie 8pcilie 3agogosasajy caegehy pe-
KYPeHUWHY jegHaYuHy:

S(n+1,k) = S(n,k — 1) + kS(n, k).

Joka3. Ce maptunuje ckymna N,,; Ha k IIOJCKyIlOoBa MOXKEMO HOOUTHU Of
napTunyja ckyna N, Ha k — 1, ogHOCHO k mopckynoBa. HarnMe, cBaka TakBa
napTunyja ckyna N, 0oduja ce unm npomupuBameM NapTuliyje ckymna N,
Ha k — 1 mopckymnoBa jegHOYNIAaHUM CKymnoM {n + 1} (mTo maje mpBu cadu-
Pak JecHe CTpaHe jeMHaKOCTH KO0jy mOKa3yjeMo) UK OomaBakheM eJIeMeH-
Tan+ 1 HeKOM Oof ITOACKYIIOBa KOjU YMHe apTulujy ckyna N, Ha k IOICKy-
noBa. [TomiTo ce Taj eleMeHT MOXKe AomaTu duso KojeM of k IMOACKYIIOBa,
CBaKa IIapTuiluja ckymna N, Ha k IOACKYIIOBa faje k HOBHUX ITapTUIHja CKyIla
N,.1 Ha uctu dpoj moAckymnosa (UITO Jaje Opyru cadbupak), ogakie ciemu
TBpheme. |

I[MomceTuMO fa je HU3 KOjU 3a40BOJbaBa HEKY PEKYPEHTHY jeTHAYUHY
jemHO3Ha4YHO ompeheH Tek Kafa ce 3aajy ¥ IOYETHU YCIOBU. Y CKJIamy ca
TuM, Oyoyhu ma je Hu3 CTUPIMHTOBUX OpOjeBa ABOAMMEH3UOHU (3aBUCHU
Of OBa MHAOEKcCa, k 1 n), jomaBameM IIo4YeTHUX ycnuoBa S(n,1) = S(n,n) =1
OOJIa3uMO OO PEKYPEHTHE jefJHAYUHE

S(n+1,k) =S(n,k — 1)+ kS(n,k),
S(n,1)=1, S(n,n) = 1.
Koja ompebyje oBe dpojese.

TeopemMma 2.3.23. Fesos8u bpojesu ogpeheHu cy peKkypeHliHOM jegHaYUHOM

n

Bin+1)=%" (Z)B(k),

k=0
u tiovetuHum ycaosom B(0) = 1.

Doka3 ce moxe mpoHahu y [2, 31]. ¥V Ogemuuma 2.4-2.6 cpenrtheMo
Ce ca joll HeKMM HU30BUMa OpojeBa ¥ peKypeHTHUM jemHauYnHaMa Koje ux

ompebyjy.

3apauu

1. dopMmupaTtu peKypeHTHY jeDHAa4YMHYy Koja (y3 ogrosapajyhu nodeTHHU
YCJIOB) jegHO3Ha4YHO opxpehyje reomerpujcku Hu3 (8,-12,18,-27,...).
HNspauynatu motoMm 100. ynaH oBOT HHU3A.


graph
Highlight


104 2.3. PEKYPEHTHE JEAHAYNHE

2. ®opMupaTH PeKypeHTHY jeqHaAuYuUHY KOjoM ce ompehyje dpoj (cBakor
o paHuje obpabenux) uzdopa 3 enemenrta ckymna N,. [ToTom pemuTtu Ty
jenHayuny.

3. PemuTty pekypeHTHE jeIHAYUHE

apy1 = 3an - 20,,,1,
ag=1,a, =2

app1 = 2011 — 2.
4. PemnTy pEKypEeHTHE jeTJHAYUHE

iz + 20n2 + 0 =n° =1,
ap=1,a=2,a,=1

a,=3a,_1 —4n+3-2",
dg = 8, a, = 2.
5. Jloka3aTu fa CUCTeM PEKYPEHTHUX jefHadYnHa

2an+1 + bn+1 =da, + 3bna
any1 + bn+1 =a,+ bm
dog = 1, bo =2

HaKOH JIMHeapHUX TpaHcopMaliyja faje jefHadYuHy

2bn+1 = 2bn+1 - bn;
bo=2,b; =3.

Pemmtu 0By jeqHa4YuHYy, a IIOTOM U II€0 CUCTEM.

6. Pemmitu peKypeHTHY jeIHAYUHY

2 _ 2 2
a., = 5a; , —4a;,
dg = 4, a, = 6.

(YBecTtu cmeny b, = a2.)
7. PemiuTtu peKypeHTHE jeqHa4YuHEe

an+1 =da, — anan+17
ag=1
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G a, — 2
n+1 — an +4,
dg = 0.
8. 3a maTe peKypeHTHe jefHa4YUHe 1 II0YETHE YCIIOBE OAPEenuTH QYHKIINje
reHepaTpuce OAroBapajyhux HM30Ba, a IIOTOM M OIIITH YJIaH CBAKOT Of
HU30Ba:

dni2 — 4an+1 + 4an = 2“7
dg = 0, a, = 07

ap = dp—2 +4n,
dg = 3, a, = 2

Qny2 — 60,1 +9a, =n + 2™,
dg = 0, a, = 0.

9. OppenuTu cBe nmapTunyje ckymna Nj, Ha CKyIIOBe KOju cagpzKe II0 6 ejie-
MeHarTa.

10. Joxkasatu cnenehe pekypeHTHe ¢opmysie 3a CTUPIUHTOBE OpojeBe
Opyre BpCTe

n

Sn+1,k)= > k"S(i,k—1),

i=k—1

S(n+1,k) = __n (?)S(i,k ~1).

(TTomrto cy yieBe cTpaHe 0de jemMHAKOCTH jemHaKe, Y IPBOM KOpaKy MoOXe
Cce IOKa3aTH IIpBa Of BUX, PEIUMO, KOpUIThekmeM PeKypeHTHe dopMyie
maTte y Teopemu 2.3.22. ¥V opyroMm Kopaky MOXKe Ce JOKa3aTH jeIHaKOCT
u3mehy gecHUX cTpaHa, a 3a TO je IorofiaH MeTO[ 3MUjCKOT yJba OIIHCAaH Y
IMomomemky 1.6.4; Bumetu u [Ipumep 1.6.11.)

11. Kopuctehu mpyry ¢bopMyny u3 IPETXOOHOT 3afgaTKa JoKa3aTu Teo-
pemy 2.3.23.

12. JoxkasaTu Oa je dpoj maptunyuja ypehenor ckyna N,,; TakBUX Oa ce
IBa CyceOHa eJleMeHTa He Hajla3e y UCTOM CKyIly napTuuuje jemHax B(n)
(To ject, BenoBoM dpojy Koju je jemHak dpojy maptuiiuja ckyna N,).
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2.4 ®dudoHauujeBu dpojeBu

dudonauujeBu?’ 6pojeBu YKMHE jejaH O HAjIIO3HATHUjUX HU30Ba OpojeBa,
He caMo y MaTeMaTuIy Beh u y octanuM HayKaMa. YUTaoIly je BEpOBATHO
IIO3HAT [I0jaM 3JIaTHE MOofeJie KOju Ce YeCTO CIOMUILE y KOHTEKCTY IIPo-
nopuyja y CINKapCTBY, OPYTUM yMETHOCTMMA U apXUTEKTypH. Y OHOME
mTo cruenu, nahemo Heke ompepmHunie ®udoHaumjeBUx OpojeBa (Ha IpuU-
Mep, ogpenuhemMo ONIITH YjlaH ¥ QYHKIU]y reHepaTpucy ®PudoHauujeBor
HU3a) U mokalaheMo Heka BUXO0Ba CBOjcTBa. PasMorpuheMo U jemaH HU3
bpojeBa Koju cy dbnucku PudoxHaunjeBuM.

2.4.1 [eduHuuuja PudboHauymnjesor HU3a

®dudonauu je mo Hu3a moirao daBehu ce mpodnemoM 6poja 3eueBa (y He-
KOj IuTeTaTypy, KyHrha) yHyTap jemHe KonoHuje. I[IpelusHuje, YKOIUKO
CBaKM Ilap 3ell-3euuiia (Koju cy ctapu mmo dapeM 2 Mecelia) HoOUjy TOKOM
cnenmeher mecella map MiIagux, 3ella U 3e4Ully, ¥ aKO je y CTapTy IOCTOjao
caMo jemaH map, Koiuko he mapoBa mocTojaTu HakKoH puKcUpaHOT dpoja
mecenm?

Heka je F, dpoj mapoBa 3ell-3eunila HaKOH n Mecenu. IIpema mpert-
nocrtaBuu Baxu F; = 1, F, = 1, ok ce F, (3a n > 3) moduja Kama dpojy
naposa F,_; U3 IPeTXOmHOT Mecella AoZaMO HOBOpoheHe ImapoBe KOju ce
modujajy on F,_, mapoBa KOju Cy IIOCTOjalu IIpe OBa Mecela. [Ipyrum pe-
4yrMa, DodrujaMo peKypeHTHyY jeqHauuny F,., = F,,; + F, u Io4eTHe yCJO-
Be F; = 1, F, = 1. V myxy pmocapjamimux pa3MaTpama, YKbydumhemo u
gynaH Fy = 0, To jecTt HynTtu Mecen. OBaj meTa/b HeEMa CYIITHHCKOI yTH-
IIaja, a ca Opyre CcTpaHe pa3MaTpaHU HU3 MMa HYJITH YjlaH Kao U OPYyru
npedpojuBy HU30BU KOjuMa CMO Ce [0 cafa daBunu. [lakie, BaXKu:

Fn :Fn Fna
{ 2 S (2.16)

Fo=0, F, = 1.

QuboHavujes HU3 je HU3 OpojeBa oapehen jemHaunHoM (2.16). YV ckmamy
ca tTuM, QuboHauujesu bpojesu cy unanoBu PudonauujeBor HU3a. [loueTHU
4J1aHOBU TOT HU3A CY:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34....

Y mapemaumM nopopespiimMa pehu hemo Hemrto Buiiie o PudoHauMjeBUM
U CpomHUM OpojeBMMa. MHOrO BHIllE Ha Ty TEMY YHTajall MoXKe ITpoHahu
y [33, 35].

207Teonapmo BoHauu, mo3HaTHju Kao dPudonauu (Leonardo Bonacci, Fibonacci, oko 1175-
oko 1250) - uTanujaHCKM MaTeMaTudap.
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2.4.2 3naTtHa nopena

TeMma oBOr ImomopesbKa je KOHCTaHTa KOja IPencTaBlba PELIeHe jeqHO-
CTaBHOI T€OMETPHUjCKOT IIpodiemMa, a Koja ce MOjaBibyje y pa3HUM MarTe-
MaTHYKMM aclieKTUMa (ca HeKMM Off ’biX heMO Ce CYCpecTH y OHOME IITO
cienu).

PasMoTpuMoO OyK momerbeHy Ha aBa mena (d u k, y3 ycioB d > k) Tako
Oa Baxku cneneha nmpomopuuja:

d+k d
d k
OpyrumMm pedmnMa, ogHOC u3Mehy nyKuHe nene OyKY U OyKer Oefa jefHaK
je omaocy usmeby gyxune myxer u kpaher mena. TakBa nmomena (my>ku)
mo3HaTa je Kao 3/diliHa flogeaa (unm 34aiiHuU iipecek). Jla ducMo ogpenunu
TpaXXeHu OJHOoC, e3 rydsbema Ha ONIIITOCTH, MOXKEMO IPETIIOCTAaBUTH Ja
je myxwuHa kpaher pmena gyxu jemHaka 1, To jecT ma Baxku k = 1. Y ToM
ciny4ajy modujamo

d+1
—5 = d,
OOHOCHO modujamMo jemHadYMHY
d>—d-1=0, (2.17)
4YUja Ccy pellema
g1t V5
1/2 = 2 .
IMomTo myXKWHa Ay2KX MOpa OMTHU MO3UTHUBHA, 3aKJ/by4YyjeMo [a BaxKu
g- 2 +2‘/§ ~1,618.

Ha npBu nornen ®uboHauujeBu dpojeBu HEMajy Be3e ca OBUM Mpaliuo-
HaTHUM OpojeM, MehyTuM y HapeogHOM MOmomesbKy yBepuheMo ce ma Huje
Taxo.

2.4.3 Heke oapepnHuue U CBOjCTBaA

®udonaunrjeBu dpojeBU MMajy U3y3€THO BEJIUKU OpPOj MHTEPECAHTHUX
CBOjCTaBa [0 Mepe [a II0CToje HayuHe KoHpepeHIHje Koje cy mocBehene
camo muMa. OBme heMo HaBeCTU HEKa Off IHUX, a BUIllE Ce MOXKe IIpoHahu
Yy paHHje HaBeOeHOj TUTepaTypH.

ITomto ®uboHaunrjeB HU3 3a40BOJbaBa JINHEAPHY PEKYPEHTHY jeTHAYN-
Hy Ca KOHCTaHTHUM KoeuiljeHTUMa Koja je, 3ajeqHO ca II0OYETHUM YCJIO-
BMMa, gaTta ca (2.16), kopuctehu MeTom 3a pelllaBamke OBaKBUX jedHAYNHA
onucaH y ITogomerpky 2.3.2, MOXX€EMO OOPEIUTH OMIITH YjIaH TOT HU3A.
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TeopemMma 2.4.1. Otiwitnu yaraH QudoHauujesol Hu3a ogpeheH je ca

1+v5)  (1-V5Y
F 2 2 (2.18)
n — \/g g .
Joka3. KapakTepuCcTr4YHa jeqHa4YlWHa KOja OAroBapa PEKypeHTHO] jeqHa-

4yuHY (2.16) je jeqHauuHa (2.17) KOjy CMO PEIININA Y IPETXOOHOM IOJOOETb-
Ky. CTora je omnmiTe pellieme pa3MaTpaHe peKypeHTHe jegHauYuHe ogpebe-

HO ca ) )
Fn:(h(“f) +02<1_2\/§> .

KoncraHTe c; u ¢, onpehyjeMo Ha OCHOBY IMOYETHHUX yCJIOBA:

Fo=0=c¢1+0Cy,

O, I
2 2
Otypa cnepu
SRS U |
i i
LITO maje
P _i<1+¢§>"_i<1—\/§>"
"TVE\ 2 s\ 2 )
omakie cienu jemHakocT (2.18). [ |

OmmTy 49jaH MOXEeMO OOPEOUTH W Ha OPyraduju HauHuH.

TeopemMma 2.4.2. Oiiwitu yaaH QudoHauujesol Hu3a ogpeheH je ca

(1 + \/5>n
2
F,=|———%— (2.19)

75 ;

ipu yemy je [X] 03HAKa 3a 3a0KpydHcuBarbe Ha Hajbaudicu ueo bpoj.

(14—2\/5 )"
fokas. Ouenumo pa3nuky usmeby F, u ~—=*. JeAHOCTAaBHUM PadyHOM,

y3 Kopulithewme MpeTxogHe TeopeMe, modujamo

1+v5\ 1+v5\  [(1-v3\ [(1+v5)
E 2 B 2 2 2

V5 V5 V5 V5
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<1 ~v5 ) i
= 2_ < i < 1
V5 VB 2
. . 1+2\/§)”
ITomwro je amconyTHa BPENHOCT pasiuKe peanHux dopojesa F, u ~— ="
Mazma Off 3, 3aKJby4yjeMo [ja BaXHu jemHakKocT (2.19). |

JemuakocT (2.19) npakTuU4YHMja je 3a Kopulithewme on jemHakocT (2.18),
jep 3axTeBa Kpahu pauyH. OgpeguMo cama ¥ pyHKUMjy reHepaTpucy du-
doHaunjeBor HHU3A.

TeopemMma 2.4.3. ®yukuuja ieHepaitipuca PuboHauujesol HuU3a ogpeheHa je ca

X

FO) = o —a

Joka3. PekypeHTHOj jemHauntu (2.16) ogroBapa cineneha jemHauyuHa (ymo-
penutu IIpumepe 2.3.17 u 2.3.18):
F(X)—le—Fo F(X)—F()

2 = x + F(x).

3amenoMm Fo =0 u F; =1, modujamo

o (3-2-) -1

OIakKJIe cJiefy jemHaKoCT u3 dopMmyialilije TeopeMe. |

I[IpumeTHMO [Ia ce 371aTHA IIOfea IIojaBibyje ¥ 0de dhopMe OmMIITer Yia-
Ha ®udoHaumjeBor HU3a. HapegHa TeopeMa HaM KaXe Ja KOIUYHHUK OBa
y3acTtonHa OuboHauujeBa dpoja TeKU yIpaBo 37IaTHOj IOJEeIN Kajga n — oo.

TeopemMma 2.4.4. Baoice caegehe jegHakociiu:

(1)F;f1=1+ 11 ,3an>1,u
n 1+ 1
14—
1+3
. Fn+1_1+\/§
N o — P
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Jokas. (1) 3a n =1 modujamo i—f = 1, ogaocHo, ugeraturet 1 = 1. Ilpertmo-
CTaBUMO [la jemHaKOCT Baxku 3a n—1. Hajupe hemo unasn F,,; IpeacTaBUTU
y 0bnuKy 30upa npeTxonHa OBa YiaHa (Ha OCHOBY jegHauuHe (2.16)), a 3a-
TUM HaKOH TpaHchopMucama OJodujeHor n3pal3a IPUMEHUTH UHAYKTUBHY
XUIIOTE3Y Y YETBPTOj jeMHAKOCTH M TUME 3aKJ/bYYUTH OOKa3:

Fn+1 :Fn+Fn—l

F, F,
anl

1+

(2) IIpuMeTHMO Oa Baxku
Fn+1

F,

1< < 2.

q Iz
Ha ocHOBy oBora cnenu fa je Hu3 (’I‘,—jl) OTPaHUYEH, a Y3 TO HETOBU He-

IIapHY 4YJaHOBU MOHOTOHO PacTy, a IIapHU MOHOTOHO Omaaajy (mIro HuUje
TEIIKO OOKas3aTH). Y CKIaAy ca THM, 0da ImOomHM3a KOHBEPrHUpajy HEKOj
BpemHoCcTH X € (1, 2). Opyrum pedmma, y Ciydajy oda momHU3a IIOCTOjU

. F, . . . .
numec lim ’;—anl KOju je, Ha OCHOBY IIPBE jeIHAKOCTU U3 OBE TEOpeMe, jel-
n—oo
HakK pellemny jeqHadYuHe
1
x=1+—.
X

OBo je jemHaumHa (2.17), mITO 3HAYM [a je IeHO pellleie Koje Ipuiama
uHTepBany (1, 2) gaTto ca

1+5
2 b
4yuMe je JOKa3 3aBpIIEH. [ |

[oxka3aheMmo joIll IBa UOEHTUTETA.

Teopema 2.4.5. Baoicu jegHakociu

ZH:FI' :Fn+2 -1.
i=1


graph
Highlight


2. EJIEMEHTAPHA TEOPWJA BPOJEBA 111

Joka3. Y pauyHy KOju ClIenu KOPUCTUMO jegHaKoCT Fy = Fy ,—Fy.1, CKpahy-
jeMo 4aHOBe y y3aCTOIIHUM cadupIliuMa ¥ Ha Kpajy KOPHUCTUMO jeTHAKOCT
FZ = ].I

> Fi=(Fs—F,)+ (Fs — F3) + ... + (Fn2 — Fap1)
i=1

=F.—F,
=F,,—1.
|
TeopemMa 2.4.6. 3a n > 1 8aodwcu jegHakocil
FriFoy —F2 = (-1)"
Hoka3. 3a n = 1 gpodbujamo F,Fy, — F? = —1, omHOCHO upgeHTUTET —1 = —1.

[IpeTmocTaBUMO Oa 3a n > 2 BaXwu jegHakocT F,F,_, — F2 | = (-1)""!. Haj-
npe hemo unaH F,,; OpeAcTaBUTH y 00/IMKYy 30Mpa NpeTxOomHa [Ba YjiaHa,
a 3aTUM HaAKOH TpaHchoOpMHCamka H0OMjeHOT M3pa3a NPUMEHUTH UHOYK-
TUBHY XUIIOTE3Y Yy YETBPTOj jeTHAKOCTU U TUME 3aKJby4YUTH JOKAa3:
Fn+1Fn—1 _Fg = (Fn +Fn—1)Fn—1 _Fg

:Fn(Fn—l _Fn) +F3—1

= _-F,F,,+F_,

= _(_l)n—l

=(=1)".

|
2.4.4 Jlykacoswu dpojesu
JIykacos®' Hu3 ompebeH je cmemehoM peKypeHTHOM jemHAYNHOM
Ln+2 = Ln+1 + Lm
2.20
{ Ly =2 fhy = 1. (2.20)

axkne, JIykacosu 6pojesu puiiafgajy HU3y YUjU Cy IIOYETHU YIaHOBH:
2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,....

I[TpeMa HEKMM U3BOpPHUMa, YIIPaBo je Jlykac PudoHauujeBuM OpojeBUMa
Iao Taj Ha3uB. [IpuMeTumo ga JIlykacoB 1 ®udoHaunjeB HKU3 3aJ0BOJbaBajy
UCTY PEKYPEHTHY jeIHAYUHY, V3 Pa3/IUYUTE IOYETHE YCJIIOBE.

21®pancoa Enyap Anaton Jlykac (Francois Edouard Anatole Lucas, 1842-1891) - ¢ppasn-
LyCKH MaTeMaTHdap. Y CKjafgy ca ¢bpaHIyCKHM U3roBopoM, JIuka, anu ce Kop Hac delrhe
cpeke Jlykac.
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Kao y cnydajy ®uboHauujeBrux dpojeBa, OApeOuMO OIIIITHY YJiaH U PyHK-
nujy reHeparpucy JlykacoBor Hu3a.

TeopemMma 2.4.7. Otwitu uyaaH JIykacosol HuU3a ogpeheH je ca

1+v5)" 1-v5\
Ln:< 5 >+( 5 ) (2.21)

Joka3. KapakTepucTr4YHa jegJHa4YVHa je ucTa Kao Kog OudoHauyujeBor HU-
3a, ofaKJie ciliedu ma cy U HyJie ucrte. [lakie, y ckiany ca TeopemowMm 2.4.1,
OIIIIITE pelIeHeE je

1+v5) 1-v5\"
Ln:Cl( 2 > +Cz< 2 )’
Lo=2=c¢ +¢y,

Li=1=¢ (12\/5) +c (1_2\@),

01:1,02:1,

ame modujamo

OOHOCHO

ofjakiie 3aKJ/by4yjeMo [a je ONIITH 4YjaH gaT ca (2.21). |

TeopemMma 2.4.8. Pyukuuja ieHepailipuca JIykacogol Hu3a ogpeheHa je ca

2 —Xx

L=

(2.22)

Joka3. PekypeHnTHOj jeqHauunM JIykacoBor HU3a oaroBapa cieneha jegua-

e L L L L L
x) — 21x —Lo _ (x) — Lo R
X X
ofjakiie, CIU4YHO Kao y Teopemu 2.4.3, modujamo jemHakocT (2.22). |

Baxu cnepeha penanuja usmehy OudonauujeBux u JlykacoBux dpoje-
Ba.

TeopemMma 2.4.9. Ako cy (F,) u (L,) pegom @uboHauujes u JIykaco8 HU3, OHga 3d
n > 1 eascu

Ln :Fn+l +Fn71~
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Joka3. 3a n =1 podujamo L, = F, + Fy, ogHOoCHO, ugeatureT 1 = 1. Ilpert-
IIOCTAaBUMO fa 3a n > 2 BaXu jegHakoct L, ; = F, +F,_,. Kopucrehu peky-
peHTHY jegHauuHy (2.20), unaH L, MOXKeMO IIPEACTAaBUTH y 00NIUKY 30upa
npeTtxogHa gBa. [IpuMeHOM MHOYKTHBHE XWUIIOTe3e Ha 0ba cadbupka, ma
3aTUM IperpynucaBameM U KopulitheweM peKypeHTHe jemHauuHe (2.16),
modujamo cnemehy HU3 jemHAKOCTHU:

L,=L,,+L,»
= (Fn+Fn_z) + (Foo1 + Frs)
e
=Fup1 +Fog.

3apaum

1. [Jokasatu cnenehe ugenturetre ca PudoHauyujeBUM dpojeBUMa:
» Fyyn=F1F,+F/F,.1,3ak>1,n>0,
* Fpu=F:,—-F ,3an>1,
e Fi+Fs+...+Fy_1=F,,3an>1mu
* Fo+F,+...4+F;=Fy,1—-1,3an>0.
2. Tokazatu cneneha TBphema.
* CBaka IBa y3acTonHa OudoHauujeBa dpoja Cy y3ajaMHO IIPOCTH.
» Qdudonauujes 6poj F, nenu dudorHauujeB 0poj Fi,, k > 0.
* AKo je p npocT dpoj Behu oz 5, oHIa je TayaH Ta4YHO jeaH of MCKa3a

PlFps 1 plF, .

3. [oka3zaTu ga je Hajehu 3ajemuuuku genunan D(Fy, F,) ®PudoHauujeBux
bpojesa F\ u F, jenHak ®udoHaunjeBoM 0POjy Fp n.

4. Jloka3aTu Ja Baxu

lim

n—s oo Fn

k
Fk+n o <1+\/§>
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114 2.5. KATAJIAHOBW BPOJEBU

5. TpuboHauujes Hu3 ogpeheH je peKypeHTHOM jefHaYMHOM KOjoM ce 4jiaH
HH3a M3pazxKaba IIPeKo IIPeTXogHa TPU:

Tn+3 = Tn+2 + Tn+1 + Tna
To=0,T,=0,T,=1.

Ha3uB oBor HM3a HacTao je KOMOUHOBawmeM peun ,Tpu” u ,OudoHaun”.
HN3pauyHaBawkmeM MOYETHUX YJIaHOBa JOodHjaMo HUS:

0,0,1,1,2,4,7,13,24,44,....
OppenuTy ONIITH YNIaH U QYHKIIWjy TeHepaTPUCy OBOT HHU3a.

6. loka3aTtu Oa je 3a n > 2 onmty 4naH JIykacoBor Hu3a onpeben ca

()]

7. Iokaszatu cnenehe ugeHTuTeTe ca JIlykacoBuM dpojeBuUMa:

L,=

« Lyl —L2=-5(-1)", 3an>1,
° Ln+2Ln71 =L2

2,—L23an>1,

e [2 =1,,+2,3an>0m
i LkLn _Lkn = (—]_)kLn_k, 3ak <n.

8. [JokazaTtu cnenehe penanuje usmehy OudoHauujeBux u JIyKacoBux
bpojesa:

.FZUZFnLn:?’anZO:
« 5F2 [2=4(-1)"",3an>0,
° n+an_F2n+1 :(_]—)n: 3anZOH

. 2Lk+n =LL, + 5FF,, 3a k,n > 0.

2.5 KatanaHoBu dpojeBu

Kailiananoe?? Hu3 ompeheH je cnemehoM peKypeHTHOM jeTHAYHHOM:

n—1
{ Co= G Coics, (2.23)

Co=1.

22Tyxun Illapn Katanan (Eugéne Charles Catalan, 1814-1894) - 6enrujcku MaTeMaTudap.
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OTtypma cy mOo4YeTHH 4/1aHOBU KaTajnaHOBOT HU3a JaTH ca:
1,1,2,5,14,42,132,429,1430,4862,....

PekypeHnTHa jemHaumHa (2.23) je HeIMHEapHa, alld C€ MOKE PEIIUTH IITO
oBme HeheMo papuTu (moctymak ce Moxe npoHahu y [31]). Omintu 4nan

omrosapajyher Hu3a je
. — 1 <2n)'
n+1\n

PasmoTpumo capa cinenehu mpodinem. Heka je maT HEKM pauyHCKU U3-
Pa3 Koju ce, peliuMo, CaCTOju Of HM3a OCHOBHUX MaTEMaTUYKHUX Ollepalyja
Hapm dumo KojuM OpojeBMMa MM MPOMEHJBPUBUM MU (MaliMx) 3arpafga. YKO-
JINKO cafla YKJIOHMMO CBe OCHM 3arpafma, nodumheMo jemaH KOpeKTaH HU3
3arpaga. Ha mpumep, uspas

2X + (%(x2 -1ly+ 3) —2(x—y)

Zaje Hu3 3arpapa (())().

3Haueme TepMUHA , KOPEKTaH” UHTYUTHUBHO je jacHO. Ha npumep, npet-
XOIOHY HU3 je KOPEKTaH jep ce 3arpaje 3aucTa MOT'y PaCIIOPEIUTH Ha TaKaB
HauuH, 0ok penuMo Hu308H ())( # )()(() To BHUCY.

Konuko nMa KOpeKTHUX HM30Ba N IIapoBa 3arpama? Hajope jemas mpu-
Mep.

Mpumep 2.5.1. Konuko uMa KOPEKTHUX HU30Ba 3 IIapa 3arpapga’?

PasnukyjemMo Tpu ciydaja:

* KaJla HU3 IIOYUE-E Ca TPU OTBOPEHE 3arpare,

* KaJla HU3 [IOYHUE-E Ca TAYHO IBe OTBOPEHE 3arpaje u

* Kajla HU3 IOYUIE TAYHO jeTHOM OTBOPEHOM 3arpamoM.

Hajmpe, mpBu ciiy4aj gaje Ta4HO jedaH KOpeKTaH pacnopen. Hakon
TPU OTBOPEHE 3arpane Mopajy yCIequTu TPU 3aTBOpPeHe, TO jecT ((())).

Ipyru cnydaj maje cineneha mBa pacmopefa [0 KOjuX HHje TEIIKO
mohwu: (()()) = (0)0-

Hanocnetky, Tpehu cnydaj maje jomr aBa pacnopema: ()(() u ()()().

3ak/pydyjeMo Oa YKYIIHO UMaMO 5 KOPEeKTHHUX HU30Ba 3 IIapa 3a-
rpapa.

Pa3MoTpuMO cafia OIIITH CIIydaj, TO jecT HeKa je maT KOpPeKTaH HU3 N
ImapoBa 3arpafa. JacHo je fa TakaB HU3 MOpa II0YeTH OTBOPEHOM 3arpagoM
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116 2.5. KATAJIAHOBW BPOJEBU

KOjy HeKafa KaCHUje MOpaMoO 3aTBOPUTH, Te T'a CTOra MOXKeMO 3alucaTu
y 0dnuKy

(Z1)Z>,

opu Yemy cy Z; u Z, (Moryhe u mpa3Hu) KOPEKTHU ITOOHM30BU 3arpapa.
OBO HaAc OOBOOM [0 PEKypeHTHe jegHauuHe (2.23), nmpu yeMy je C; dpoj
KOPEKTHHUX pacIiopefa 3arpafa Koju omrosapa Hu3y Z;, a C,_;_; dpoj Ko-
PEKTHUX pacropefa 3arpapga Koju oaroBapa Hu3sy Z,. [akie, MoXpaa He-
O4YeKHBaHO, allu Opoj KOPEKTHUX paclopena N mapoBa 3arpaja jegHakx je
KartanarnoBoMm 6pojy C,.

Mpumep 2.5.2. Heka je maTa KBagpaTHa Tadma ¢popmarta n x n (kKoja ce
3a n = 8 cBOOU Ha IIIaXOBCKY Tadbimy).

IMyT Koju oN1a3u U3 OOWET JIEBOT yrJjia Tadje, 3aBpillaBa y TOPHEM
mecHoM, a kpehe ce mo mBHIlaMa Iojba 0e3 Mpecellakhba AujaroHase
(m3meby Ta mBa yria) u 6e3 KpeTama yIeBO U HaHUKE, Ha3UBaMO MO-
HOTOHU IIyT (BUOETH CIIUKY).

OHO ITO je MUHTEPECAHTHO je Ia je Opoj MOHOTOHUX IIyTEBa Ha ONU-
caHoj Tabnu opMaTa n X n jegHaK OBOCTPYKOj BpemHocTu KaTanaHo-
Bor 6poja C,. [Ta brucMo ce YBEPUJIN Y TO, HajIIpe IPUMETHUMO [ia je dpaj
OyTeBa KOjU ce Hajla3e MCIIOH OWjaroHajie jemHaK Opojy myTeBa Koju
ce Hajla3e u3Hajm (CUMETPUYHYU CY Y OOHOCY Ha gujaroHany). Capa je
IOBOJPHO IIPUMETUTH Ia KpeTame YOECHO Oy2K UBHUIE jemHOT moJba Y
IyTy UCHOJ [HUjaroHalie ogroBapa jefHO] JIEBOj 3arpagy y KOPEKTHOM
pacmopeny, OOK KpeTame HaBUIlle (Takohe, OyK WBUIlE jeSHOT [10Jba)
oAroBapa AecHOj 3arpagu. Ha npuMep, UIyCTPOBAHU T Aaje pacrmo-

pen (00)OU0)0)-
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Oedbunuiujy cradma 1, mocedHo, KOpeHCKOr cTadna mahemMo KacHUje y
lMomopmemuuMa 3.2.1 u 3.2.2. Y HapegHOM IIpUMepy orpaHun4YunheMo ce Ha
MOTIyHA KOPEeHCKa OuHapHa cTadia Koja ce MOTy PeEKYpP3UBHO HeduHMCca-
TH Ha cinenehu HauuH. Heka je maT KoHa4aH CKyII odjekaTa Koje Ha3uBaMO
YBOPOBHU U pejaliija IIopeTKa Hac/legHuk nedrHucaHa Ha TOM CKymy. Taga
ce UoiyHO KOPeHCKO bBUHAapHo ciiaba0 cacToju Of,

* jemHOr uBOpa (KOju Ha3uBaMO KOPEH) WU

* [Ba IIOTIyHa KOpeHCKa OumHapHa cTadja U jegHOT HOZATHOI 4YBOpa
TaKBUX Oa Cy o mebuHUIIMjU oda KOpeHa OBa cTadia HaCJIemHUIH
HOBOT 4YBOpa (KOju THMe [IOCTaje jeMUHCTBEHU KOPEeH, MOK ABa CTada
mocTajy moacradia HOBOT cTadsa).

Y cknamy ca meduHHUIIMjOM, CBAKO KOPEHCKO OMHApPHO cTadimo mma je-
OVHCTBEHU KOpeH. YBOpOBe TakBOI CTabia KOju HEMajy HaCJIeOHUKE Ha-
3uBaMo /ucitiosu. IIpuMep jemHOT IOTIIYHOT KOPEHCKOT OMHApHOT cTadma
UJIyCTPOBaH je Ha Crnuiu 2.2.

Cnuka 2.2: TloTnyHO KOpeHCKOr duHapHO cTadno. KopeH je unycTpoBaH
Ipyraduje of OCTajliX YBOpPOBaA.

[TpuMeTHMO Oa CBaK¥ YBOP KOjU HYUje JIUCT UMa TaYHO OBa HaCJIeJHUKA,
Te y CKJIafy ca TUM HacJIeDHUKEe CBAKOT TaKBOT YBOPA MOXKEMO ypPeOuTU
(Ha mpou3BO/baH HAYWH) TAaKO IITO heMo jemHOr Ha3BaTHU JIEBUM HAaCJE[-
HHUKOM, a Opyror gecHuM. IloTnyHO KOpPeHCKO dmHapHO cTtabno ca Ta-
KBUM ypehemeM Ha3uBaMO {03ULUOHO TIOWIIYHO KOPEHCKO OUHAPHO Ccitiab o.
Y ToM cny4ajy, MOKeMO TOBOPUTH U O JIEBOM U HECHOM (IIO3UIIMOHOM) IIOT-
IIyHOM KOPEHCKOM ODMHaApHOM HOACTadiy.

HanoMeHa 2.5.3. [lebuHuIMja MOTIYHOT KOPEHCKOT duHapHOT cTadia Mo-
e Ce YOIIITUTU Ha IPOU3BOJBHO IIOTIYHO K-apHO cTadino (y ciydajy ou-
HapHOT, BaXxu k = 2). Takohe, TepMHUH ,NIOTHYyHO” y UCTOj HePUHUIIUjU
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CyrepHllle fa CBaKM 4YBOP KOju HUje JUCT MMa OBa HacinepHuka. Y Ilopmo-
OeibKy 3.2.2 BpatrheMo ce 0BUM CTadivMa ¥ TOM IIPUIUKOM JaTU OIIIITH-
jy mebuHUIIHMjY V CKIagy ca KOjOM y KOPEHCKOM OMHAPHOM CTadimy CBakKu
4YBOP KOjU HUje JUCT UMa HajBullle IBa HacllegHUKa. TakBa KOpeHCKa du-
HapHa cTabjia HeKaJa Ce Ha3UBajy HEIOTIIyHUM, OOK Ce Y TaKBOj CUTyalu-
ju y mpeTxonHoj meUHUIINjU TEPMUH ,IIOTIIYHO” U30CTaBlba.

EBo Haj3apg u nmpuMepa.

MpumMmep 2.5.4. OHO IITO je UHTEPECAHTHO je Ha je, 3an > 0, dbpoj mo3u-
IMOHUX IIOTIYHUX KOPEHCKUX OMHApHUX cTadasa yuju dpoj nucrToBa
ussocu n+1 jeguak KatanarnosoM dpojy C,. 3arcTa, KOpEKTHE HU30BE
3arpaga Takobe Moxemo meduHUCATH PEKYP3UBHO:

* mpa3aH HHU3 3arpajia je KOpeKTaH u

* aKO Cy Z; U Z, KOPEKTHU HU30BU 3arpafia OHAa je u Hu3 (Z;)Z;
Takobhe KOpeKTaH.

Pekyp3uBHa meduHHUIMja KOPEKTHOT HMU3a 3arpaga U gepuHUIU-
ja IMOo3ULMOHOT MOTIIYHOT KOPEHCKOT OMHapHOT cTadla jacHO Cyrepu-
11y d1jeKTUBHY KOPECIIOHAEHIN]Y U3Mehy CKylla KOju cafpKu CBe KO-
PEKTHEe pacIopefe n mapoBa 3arpafia U CKylla KOju caIpKU CBa TaKBa
ctabia 4uju je 6poj nucrToBa jegHakK n + 1:

* IIpa3aH HU3 3arpafa IpecirKaBa ce y cTadiio Koje ce cacToju of
jemHOTr 4BOpa U

* aKO Ce KOPEeKTHH HU30BU 3arpafga Z; U Z, IpeciaukKaBajy y CTa-
ona T, u T,, orma ce HU3 (Z;)Z, IpecauKaBa y cTadmio Koje ce
moduja yBohemeM HOBOT YBOpa (KOpeHa) YHju Cy JIEBU U OEeCHU
HacJIegHUK peaoM KopeHu ctadamna T; u T,.

3apauum

1. OgpenuTu cBe KOPEKTHE pacliopefe 6 mapoBa 3arpaja Koju MOYumY
ca Ta4yHO [IBe OTBOPEHE 3arpale.

2. KonCcTpyHncaTtyu nO3uUIUOHO IOTIIYHO KOPEHCKO drHapHO CcTadno koje
oxrosapa Hu3y 3arpana (()(())())((())-

3. KoncTpyucaTu cBa IO3UIIMOHA IIOTIIYHA KOPeHCKa OuHapHa ctadia Ko-
ja uMajy 6 mucrosa.
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4. [Tokazatu ga, 3a n > 2, Katanarnos dpoj C, 3amoBobaBa jeTHAKOCT

C. - (Zn - 3) N <2(n — 1)> B <2n - 3) B (Z(n - 1)>.
n-—1 n n n+1
5. Kopucrtehu npeTxogHu 3ajaTak, OOpPeOUTH IpaBUJIO IO KojeM ce Ka-
TaJIaHOBHY OpojeBU MOTy ompenuTH u3 [lackamoBor Tpoyria.

6. [Joxa3aTu ga ce HM3 YHjU YNIAHOBU Ipumnanajy ckymy {1,—1}, Takas ma
je cyma npBux k (k < n) 4jaHOBa HM3a HeHETaTUBHA, a CyMa CBUX YJIaHOBa
jenHaka HyNIM, MOXKe reHepucaTu Hu3oM KatananoBux dpojesa (Ha cnudan
HauuH Kao y IIpumepuma 2.5.2 u 2.5.4).

2.6 BbepHynujesu dpojeBu

Y oBoM ofiesbKy yrmo3HaheMo ce ca jeqHUM HM30M pallOHATHUX OpojeBa
U YOIIITeHeM HeKux on cyMa u3 Opgerpka 1.1. M3narame hemo 3anodetu
CIIOMEHYTHM CyMaMa, a y HaCcTaBKy heMO JaTu OBe eKBUBAJIeHTHe medu-
HUIIMje HU3a U oKa3aTHu HeKa Berosa CBOjCTBa.

2.6.1 [OedwmHuumja

Hedopmasuo, oHO MITO Ha3uBaMo BepHynujeBum?® dpojeBUMa je HU3
dpojesa (By,B;,...) 4iju ce 4IaHOBU I10jaBIbyjy ¥ PeIIpe3eHTallju CyMe

Si(n) =>_ i, (2.24)

(3a mpou3BoJbHE IIpUpoOOHe dpojeBe k U n) y BUAY HOJIMHOMA IO IIPOMEH-
pUBOj n. [lakie, Oyayhu ma je npBu cabupak jegHaK HYJIH, pagyd ce 0 CyMU
cTeneHa npBux n — 1 npupopHux dpojeBa. Ca HEKUM cyMaMa OBOT 0dnmKa
cycpenu cMmo ce y okBupy Operpka 1.1 u ITogomerpka 2.3.2. KOHKpeTHO,
3a k =1 cyma je onpebheHa jeguakomthy (1.3), 3a k € {2, 3} Bugetu IIpume-
pe 1.1.4 u 1.1.5, a 3a k = 4 BumeTH 3afaTak 5 U3 UCTOT ofesbKa. Y Ilomo-
IeJbKy 2.3.2 HallOMeHYJIM CMO [Ia Ce OBaKBe CyMe MOI'y U3padyHaTHu pelia-
BameM ofroBapajyhux pekypeHTHUX jegHauuHa (BupeTtu [Ipumep 2.3.10).

AKo pmeTarpHUje pa3MoTpuMo cyMy (2.24), 3akbyunheMo fa je oHa, 3a
CBaKy BPeQHOCT IIPOMEHJbUBE Kk, jefHaKa HEKOM IIOJIMHOMY 10 IPOMEHTbU-
BOj n. TakaB 3akJpy4dak, pelluMO, CJIeON U3 YHUIEHUIIE [a je OAroBapajy-
kha pekypeHTHa jeqHaumHa HexXOMOTreHa JIMHeapHa 4ije je MapTUKYJIapHO
pelleme HEKU OJIMHOM II0 UCTOj IpoMeHsbuBOj. lllTaBuiie, npatehu mo-
crynak u3 [Ipumepa 1.1.5 nnau 2.3.10, MoxxeMO0 u3padyHaTH u cyMe Ss(n),
Se(n), u Tako penoMm. YnopebuBameM pe3ynraTa, 00Ia3uMo OO 3aKJbydKa

23TJakob Bepuymu (Jacob Bernoulli, 1654-1705) - mBajiiapcku MaTeMaTHdap.
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Teopumja rpacdosa

Teopuja rpadoBa je pemaTuBHO HOBa MaTeMaTH4Ka odiacTt. HMako ce
Cca HeuyuM MITO Ha3uMBaMoO rpadoM MOKEMO CYCPEeCTH U Yy PaHUjuUM pe3yJi-
TaTuMa (BumeTu nmodetak Operbka 3.5), 3HaYajHUjU pa3BOj TeOpHje jaBiba
ce y gpyroj nmonoBuHu XIX Beka. 3a OBy TeOpHjy KapaKTepUCTHUYHa je
IIMpoKa IpUMeHa Y padyyHapCKUM, GU3MUKUM, XeMUjCKUM, OMOJIOUIKUM,
TEXHUYKUM, €KOHOMCKUM, OPTaHU3alliOHUM, COIIUjaTHUM U OPYTUM Hay-
Kama. Bumie metama Moxe ce npoHahu y [16, 17, 22], a Heke npuMeHe
HaBeIllTheMO U y OKBUPY OBOT feJjia KIbUTe.

Y onoMme m1TO crienu baBuhemo ce menoM Teopuje rpadoBa Koju ce ociia-
Ha ¥ HaJloBe3yje Ha HeKe o caapxkaja ema 1. M3narame hemMo 3anoyeTu
OCHOBHUM II0jMOBUMa, a 3aTUM heMO ce yIO3HaTU ca HEKUM TUIIOBHMA
rpadoBa. HakoH Tora nmocreneHo heMo ce yrmo3HaBaTu ca MHOTUM IIpPef-
MeTHMa u3ydaBama OBe TeopHuje. [locedHy naxmy ToCBeTHheMO aJITOpUT-
MHMa ¥ BUX0BUM IDpUMeHaMa.

3.1 OCHOBHM NOjMOBM

Y okBuUpy 0OBOT ofebKa yrno3dHaheMo ce ca CBUM TUIlOBUMa rpadosa Ko-
je hemo KacHuje nlyuyaBatu. ObdjacHmheMo Kapa 3a rpadoBe KaxXeMo Ia
cy usomMopdHu 1 gedpuHMCcaTH UHBapHjaHTe rpada. HaBenrthemo HU3 gpy-
rux geduHHLIMja U IpUMeEpPa, a u3jlarame heMo 3aK/byYUTH MaTPUUYHUM
penpes3eHTalujaMa rpagosa.

I[IpeTnocTaB/kaMoO Oa YMUTasall MMa HEKY IpencTaBy o rpadoBuMa (TO
jecTt, ma My je IIO3HATO Aa Ce pajy O HEKUM AUCKPETHUM CTPYKTypaMa Ko-
je ce cacroje om YBOpoOBa IIOBE3aHUX I'paHaMa). Y INpuMeHaMa, YBOPOBU
pemnpe3eHTyjy HeKe odjekTe (Koju Mory dutu reorpadcke nokanje, jemu-
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126 3.1. OCHOBHW NOJMOBN

HHUIle OpPraHu3alUOHOr CUCTEMa, OEJI0BU XEMHUJCKOT jeqUumema, 0codbe nnu
rpylie ocoda, ¥ CIMYHO), a TpaHe pesalyje usMehy Tux odjekara mpu 4emy
IIOCTOjake pealifje 3aBUCHO O CUTYallije MOXKe IpefcTaB/baTu reorpad-
CKy IIOBE3aHOCT, KOMYHUKAIIMOHU KaHay, MoryhHOCT TpaHcdepa pode, u
CIIUYHO.

I[TocedHno, MHOTU mpodIEMU ca KojuMa ce cycpehemo y pauyHapcTBYy
Mory ce Mogenupatu rpadosuma. Heku onm mux Cy KOHCTPYKIYja pady-
HapCKUX MpexXa, opraHusalidja ¥ 3alllThTa [IofaTaka, pa3B0Oj BellTadyke
UHTEeJIUTeHIuje, MPOTOK MHOpMaIrja, aHaan3a C/IUKa U IIperno3HaBakhe
0bnuKa, CIOXKEHOCT alropuTraMa, Kogupama U u3padyHaBamwa. Ha mpu-
Mep, CTPYKTypa IIeJIOKyIIHEe UHTEPHET MpexXe MOXKe OUTU IpencTaBibe-
Ha rpadoM Tako [a je cBaKa IlojeqHMHAYHa JIOKallyja IIpefAcTaB/beHa He-
YUM IITO Ha3WBaMO 4YBOpP rpada, a YKOIHKO Cy JIOKalldje IIoBe3aHe XU-
IIepJMHKOBUMA Tafla Cy oAroBapajyhu 4BopoBu rpada moBe3aHu rpaHaMa.
Y cknamy oBUM mpPHMEpPOM, jaCHO je ma aIrOPUTMHU KOjU Ce pa3MaTpajy y
OKBUPY TeopHje rpadoBa mpencTaBibajy 3Ha4YajHy LEeIUuHYy TEOpHje alro-
putama. Cneme dopmanHe meduHHULMje ¥ HOTAIlHja.

3.1.1 Tunosu rpadoBa

ITpociu ipag unu camo ipad je ypehenu nap G = (V,E) Koju ce cacToju of
ckyna V 4uje eneMeHTe Ha3uBaMO 480po8u U cKyma E Koju 4vHe OBOYJIaHU
TIOICKYIIOBU CKyIla YBOPOBA, a YUje eleMeHTe Ha3uBaMo IpaHe. YKOJIUKO je
moTpedHO Ha3HAYUTH O KojeM rpady ce pagu, CKym YBOPOBa U CKYII TpaHa
o3HauaBahemo u ca V(G), omaocHO E(G).

CMmatpahemo ga je ckym uBopoBa rpada Helrpa3aH ¥ KOHa4YaH. Y TakKBOj
cutyauuju dpoj uBopoBa rpada o3HauaBaMmo ca n (n € N), Dok dpoj rpaHa
o3HayaBaMmo ca m (m € N*).

~e

Cnuka 3.1: IIpumep (mpoctor) rpada.

[axkne, rpad je jenHa penannoHa MaTeMaTU4YKa CTPYKTypa YUju ce YBO-
POBU U ¥ V Hajla3e y pelaluju YKOIUKO CKyIl E campxku eneMeHT {u,v}.
Y pany ca rpadoBuMa peTKO Kama ce KOPUCTHU CKYIIOBHA TEPMUHOJIOTH]ja
U3 npeTxonHe AeduHmMIMje u ogrorapajyha HoTanuja, a rpad ce Hajuenrhe
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3. TEOPUJA TPA®OBA 127

npencTaBsba rpaduyuku (0Tyna My U Ha3uB). Ha Cnunu 3.1 unycTpoBaH je
rpad G = (V,E), npu ueMy cy ckynosu V u E matu ca

V=Ng u
E={{1,4},{1,5},{2,3},{2,5},{3,6},{4,5},{5,6},{5,8},{6,7},{6,8}}.

Y cknamy ca OBaKBUM IIPUCTYIIOM, KaXX€MO [Oa I'paHa cilgja oBa 4BOpa
KojuMa je ogpebeHa, mok 3a TakBe YBOPOBE KaxKeMO fia Cy cycegHu. 3a
rpaHy KoOja cliaja IBa YBOpa KaxKeMo [a je UHUUJeHIIHd Ca CBaKUM Of HhUX,
a Te YBOPOBE HA3MBaMO Kpdjesumda rpaHe. 3a rpaHe UHIUAEHTHE Ca UCTUM
YBOPOM KazKeMo [ia Cy cycegHe.

YBopose rpada hemo, y 3aBUCHOCTH Ooff KOHTEKCTA, 03Ha4YaBaTU HEKUM
O O3HaKa

u,v,w,...,vi,Va,vs,...,1,2,3,...,

a rpaHe HeKHM O]l O3HaKa
e.f.g,...,e1,exe;3,...,uv,uw,vw, ..., 1,23 ...,12,13,23,....

CiueileH ygopa u, y o3Hauu d,, jeqHaK je 6pojy rpaHa MHIUMOEHTHUX Ca
TUM Y4BOpOM. OKOaUHOM 480opa u, y o3Hanu N(u), Ha3uBaMO CKYII CBUX UBO-
poBa CycegHUX TOM 4YBOpPY. MuHumasHu ciieiieH ygopa y rpady o3HaudaBa-
kemo ca 6, a makcumanHu citeiieH 4gopa ca A.

Y HacTtaBKy hemo Kopuctutu cinefehe o3Hake. YKOIHUKO je U IIPOU3BO-
JhaH YBOD, a e Mpou3BoJbHAa I'paHa rpada G, oHma ca G—u o3HavaBaMo rpad
KOju ce moduja yKnamameM YBOpa U (M CBUX I'PaHa UHIUAEHTHUX Ca HBUM)
u3 G u, cnu4yHo, ca G — e o3Ha4YaBaMo rpad Koju ce moduja yKiamameM
rpaHe e. McTo Tako, YKOIUKO e HUje rpaHa rpada G, Taga G + e o3Ha4YaBa
HeKU rpad Koju ce moduja meHUM mopaBameM rpady G.

IMopen nmpocTux rpadoBa MOCTOje jolll HeKu TUIIOBU rpadoBa. YMECTO
dopMmanHux gedpuHMIMja TaheMo BUXOBE OINCE U jefaH IIPUMED.

I'pag ca iielli/vama momyInTa IMOCTOjalke TpaHa 4YHuja cy oda Kpaja jeman
HUCTHU YBOD.

Myattiuipag je rpad y KojeM je mOmMyIIeHO ITOCTOjale BUIlle I'paHa u3Me-
by oBa uBopa. (V HEKoj nuTepatypu MmynturpadoBu odyxBaTajy u rpadoBe
ca meTJbaMa.)

TescuHcku Ipag je rpad 4Hjoj je cBaKOj rpaHU IpPUAPYKEHa HeKa HY-
MepuYKa BpemHOCT. Ty HYMepUUYKY BPEOHOCT Ha3UBaMO WedKHCUHA IpaHe.
IIpoct rpad Moxke duTHM pa3MaTpaH Kao CHelijalaH Cily4yaj TEXKUHCKOT
rpada yuje cBe rpaHe UMajy TEKUHY 1.

Ycmepenu ipag (y HEKOj nuTepaTypH, opujeHiiucaHu rpad unu guipad) je
TUI rpada Yyuja cBaka rpaHa MOXKe II0CEeNOoBaTH yCMepewme 0f jeTHOT YBO-
pa ca KOjuUM je MHIUOEHTHa Ka OPYroM TakKBOM YBOPY. YIiIora ycMepema
3aBucHu of KOHTeKcTa. Hajuerthe, YBop of Kojer ume ycMepemsne je y pesna-
LYju ca YBOPOM Ka KOjeM Hfe, alu He U 00paTHO. Y TaKBOM KOHTEKCTY,
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128 3.1. OCHOBHW NOJMOBN

rpaHa de3 ycMepema je (mompa3syMeBaHO) fBoCMepHa. ['paHy ycMepeHOT
rpada Koja je ycMepeHa of, YBopa U Ka 4YBOpy v pa3MaTpahemo Kao ypebe-
HU 1ap (u,v).

Mpumep 3.1.1. HapasHo, moryhe cy 1 KoMOuHaIMje CIIOMEHYTUX TH-
moBa rpadoBa, IIa TaKO Ha IIPUMEP MOKEMO T'OBOPUTHU O YCMEPEHOM
TEeXXKUHCKOM MyJnTurpady ca nerbaMa. Ha ciuiy je uinycTpoBaH jenaH
TakaB rpad.

HanomeHa 3.1.2. Y HacTaBKy TeKCTa, Kafa rom Kaxemo ,rpad” umahe-
MO y BUAY IIpocT rpad medbuHmMCaH Ha MOYETKY HONOIEbKa. Y CKJIamy ca
THM, CBe meduHUlMje U TBphewma ogHoce ce Ha (mpocTe) rpadoBe, u3y3€eB
aKo HUje Opyrayuje HarnameHo! MHora TBphewma MOTy Ce yOIIIITUTA U Ha
ocTajsie TumoBe rpadoBa unu Beh Baxke 3a HeKe of BUX.

Crnepe gBa jegHOCTaBHa TBphema.

Teopema 3.1.3. Cywma cilielieHa ueopoea ipaga jegHaka je geociipykom 6pojy
ipaHa, o jecil 8axcu jegHakociu

idw =2m.
i=1

Jokas. TlpunmkoM cyMupama OBUX cabupaka, CBaKy rpany dpojuMo Ta4HO
IBa IIyTa, Te€ OTyAa CJIedu TpaXkeHa jeqHaKOCT. [ |

Teopema 3.1.4. 5poj usoposa HellapHol ciielieHa ipapa Huje HellapaH.

Joka3. Ha oCHOBy IIpeTXOOHEe TeOpeMe, CyMa CTelleHa CBUX YBOpPOBa HUje
HemlapHa. [TomTo ¥CTO BaXKU U 3a CyMy IapHUX CTelleHa, 3aKJ/bydyjeMo ma
U CyMa HellapHUX CTelleHa TaKohe Huje HellapHa. |

I[IpeTxomHe OBe TeopeMe BaxKke 3a CBe TUIIOBE rpacdoBa M3y3€B OHUX
Koju cagpxke netrbe. Haume, y ckiany ca meduHHUIIMjOM CTeIleHa Y4BOpa,
netJha yBehaBa cTemeH uBopa ca KQjUM je MHITUIEHTHA (a TUME U CyMy CTe-
IeHa CBUX YBOpPOBA) 3a 1, MOK rpaHa Koja HHUje meTiba UCTy cyMy yBehaBa
3a 2.
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3. TEOPUJA TPA®OBA 129

3.1.2 U3somopdu3mu rpacpoBa U UHBapUjaHTe

3a rpadoBe G u H KaxxeMo0 fa Cy uU30MOppHU YKOIUKO IIOCTOjU OUjeK-
THBHO IIpEeCIUKaBambe CKylla YBOPOBa jeJHOT Ha CKyIl YBOpOBa APYIroOr KO-
je gyBa cycencTtBa usMmebhy uBopoBa. I[IpakTuuHo, rpadoBu Cy U30MOpPHHHU
YKOJIMKO Ce pa3nuKyjy caMo y 0O3HadaBamy 4YBOPOBaA.

HanomeHa 3.1.5. Y HeKOj nuTepaTypu 3acCTyIJbEH je HEUITO Opyraduju
IIPUCTYI Y CKJIafy ca KojuM cy u3oMopdHu rpadoBu MOeHTU(PHUKOBAHU
(To ject, m3omopduu rpadoBU pa3MaTajy ce Kao jemaH uctu rpad). Ja-
CHO je ma u3Mehy mBa IprCcTyIla HeMa KPYITHUX pa3jiuKa U [la Ce OHE CBOTE
Ha pa3nuKe y TEDMUHOIOTHjHU.

Mpumep 3.1.6. [ledbununja moBesaHor rpada gaTta je y HaCTaBKY,
npernu3Huje Ha cTpardu 132. ¥V oBoMm TpenyTKy pehu hemo ga je rpad
II0Be3aH YKOJIMKO Ce Of CBAKOT YBOpa Moxe mohu mo duio kojer gpy-
ror yBopa ,Kpehyhu” ce mo rpanama Tor rpada. Y cynpoTtHOoM, rpad
je HemoBe3aH.

CBu Hem3omopdHU IMoBe3aHu rpadoBu ca 4 YBOpa UIIYCTPOBAHU Cy
Ha CIULMN.

TN IX
LN X

I'padoBe 13 mpeTxomHOT MTPUMEPA OAPEeaUIN CMO Bofehu ce jemHOCTaB-
HOM JIOTMKOM, HOOK y OIIITEM ClIy4Yajy UCIUTHBake M30MOPGHOCTU OBa
rpada HUje jemHocTaBHO. Ha Cnuiu 3.2 uirycTpoBaHa Cy ABa M30MOpd-
Ha rpada 4Yuju je 3ajemHUYKU Ha3UB YeiliBopoguMeH3UuoHa Kouka. OmInTHje,
rpa¢ 4uju ce CKyn 4YBOpPOBa CaCTOju of CBUX ypeheHux duHapHUX k-TOPKU
U 4YHja Cy YBOPOBU CYCEOHHU aKO M CaMO aKoO ce oaroBapajyhe k-Topke pa-
3MUKYjy TaYHO y jeIHOj KOOPOUHATH Ha3uBaMO K-guMEeH3UOHA KOUKA.
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130 3.1. OCHOBHW NOJMOBN

Cnuka 3.2: YeTBopomuMeH3MOHa Konka (mpey3eto us [30]).

Ca nmopactoM dpoja uBopoBa dpoj HemsoMopdHUX rpadoBa OP30 pacrTe.
¥ cnepehoj Tabenu mat je dpoj HemzoMophHUX TOBE3aHUX rpadoBa ca Haj-
Buiie 10 ¥BopoBa:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
# 1 1 2 6 21 112 853 11117 261080 11716571

Hneapujanita ipaga je pyHKIMja medurHHCAaHa Ha CKymny rpadoBa Koja
UMa KCTY BPeOHOCT 3a cBe u3oMmopdHe rpadose. MuBapujante rpadosa
IIpegMeT Cy LIMPOKWX MCTpazKuBama, a mo caga cMmo ce Beh cycpenu ca
HekuM opn mux. Ha nmpumep, To cy dpoj uBopoBa n, dpoj rpaHa m, MUHU-
MaJHU CTelleH YBOopa § UIKu MaKCHMallHU CTeIleH 4Bopa A. Y oHOMe IITO
cnenu cpetahemo ce ca MHOTMM APYTrUM WHBapujaHTaMa.

ITogipag rpada G = (V,E) je rpad G’' = (V',E’) uuju je CKyIl YBOpOBa II0-
CKyII CKyIla 4BopoBa rpada G, a CKyll IrpaHa IIOACKYII CKyIla I'paHa MCTOT
rpada, To jecT Baxku

V' CV,E CE.

Hedopmanuo, kaxkeMo pga rpad G cappxu rpad G’ u ga ce G’ Hana3u y G.

HngykoeaHu tiogipag rpada G = (V,E) noduja ce yKiamameM IPOU3BOIb-
HOT CKyIla YBopoBa rpada G (TuMe U rpaHa MHIIUAEHTHUX ca ibuMa). CBaku
MHOYKOBaHU Ioarpad UCTOBPEMEHO je U Imoarpad, oK o0paTHO He BaXKH.

Komiinemenit rpada G = (V,E) je rpad G = (V,E) KOju UMa KCTH CKYII
4BOpoBa V U y KQjeM Cy YBOPOBU CYCEOHHU aKO M CaMO akKO HUCY CyCel-
HU y rpady G. 3a rpad KaxeMo Oa je caMoKkoMilieMeHIllapHUu YKOJIUKO je
u3omopdaH CBOM KOMIIEMeHTY. YuTanall ce MOXKe YBepUTH fa je y Ilpu-
Mepy 3.1.6 HaBeneH jemaH caMOKOMITJIeMeHTapHu rpad.
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3.1.3 LUleTwe, cTase u NyTeBM

Illelira y Tpady je HU3 0dnuKa (vq,e1,Vs,€s,. ..,k 1,Vx) YAjU CYy YIaHOBU
HaM3MEeHUYHO YBOPOBHU U I'paHe TOT rpada TaKBHU [a je TpaHa e; MHIUAEHT-
Ha ca yBOpoBUMaA V; U Vi (1 <i< k—1). Kaxemo fa 1meTma 1osesyje (unu
cmaja) 4YBOpoBe V; u Vi. llleTa je 3aiisopeHa akKo BaxKU Vi = Vi, @ Y CYyIIpPOT-
HOM je oiueopeHa. [lyjcuHa wellike jemHaKa je dpojy rpaHa Koje cagpzKu.
HedopmanHo, KaxkeMo [a IIeTHa [IPoJjia3u YBOPOBUMA U I'paHaMa Koje ca-
opxku. [IpuMeTHMMO fa meTHa UCTUM YBOPOM HIM MCTOM I'DAaHOM MOIXKEe
npohu BuIlle myTa.

HanomeHa 3.1.7. llletwy y rpady Hajuenthe heMo o03HaYaBaTu OHaKO Kako
CMO TO YYMHUJIM y MPETXOOHOj HedUHUIINjU, HaKjle HaBohemeM YBOPOBa
U rpaHa. YKOJIMKO IpaHe HIETH€ He UTPajy yJI0ory Y KOHTEKCTY Yy KojeM
Cce OHa pa3MaTpa, KOpUCTUheMo U caXeTy HOTalujy odnuka (vi, Vs, ..., Vi),
IIpY YeMy Ce IOOPa3yMeBa [Ia Cy YBOPOBU KOjH Cy CyCETHU y HU3Y CYCEeIHU
U y pasMaTpaHoM rpady.

Ciuasa y rpady je meTHa Koja CBAKOM I'DAHOM IIPOJIa3U HajBUIlIE jeaH-
oyT (IpOU3BOJLPHMM YBOPOM MOKe IIPOhM M BUIIIE IIyTa).

Iy y rpady je meTwma Koja CBAKUM YBOPOM (THMe, U CBAKOM I'DAHOM)
[IpoJia3y HajBUILE jeJaHITyT.

CnuuHo, fiyill y ycMepeHoM ipagy (umu ycmepeHu iiyit) oogpeheH je HU30M
Pa3IUYUTUX YBOPOBA (Vi, Vs, ..., Vx) TAKBUM Ja Taj ycMepeHU rpad campxu
rpaHe (vi,viy1), 3a 1 <i < k- 1. Ca nyreBumMa y ycMepeHUM rpadoBuMa
Hehemo ce cpeTatu npe Opmemska 3.10.

Mpumep 3.1.8. Jenua meTwa y rpady ca cinuke (y CKIamy ca cCaXkeToM
HoTtauujom u3 Hanmomene 3.1.7) je (1,3,4,5,2,8,5,4,7). [pyra mert-
a, K0ja je ICTOBPEMEHO U CTa3a, je peuumo (3,1,4,7,3,4,5), a tpeha
1meTHa, Koja je u cTasa u oyT, je penumo (1,3,7,4,5,2,6).

1 2

i 8

IMoBe3aHocT rpada HedbopmanHo cMo yBenu y [Ipumepy 3.1.6. Pop-
MasiHa OeduHHUIMja He pa3fuKyje ce MHOro. [lakie, 3a gBa 4Bopa rpada
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KaXkeMo fa Cy l108e3aHU YKOJIMKO IIOCTOjuU IIyT KOjHU UX II0Be3yje. Y CyIpoT-
HOM, YBOPOBHM Cy Heilloge3aHu. 3a rpad KaxkKeMo [a je l08e3dH yKOIHUKO CY
CBU 4BOpPOBU TOT rpada MehycodHo moBezanu. Y cynpoTHOM, rpad je He-
tiogesaH.

[TpumeTuMO HOa je IOBE3aHOCT YBOPOBA jeqHa pejlalifja eKBUBaJIeHIIU]je
medbuHucaHa Ha rpady. Kmace ekBuBajieHIIMje V OOHOCY Ha Ty pejaldje
Ha3uBaMO KoMiloHeHle flose3aHocitiu ipaga. Cnegne joil Heke medUHUINjE.

BesugHu ysop rpada je YBOp YMjUM Ce YKiIamameM OpPoj KOMIIOHeHaTa
noBe3aHocTu yBehaBa. Mocil (unu 8e3ueHa ipaHa) rpada je rpaHa yKiamba-
BeM Koje ce dpoj KoMmmoHeHaTa nmoBe3aHocTu yBehasa (3a 1). ITocedHo,
BE3UBHU YBOP W MOCT IIOBe3aHOr rpada Cy pemoM YBOp U IpaHa YHUjUM
yKIamamkeM rpad mocraje HemoBe3aH. TakaB YBOP U I'paHa He MOpPajy Oa
mocTOoje.

Paciuojaree n3meby nBa uBopa u u v rpada G, y o3nauu dist(u,v), jeqHako
je myxwuHu Hajkpaher nmyTa Koju ux nmosesyje. Cmarpahemo ma je pacroja-
e u3Mehy mBa yBopa KOju HUCY ITOBE3aHU DECKOHAYHO.

ExcueHiipuyuiieii Yg8opa u, y O3HaIX ecc(u), jegHAK je pacTojamy usMehy
TOT YBOpA ¥ YBOPAa KOjU Ce Hala3W Ha MaKCUMalHOM pacTojamy Of mera,
TO jecT

ecc(u) = max{dist(u,v) | ve V}.

Pagujyc ipaga G, y o3nanu r(G), jeqHaK je MUHUMATHOM €KCLEeHTPHUIU-
TEeTy YBopa ToT rpada, To jecT

r(G) = min{ecc(u) | u € V}.

IeHitiap ipagpa umHE CBU YBOPOBY YHUjHU je EKCIIEHTPUIIUTET jeJHaK pagu-
jycy rpada. )

Hujametuap ipaga G, y o3uanu diam(G), jemHaK je MAaKCHUMaJIHOM €KCIIEH-
TPUIIUTETY ¥ TOM rpady, TO jecT

diam(G) = max{ecc(u) | u € V}.

IToBe3aHOCT, padujyc 1 OujaMeTap Cy UHBapujaHTe rpada.

3.1.4 Heku rpacosu

ITpasaH ipag je rpad Koju HeMa rpaHa. Takas rpad Koju ce cacToju camo
OfI jemHOT YBOpa Ha3uBaMO pusujasax ipag.

Komilneitian (wnu fioltiiyH) ipag je rpad duja cy cBaka mBa YBOpa CIIojeHa
rpaHoM. KomnneraH rpad Koju uMa n 4BOpoBa 03Ha4daBaMmo ca K.

PeiysaapaH ipag je rpad 4mju YBOPOBU UMajy jemHaKe cTeleHe. PeiuMmo,
pa3HU ¥ KOMIIJIETHU rpadoBu Ccy perynapHu. Perynapau rpa¢doBU Ipef-
MeT Cy MHOT'HX HCTpaXuBamwa. VMajy MIUPOKY IPUMEHY Yy TEOPUjU KOO O-
Ba, KOHCTPYKIIMjU KOMIIJIEKCHUX MpexXKa, e1eKTPOTeXHuNM u xemuju. Ha
ocHoBY [IpumMepa 3.1.6, 3ak/bydyjeMo ga IIOCTOje TaYHO ABa Hern3doMopdHa
ImoBe3aHa perynapHa rpada koja mmajy 4 uBopa. ITo3HaT je 6poj TakBUX
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rpadoBa u y cinydajy Beher dpoja uBopoBa. Penimmo, moBe3aHUX peryiap-
HuUX rpadosa ca 10 uBopoBa uMa 167, a ca 16 uBopoBa 1698517036411.

BuilapiuuiiaH ipa¢ je TpuBHjanan rpad unu rpad Yuju ce CKyI YBOPOBa
MOKe IIOAEeIUTH Ha OBa OUCjYHKTHa IMOACKYyIa (makie, y cKiany ca gedu-
HUIMjOM IIapTUIIHje CKyIa Koja je maTta Ha cTpaHu 102), Tako Oga cBaka
rpaHa Tor rpada cliaja 4YBOp U3 jeOHOT IOACKyIla ca YBOPOM U3 APYIrOT
noxckymna. IIpuMeTuMO fa je cBaku IIpa3aH rpad UCTOBpPEMEHO U dumap-
TuTaH; dOymyhu ma Hema rpaHa, F-erOBY YBOPOBU MOI'Y Ce, Ha IIPOU3BOJhaH
HA4YWH, pacllopequTH y OBa OUCjYHKTHA CKyIia.

KomiineiiaH builapitiuiiaH ipag je dunapTutan rpad KOm Kojer je cBaku
YBOP U3 jeqHOT CKyIla TapTUliFje CycemaH CBUM YBOPOBHUMaA U3 IPYTOT CKY-
na. CTemeH CBaKOr YBOpa U3 jeSHOT CKylla jefHakK je Opojy 4BOpoBa Opyror
ckyna. Kommeran dunapturtas rpad o3HadaBamo ca K, ,,, Ipu 4emy n,
U N, 03HadaBajy KapOgUHAJIHOCTHU CKYIIOBa MapTUldje.

3ge3ga je koMmieTaH dunapTUTaH rpad 3a Koju Baxu n; = 1.

Iukayc je moBe3aH rpad KOI KOjer je CTemeH CBAaKOI YBOpa jegHaK 2.
[Muknyc Koju mMa n YBOpPOBa 03Ha4YaBaMo ca C,.

Iyt je rpad medbuHUCaH Ha cnenehy HayuH:

* 3an <2 TO je jenuHU moBe3aH rpad ca n YBOPOBa, a

* 3an > 3 1O je rpad Koju ce modHuja yKmamameM jeqHe IrpaHe IUKILY-
ca C,.

[Tyt xoju uMa n 9YBOpOBa 0O3Ha4YaBaMo ca P,.

Hyorcuna yukayca U gyscuHa dyilia jemHaKe Cy Opojy rpaHa y CBaKOM Of
BUX.

I[MpumetuMo ga oyT y rpady (y cMuciay paHuje meduHHULMjE IIyTa Kao
CIIeIdjaTHOT cily4aja ieTwe y rpady mate Ha cTtpanu 131) ompehyje uH-
OykoBaHu moarpad Koju je myT (Y CMUCITY OpeTxomHe meduHUluje).

JacHo je ma 3a n € N, mo Ha n3oMopdur3aM, IOCTOjU TAYHO jefaH Ipa3aH
rpad, koMnneTaH rpad, IUKIYC U IYT ca n 9YBOpoBa (y Caydajy OUKIIyca,
Mopa Baxutu n > 3). CnuyHO, 3a ny,n, € N, 1o Ha u3oMopdr3am, IIOCTOju

TAYHO jeaH KoMIyieTaH dunaptuTtad rpad K,, ., .

Mpumep 3.1.9. Ha cnunu ce pegoM Hanlase jemaH peryjiapad rpad
4Hju Cy CBU YBOpPOBU cTemeHa 3 (oBaj rpad mo3HaAT je kKao [leilep-
ceHos?® ipa¢g), mpuMep OUImAPTUTHOr rpada, KOMIJIeTaH OWIApPTUTAH
rpad K; s, 3Be3ga K g, iuknyc Cg 1 Iy T Pg.

25]ynujyc Ietep Kpuctujau Ietepcen (Julius Peter Christian Petersen, 1839-1910) - fas-
CKHM MaTeMaTu4ap.
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IMomomembak hemMo 3aK/byYHTH jeOHOM OOPEOHUIIOM OUIIAPTUTHUX T'pa-
doBa.

Teopema 3.1.10. 'pag je builapitiuitiaH ako U camo ako He cagpaicu UUKAYC He-
llapHe gysicuHe (kao tiogipag).

Joka3. Ako du dunapTuTaH rpad cagpkao MUKIYC HellapHe OyXKUHe, OHOa
du cBaka mBa cyceOHa YBOpa TOI LUKJIyCa Ipuajaja Pa3Iu4dUuTUM CKY-
IIOBMMa NTapTHUIIFje YBOpOoBa, MebyTuM To HUje Moryhe dynyhu ma IUKITyC
campKu HemlapaH dpoj YBOpOBa.

[IpeTnocTaBUMO cafa fa je rpad ImoBe3aH U Oa He CagpKU LUKIIYC He-
napHe gyxuHe. HM3BpmuheMo pa3BpcTaBame YBopoBa rpada y ABa cCKy-
Ila TAaKO Ja YBOPOBU KOjU IIpUIlajajy UCTOM CKYIly HUCY CycegHU. Hajmpe
IIPOU3BOJbaH YBOP, PENUMO U, TOOajeMO y IPBU CKYIl. 3aTUM CBE YBOPOBE
KOjHu Cy Ha HEIIApPHOM pacTojamy OF YBOpa U JofajeMo y OPyTrH CKYyII, a CBe
OHE KQju Cy Ha IIapHOM pacTojamy y IPBU. YKOJIMKO, HaKOH 3aBpIIETKa
OBe Ipollenype, Mehy YBOpoBMMa MCTOT CKyIlla HeMa CycemHuX, rpad je
dunmaptuTasn.

Y cynporHoM, moroguhe ce ga cy mBa 4YBopa, Koja cy umau oda Ha He-
napHOM unm 0oba Ha IIapHOM pacTojamy Of U, CyCemgHH. Y TOM CIy4ajy,
KOMOUHOBameM Hajkpahux myTeBa Of YBOpa U OO CBAKOT O THUX YBOPO-
Ba ¥ IrpaHe KOja UX CIaja, HodujaMo IIUKIIyC HelapHe OyXKWHE, IITO je y
CYIIPOTHOCTH Ca IIPETIIOCTaBKOM.

Axo je rpad HemoBe3aH, OHIA IPETXOOHY NIPOLeAypPY Tpeda IpUMeHUTH
Ha CBaKy OF KOMIIOHEHAaTa II0BE3aHOCTH. [ |
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3.1.5 MartpuyHe penpe3seHTaumje rpadosa

Wwma BUIlle HaYMHA 3aNKCcUBama rpadoBa y padyHapCKUM CUCTEMUMA, a
CKOPO CBU Cy 3aCHOBaHU Ha Pa3NWYUTUM HaBohemuMa cycencraBa usmeby
YBOpOBa. JemaH TakKaB 3alllUC jeCTe MaTpW4HM 3anuc. Hexka cy Hapaee
Vi,Va,...,V, YBOPOBH, a €;,e,,...,e, rpade, rpada G.

Maitipuua cycegcitisa rpada G, y o3Hauu A(G), je MmaTpuiia dopMarTa n x n
Yy K0jOj je efleMeHT Ha IIo3uluju (i,j) jemHak 1 yKOIMKO Cy YBOPOBH V; U V;
cycepsH, a'y cynpotHoM 0. MaTtpuiia cycencTBa je O9UIIegHO CUMETPUY-
Ha. [IpuMeTuMO Ja MaTpHIla CYCEOCTBA HHUje MHBapHjaHTa rpada. Umaxk,
MaTpulle CycencTBa m3oMopdHUX rpadoBa Cy cauyHe (IITO HUje TEIUIKO
IOKas3aTu).

Maiipuua uHuugeruuje rpada G, y o3Hanu R(G), je matpuiia ¢dopmara
n X m Yy KOjoj je eleMeHT Ha no3unuju (i,j) jeqHak 1 yKOJIHKO je 4BOD V;
WHIMOEHTaH Cca I'paHoM e;, a y cynpoTHoM 0. CBaka KOJIOHa MaTpHUIle UH-
HUOeHIUje cCagpXu TavyHO OBe jeIUHUIIE.

Mpumep 3.1.11. MaTtpulia cycefncrBa rpada ca CIUKe 4Huja i-Ta BpCTa
U KOJIOHA OATr0Bapajy YBopy HyMepucaHoM ca i (1 <i < 7) u jegHa Ma-
TpHulla MHIUAEHIMje UCcTOT rpada oapeheHa Ha cIMYaH HAYUH PeoM
Cy maTe ca
01 1 1111 111111000
1 01 0 0 0O 1000 0 01 00O
11 0 0 0 0 O 01 0O0O0O0OT1O0O0
A=| 1 0 0 01 00, R=10O0O1O0O0OO0OO0TI1TPO0
1 0 01 0 0O 0001 0O0O0T1O0
1 0 00 0 01 0O 0001 O0O0O01
1 0 00 01O 0000 O01O0O01
2
i 3
6 4
5
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Ha modyeTKy momomerpKa pPeKIHU CMO Oa ce OHedUHHCaHe MaTpUIlle KO-
pHCTe 3a 3anuc rpadoBa y pauyHapCKUM cucteMuMa. 1o je TauHO, MaKO
MOZK€EeMO IPUMETHUTH fja OHEe Hajy Bullle nHGopMaliija HETO IIITO je TOTPed-
Ho. Ha nmpumep, rpad MoxkKeMO OOPEIUTH caMO Ha OCHOBY, PELUMO, TOp-
Ber Tpoyrjla MaTpulle CyCenCcTBa. Mmak, OBakBU 3allMCU UMajy U HEKe
npenHocTtu. HamMe, mpupmpyKeHa MaTpHUIlla cagpkKu HU3 mHOpMAaIuja o
CTPYKTypHU U mHBapujaHTaMa rpada. Takobe, Heke TpaHchopMalije rpa-
¢a moryhe je meduHMCcaTH onepalMjaMa Haf OAroBapajyhuM MaTpuliama.
IMoctoju yuTaBa odnmact Teopuje rpadoBa Koja ce Ha3UBa CIEKTpaJiHa Te-
opHja ¥ KOja ce HaBu nlydyaBalkheM MaTpHUlla CyCENCTBA (MM HEKUX OPYTUX
KBaJIpaTHUX MaTpHulla Koje Ccy NpuapyxeHe rpadoBruMa) u peanHux dpoje-
Ba Koju cy oppebenu muMa. TakBu dpojeBu Ha3uBajy ce COIICTBEHE BPE[-
HOCTH U YWHE MYJITHUCKYI KOjU Ce Ha3uBa cilekiuap ipaga. Ha cneKTpanHOoj
Teopuju rpadoBa ce HeheMo 3aapKaBaTH, a BUIIIE 0 H0j MOXKe ce TpoHahu
y [11], a o ®meHUM nIpuMeHaMa y padyHapcTBy y [10]. (MuHTepecaHTHO je,
penyMo, IOa je MHTepHeT InpeTpaxuBad ['yri1 3acHOBaH Ha pe3yaTaTUMa
OBe Teopuje.)

3apaum

1. [Joka3aTu fa He IIOCTOju peryiaapaH rpad ca HelmapHUM dpPoOjeM YBOPO-
Ba ¥ HeIlapHUM CTEIIeHOM 4YBopa.

2. Jloka3aTu Oa 3a CBakKu moBe3aH rpad Baxu m > n — 1. HaBecTtu mmpu-
Mep rpada 3a Koju ce JoCTuXKe jemHakocT. Konuko rpaHa uMa KOMIIJIETaH
rpad K,, a Konuko KoMIuleTaH dunaptutal rpad Ky, ,,?

3. Ha KokTeny ce Hama3u n dpauynux napoBa. AKO Ce CBAKO Of IIPUCYT-
HUX PYKOBaoO Ca CBMMa OCHM Ca CBOjUM CYIIPYKHHUKOM, KOJIUKO je YKYIIHO
pyKoBama duno? ®opMupartu oarosapajyhu rpad 4uju cy Y4BOpOBU CYCe-
HU aKO ¥ caMO akKo cy ce oArosapajyhe ocobe pykoBamne. (OBakaB rpad
Ha3uBaMoO KokilieacKu ipag.)

4. HaBecTu mpuMep IIoBe3aHOT perynapHor rpada koju uma 100 yBoposa
cTemneHa 4.

5. [JokasaTu Oa 3a CBaKU KOMILJIETAH OUIIapTUTaH perynapaH rpad K,
KOju HHje nIpa3aH rpad BaxKu jeOHAKOCT Nn; = N,.

1:12

6. loka3aTu ma je k-muMeH3MOHa KOLIKa jedaH OuUIlapTHUTaH peryiapaH
rpad cremena k Koju uMa 2% yBopoBa u k2*~! rpana.

7. Joka3aTu fa He IMOCTOju rpad 4Yuju Cy CBU YBOPOBU PA3JIUUUTOT CTe-
neHa. KoHcTpyrcaTu nmoBe3aH rpad ca 8 4yBopoBa YHju Cy CTEIIeHU pegoM
1,2,3,4,4,5,6u7.
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8. HaBecTu nnpuMep I1oBe3aHOT OUIIapTUTHOT rpada y KojeM CBU YBOPOBU
Y CBAKOM Ofj CKyIIOBa IIapTULje UMajy pa3IinuduT crteneH. M3secTu onmru
3aKJby4ak.

9. OppepnuTu cBe Hen3doMopdHe ToBe3aHe rpadose ca 5 YBOpOBa KOf KO-
jux je MUHUMAJIHU CTeleH 4Bopa Behu ox 1.

10. OgpenuTu cBe Hen3oMop(dHe MoBe3aHe perynapHe rpadose ca 8 4Bo-
posa.

11. [JokasaTu fa je HajMame jegaH of rpadosa G, G moBe3aH.

12. [Toka3aTu Ia 3a CcBako n € N, mo Ha uzoMopdusaM, [IOCTOjU TAUYHO
jemaH KokTeJicKu rpad (medbuHmMcaH y 3agaTKy 3) KOju UMa 2n 4BOpoBa.

13. [JokasaTu fga 3a cBako n € N, 1o Ha m3oMopdu3aM, IIOCTOjU TAUHO
jenaH moBe3aH rpad 4Yuju Cy CTEIeHU YBOPOBa pedoM IaTu ca

12@ _1,@,@,@+1,...,n—2,n—1

(ymopenutu 3apmaTax 7).

14. [Joka3aTu ga 3a CBAKO k > 2, k-TMMeH3MO0Ha KOIIKa CaapKu UHOYKOB-
HU noxarpad nzomopdan (k — 1)-UMEH3UOHO] KOLIKU.

15. oka3aTtu pna dpoj 4BOpOBa peryjiapHOr CaMOKOMILJIEMEHTApPHOT I'pa-
¢a jennak 4k+1, 3a k > 0. [okasaTu ga je nukiyc Cs, 10 Ha usoMopdusam,
jemmHu Takas rpad ca 5 YBopoBa U OIPEOUTU CBe TaKBe rpadose ca 9 uBo-
posa.

16. [JokasaTu Oa peryiapas rpad creneHa 3 cagpzKU Be3UWBHHU YBOP aKo
U CaMO akKo CagpzKu MOCT.

17. Jokas3aTu Oa OujaMeTap CaMOKOMIIJIEMeHTapHoOr rpada Huje Behu
on 3.

18. M3pauyHaTu eKCIEHTPUIMTET CBAKOT YBOpPa, pajujyc U OujaMeTap
ITeTepcenoBor rpada u k-TuMeH3UOHE KOIIKE.

19. JlokaszaTu ga 3a CBakKu rpad BaxXu UOEHTUTET

RRT=A 4D,

mpu yemy je R maTpuua nHuuaeHuuje, RT keH TpaHCMoHAT, A MaTpUIla Cy-
cenctsa, a D ogrosapajyha mujaroHanHa MaTpHUlla ca CTeIIeHMMa YBOPOBa
Ha I'JIaBHOj OWjarOHaJIu.

20. [Ioka3aTu Oa je eIeMeHT KOjU Ce Hajla3u Ha HNO3uluju (i,j) y MaTpu-
uu A* (mpu yemy je A MaTpuIla cyceacTBa rpada) jemHak opojy IIeTHH ay-
XKUHe k Koje Ioja3e U3 YBOpPa V;, a 3aBplllaBajy y 4BOpy V; Tor rpada.
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3.2 Ctadbna

Y oBoM omemKy yrmo3HaheMo ce ca rpa¢doBuMa Koje Ha3uBaMO CTadJu-
Mma. IlocedbHo heMo pasMoTpuTu KOpeHCKa M pasamnumbyha cTtadna m Ha-
BemrheMoO [Ba alropuTMa 3a Iperpare rpadoBa. H3marame Koje cremu
IIPenCcTaB/ba TEOPHUjCKY OCHOBY 3a alirTOPUTME Koje heMo mpe3eHTOBaTH Y
HapenHa ABa ofesbKa.

3.2.1 JdedmHMUMja n OCHOBHA CBOjCTBA

Citabdso je moBe3aH rpad Koju He cagpxku nmoarpad nsomopdaH HUKITY-
cy. Ilpumep jegnor cradna gat je Ha Cnunu 3.3.

Cnuka 3.3: I[Ipumep crabdmna.

Bpoj HenzomopdHUX cTadasna ca Hajsuiie 14 yBopoBa marT je y cinenehoj
Tabemnu:

n 123456 7 8 9 10 11 12 13 14

# 1 1 1 2 3 6 11 23 47 106 235 551 1301 3159

HemnoBe3aH rpa¢d umja je cBaka KOMIIOHEHTA IOBE3aHOCTU CTadjio Ha-
3uBaMo wyma. Cneme HeEKa CBOjcTBa cTabara.

Teopema 3.2.1. Ciegeha iispherba Cy eKk8uBACHIUHA.
(1) T je ctuabao.

(2) T je tiosesaH 1pag kog kojel je bpoj ipaHa 3a 1 maru og dpoja usopoea, iio
Jjeciu sagicu
m=n-1.

(3) T je makcumanHu ipag 6e3 uukayca (y cMucay ga gogasarem duo Koje ipa-
He Hacildje uukayc).
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(4) T je muHumanHu tiogesaH ipag (y cmucay ga ykaarearbem 6u0 Koje ipaHe
fiociugje Helloge3aH).

(5) 3a ceaka gea usopa ipaga T tiocitoju ayHo jegaH Tyill Koju ux iiogesyje.

Jokasz. (1)=(2) IlpeTnocTaBUMO Ja UMIIIMKallija BaXXHX 3a CBa cTadia ca
HajBUIIIE N YBOPOBAa ¥ HEKa je dpoj uBopoBa cradbna T jegHak n+ 1. V me-
My IIOCTOje OBa 4YBOpa Koja Ce Hajla3e Ha MaKCHMAaJIHOM pacTojalmy U TU
YBOPOBU MOpajy dutu creneHa 1. (V cynIpoTHOM, UM HUCY Ha MaKCUMal-
HOM pacTojamy uUnu y rpady mocToju MuKiyc.) YKiamameM OUJI0 Kojer of
Ta ABa 4YBOpa modujamMo ctadio ca n yBopoBa M (IO mpeTnocTaBum) n — 1
rpaHa. bynyhu ma cMo yknamameM YBOpa YKJIOHUIM U TaYHO jeJHY I'DaHy
WHIUIEHTHY ca BuM, cTadno T uMa n rpaHa.

(2)=-(3) Hajupe, pa3amaTpaHu rpa¢d HeMa LIUKIIyca, MHa4Ye dHUCMO yKIia-
BhambeM IpaHe KOja IIpuUIlajla HEKOM IMKJIIyCy A0dunu moBe3aH rpad ca
UCTUM OpOjeM YBOPOBa, allk Ca jedHOM I'PaHOM Mambe, IITO HUje Moryhe
oynyhu ma rpad ca Tum dpojeM rpaHa He Moxke duTH moBesaH. (OBo je
jemHOCTaBaH MHOYKTWBHM 3aK/by4dakK. Bupetu u 3amaTtak 2 U3 IPETXOTHOT
omerpka.) Bynyhu ga je T moBe3aH rpad, 3a cBaka gBa YBOpa IIOCTOjU IIYT
KOju UX IOBe3yje. YKOJIUKO JoaMo jedHy TpaHy, Ha npuMep usdmehy 4so-
poBa u U Vv, Tafla OHa 3ajelHO ca IIyTeM KOjU UX II0Be3yje YUHU ITUKITYC.

(3)=(4) Ako je T makcuManHu rpad de3 HUKIyca, OHOa OH Mopa ou-
TH n0Be3aH. (Y cyIpoTHOM, MOTIH dKCMO mofjaTy rpaHy usMehy uBopoBa
KOjU ce Hajla3e y pa3InduTUM KOMIIOHEHTaMa U Ha Taj HauuH GopMUpaT
rpa¢ ca Behum dpojeM rpaHa Koju Takohe HeMa HuKIIyca.) AKO caga yKJo-
HUMO jeIHYy rpaHy u3 rpada T, oHOa OH He MOXKe OCTaTH I10Be3aH jep du y
TOM CJIy4ajy II0CTOjao MyT KOju IoBe3yje YBopoBe uaMebhy kojux je ympaso
YKIIOKk€eHa I'PaHa, ITa OU Taj IIyT ¥ Ta I'paHa YWHWIN IUKIIYC V II0Ja3HOM
rpady.

(4)=(5) [IpeTnocTaBUMO Oa 3a HEKa [JBa YBOpa IOCTOje IBa IIyTa Koja ux
noBe3yjy. Y TOM ciiy4ajy (IOLITO Cy TU IIyTEeBU Pa3/IUYNTH), IIOCTOjU rPaHa
KOja IIpunajza IpBOM Of BbUX, a He IIpUNafa OpyroM. YKiamameM Te TpaHe
modujamo rpad ca MamuM dpojeM rpaHa Koju je Takobe mmoBe3aH (HauMe,
U Jajbe 3a CBaKa [Ba YBOpa IIOCTOjU IIyT KOjU WX II0Be3yje 3axBasbyjyhu
IOCTOjary ABa nyTa uaMeby pazmaTpaHUX 4YBOPOBA), IITO IPOTUBYypEYU
npetnocTtaBnu (4).

(5)=(1) I'pad 3a K0Oju BaxKu NpeTHocTaBKa (5) no nepUHUINjHU je TToBe-
3aH. YKOIUKO du Takas rpad cagpzKao IUKIIyC, Taga O 3a cBaKa JIBa 4YBO-
pa Koja mpunagajy UKJIyCcy II0CTOjajia ABa IIyTa KOju UX IIoBe3yjy (oda my-
Ta ce Hajla3e y TOM LIUKJIYCY), IIITO HHUje V CKJIaay ca IpeTiocTtaBkoM (5). B

Y HacraBKy hemMo pa3amMoTpuTH ABe BpCcTe cTadasa: KOpeHCKa M pasa-
numyha.
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3.2.2 KopeHcka u pasanuwyha ctabna

KopeHcko ciiabao je cTtabno 4uju je jemaH 4BOpP U3OBOjE€H OX OCTAaJIUX.
Taj uBOp HA3WBaMO KOPEH.

Meby uBOpOBMMa KOpeHCKOr cTabdia mocToju ompeheHa xujepapxuja
u npateha TepmuHonoruja. Heka je T KOpeHCKO cTadjio 4YUju je KOpeH
4BOp . 3a 4YBOP U, 3a Koju Baxu dist(u,r) = i, KaXKeMo Ja Ipumanga i-ToM
HUBOY cTabma T. AKO 4YBOp u IpuIlafa i-TOM HMBOY, a YBOp V IIpuIama
(i+ 1)-oM HMBOY ¥ aKO Cy Ta OBa YBOpa CyCEOHW, OHIZA YBOP U Ha3WBaMO
ipelIX0gHUKOM YBOpA V, a YBOP V HA3UBAMO HAC/AegHUKOM YBOpa u. YBoOp KO-
ju HeMma HaclegHWKa Ha3uBaMoO Jucii. YBOp KOju HUje HU KOPEH HU JIUCT
Ha3uBaMO yHYWPAW U Y80P.

Mpumep 3.2.2. Ha cnuiu je uiyCTPOBaHO jeOHO KOPEHCKO cTadio ca
pacrnopenoM YBOpPOBa 10 HUBOMMA.

HHUBO YBOPOBH

0 1

1 2,3

2 4,5,6,7,8
3 9,1 1
4 1

@12

Jacuo, uBop 1 je KopeH, uBopoBu 6, 7, 8, 9, 11 u 12 cy nucToBH, a
OCTaJI YBOPOBU CYy YHYTPAIIHHU.

Kopetcko k-apHo ciliabs0 je KOpeHCKO CTadio Yuju CBaKM YBOP MMa Haj-
Bullle k HacnegHuKa. IloilillyHO KOpeHCKo K-apHo ciliaba0 je KOPEeHCKO CTa-
0710 uMju cBaKM YBOp KOju HUje NUCT UMa TauyHO k HacnegHuKa. Ca oBa-
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KBUM cTtadnmma Beh cMo ce cycpenu y OmerpKy 2.5. Y TOM TpPEeHYTKY joIin
YBEK HUCMO mManu meduHULMjy rpada HUTU CBOjcTBa cTadina marta y Te-
opemu 3.2.1, ma CMO IPUMEHUJIN OPYTa4Yuju IPUCTYI. TaMoIllma peKyp-
3uBHa medUHUIIMja IOTIIYHOT KOPEHCKOr k-apHor ctadna (Bumetu Haro-
MeHy 2.5.3) eKBUBaJIeHTHA je 0BOj.

[Ipena3umo capa Ha cTadia U3 gpyror gejaa HacjloBa nmomogesbKa. Haj-
npe hemo gatu onmtHjy nedpuHmIMjy palanumyher rpada.

Pazaiiuryhu ipag rpada G je rpad Koju uMa UCTHU CKYIl YBOPOBa Kao G u
YWju je CKyIl rpaHa MOOCKYN CKyma rpaHa rpada G. OuurienHo je cBaku
pazanuwmyhu rpad jeman nogrpad rpada G.

Y cknapy ca npeTxonHOM gebUHUIIUjOM, pasaiiutbyhe ciiab/10 TOBE3aHOT
rpada je pasanumyhu rpad Koju je crtadmo. CnmuHO, pasaliurwyha wyma
HemnoBe3aHOT rpada je pasanumyhu nmoarpad kKoju ce cacToju Of pa3anu-
wyhux cradama KoMIoHeHaTa ITOBE3aHOCTU maTor rpada. Pasanumyha
ctadna cnapajy meby moarpadose Koju ce HajBullle usydaBajy, dyoyhu ma
y MHOTUM IpuMeHaMa IoarpadoBU KOju Cy IIOBE3aHU ¥ y3 TO UMajy MU-
HHUMalHU OpOoj rpaHa Urpajy 3HadajHy yJaory. JacHO je Ja CBaKW IIOBE3aH
rpag uMa pasanumyhe ctadno (Koje He Mopa OUTH jeOUHCTBEHO). Y Ha-
cTaBKy heMo uckopucTuTtu pasanumyha cradna 3a geduHUIU]Y eTeMeH-
TapHUX IUKIyca rpada ¥ NUKIOMaTUYKOT dpoja rpada.

Axo je T pazanumyhe cTadno moBe3anor rpada G, oHOa ce DogaBameM
IpoM3BOJbHE TrpaHe cTadny T, Ipu YeMy OHa IIpUIlafa ocTaTkKy rpada G,
modHja TavyHO jemaH IUKITyC y HOBOHacTanoM rpady. Taj IUKIIyCc Ha3uBaMoO
eseMeHillapHu uukayc rpada G y ogHocy Ha pasanumyhe crtadno T. Ucto
BaXXU U YKONUKO je T pazanumbyha lifymMa HelloBe3aHOT rpada.

Mpumep 3.2.3. Ha cnunm je uiaycTpoBaH rpad U jeqHO HeroBO pas3a-
numyhe cTadmo (rpaHe cradma umycTpoBaHe cy LpBeHOM Hojom). [lo-
maBameM IrpaHe 78 cTadny modujaMo eleMeHTapHU IUKITYC Koju heMo
03HauuTH ca 1234678.
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Huje Temko 3akpy4yuTy Aa Opoj eleMeHTapHUX LHMKIIyca II0BE3aHOT
rpada He 3aBUCHU Of M3Dopa pasanumyher crabna. 3aucra, dpoj rpaHa
cBakor pasanumyher cradina jegHak je n—1, a mo geduHUIHMjU CBaKa rpaHa
Koja mpunapa rpady, anu He u puUKCUpaHOM pasanumyheMm cradiy, ogpe-
byje jeman enemenTapau ruknyc. [IpeMa ToMme, y ciydajy IOBe3aHOT I'pa-
da dpoj eneMeHTapHUX ITUKIIyca jegHaK je m —n + 1. Baxwu u cnepehu,
HEIITO ONIITHjY, Pe3yjTaT KOju Ce penuMO MOXKe OoKa3aTU UHAYKINjOM
110 dpojy KOMIIOHEHaTa [IOBE3aHOCTH.

TeopemMma 3.2.4. bpoj esemeHillapHuX yukayca ipaga jegHak je m —n + p, lipu
uemy je m bpoj ipanHa, n 6poj ugopoaa, a p bpoj KomiloHeHaila tlose3aHociiu ol
ipaga.

Huxkaomaitiuuku 6poj rpada, y o3HaIu v, jegHaK je dpojy eneMeHTapHUX
HuKiyca rpada. JacHo, IMKIOMaTH4YKM OPOj je jemHa mHBapHujaHTa rpada.

Mpumep 3.2.5. OpgpenuTu HUKIOMaTUYKY OPOj U CBe eieMeHTapHe IU-
Knyce rpada us IIpumepa 3.2.3 y ogHOCY Ha Ha3Ha4u€HO pasanumyhe
ctadno.

IMpumenoMm Teopeme 3.2.4, modujamMo jeqHAKOCT V¥ = M — N+ p =
12 -8+ 1 = 5. Y3 HOoTalujy U3 OIpPeTXOOHOT IpUMepa, eIeMeHTapHU
LUKITYCH CY:

e 234, mobujeH momaBameM rpaHe 24,

* 125, modbujen momaBameM rpaHe 25,

12345, modujeH gpomaBameM rpaHe 45,

123465, nodujen mogaBameM rpaHe 56, u

e (Beh cmomenyTtu) 1234678, modbujen momaBarmeM rpaHe 78.

3.2.3 MpeTpare rpacosa

IIpeitipaia ipagpa cacToju ce ofn CeJeKTOBama jemHOT II0 jemHOT YBOopa
rpada Tako ma CBaku dyde CeJleKTOBaH TA4YHO jeHaHIIyT, a Y CKJamy ca
HEKHUM IIPaBUIIOM KOjuM je ogpeheH pemgocinen cenekToBatba. YMECTO TEDP-
MUHa ,CeJIeKTOBalke YBOPOBa”, y CKIady PacIpOCTPameHUM IIPUCTYIIOM,
KopuctuheMo TepMuH , 0dunaxeme yBopoBa”. [Ipodnem npeTpare rpada
bnrcko je moBesaH ca mpMMeHaMa, HauMe OOBOJBHO je YBOPOBE CXBaTH-
T Kao pelpe3eHTalldje odjekaTa Koje M3 HEKOr pasjora tpeda oduhu.
Y oHoMe 1ITO cjiegu orpaHuYnheMo ce Ha mmoBe3aHe rpadose.

Kon (BepoBaTHO) CBUX IIpeTpara, HapeOHU YBOP Y 00MIacKy CyCemHHU
je HekoM uBOpy Koju je Beh oduheH (Taj yBOp He Mopa OUTHU TOCIIEOEHU
oduhenn). V TakBoj curyanuju, rpad 4uju Cy YBOPOBU YBOPOBU rpada
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KOjH je MpeaMeT IIpeTpare, a 4uje cy rpaHe oapebene nperparom, je jeqHo
palanumyhe (ycMepeHo) ctadso gaTtor rpada. (Yckopo hemo pasmoTpuTtu
IBa IMpuMepa HaKoH Kojux he oBo dutu jacHuje.) TakBo cTadio Ha3MBaMO
cluabso tipetupaie.

Objacuunhemo OBe mpeTpare, TakKo3BaHy IIpeTpary o OyOWMHM U IIpe-
Tpary no mupuHu rpada. Obe mpeTpare monase of IPOU3BOJHHOT YBOPA,
a omroBapajyhe aaropuTMe yKpaTKo heMo ommcaTtu.

Konm iipeitupaie iio gybuHu (eurn. depth first search, DFS), HapenHu 4BOp
Koju 0duIa3uMo CyCegHHU je OHOM KOju je mpeTxomHo odubheH, yKomuko je
TOo Moryhe. AKo HUje, OHIA je CyCeOHM HPETXOOHOM Of IPEeTXOmHO 0du-
benor, u Tako pemoM. IIpeTpara y OonuiTeM cjy4ajy HHUje jeqUHCTBEHa, TO
ject nmpyzka mMoryhHOCT M3d0opa Koja ce yriaBHOM pelllaBa MHHUITUjaTHOM
HyMepal1joM YBOpPOBa TaKo [a, Y ClIy4ajy Buille MOTYhHOCTH, 00MIa3uMO
4YBOP HyMEpHCaH HajMamuM dpojeM. JegHa oBaKBa IIpeTpara UjiyCcTpoBaHa
je cnemehum mpumepom.

Mpumep 3.2.6. V3BpmnheMo mpetpary mo aydouHu rpada ca CIHUKE.
Ila du mpeTpara dusna jeIMHCTBEHA, YBOPOBE rpada HyMepHcaau CMO
Ha IPOM3BOJbAaH HAYWH, a IpeTpary heMo 3alo4YeTu of YBOpa HyMe-
pucasor ca 1.

12 13 14

Ha cnepehoj cnuiiy umyCTPOBaH je pe3ysTaT npeTpare. Y cKiagy
ca OBOM IIpeTparoM, Opyru 4BOp KOju 0dmma3uMo je cycepn 4usopa 1
KOju je HyMepuCcaH HajMamuM OpojeM, makie 3. [IpeMa ToMe, Ha3Ha-
YWJIU CMO U T'PaHy Koja cIlaja Y4BOpoBe 1 u 3 ¥ JOJeInuiu joj ycMepeme
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ox uBopa 1 ka yBopy 3. Ha mcTu HauWH, HapemgHU 4BOD je 2 (Zo Ko-
jer cmo cturnu of uBopa 3). Cagza, dynyhu ma uBop 2 HeMa HHUjeOHOT
cycema Koju Huje oduheH, HapemHW YBOP KOju 0dMIA3MMO je cyceq
4BOpa KOju IpeTxomu 4BOpy 2 (a To je 3) U y3 TO je HyMepucaH Haj-
MamuM dpojeM, Jakie TO je 4BOp 5, ¥ Tako pegoMm. HamocneTky, cBu
4yBOopoBU 0dubenu cy y ciemehem pemocrneny:

1,3,2,5,10,6,12,13,7,4,8,11,9,14.

1

12 13 14

Kop iipeitipaie iio wupuHu (eurn. breadth first search, BFS), Hajuipe odu-
J1a3UMO CBe CycCefie IIPBOT YBOpa, IIOTOM CcBe (Heodubene) cyceme mpyror
4BOpa (makie, OHOT KOju je duo mpyru y pemocnieny odunakema), II0TOM
cBe (Heodbuhene) cycene Tpeher uBopa, 1 Tako pegoM. Hu oBa nperpara y
OIIIITEM CJIy4ajy HUje jeqUHCTBEHa IIITO Ce MOXKe PeIuTH Ha Beh onvcaHu
HaYUH.

Mpumep 3.2.7. Ha cnuiu je uiayCTpoBaHa jeqHa IpeTpara 10 IUPUHUA
rpada u3 IIpumepa 3.2.6. KopucTtunu cMo UCTY HyMepallijy YBopoBa
U TIOHOBO 3aIloYejid IIpeTpary Of YBOpa HyMepucaHoOr ca 1. 3atum
CMO OOMIIIJIM CBE HETOBE Cycefe, JaKje pefoM YBopoBe 3 u 4, ToToM
HeodbubeHe cyceme uBopa 3, HaKie penoM 4BOpoBe 2, 5, 6 u 7, ¥ TaKO
pemoM. CIMYHO Kao y IPETXOOHOM IIPUMEPY, Pefocien odunaxema
YBOpPOBaA je:

1,3,4,2,5,6,7,8,9,10,13,11,12,14.
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Crabio nperpare Ha3HAYEHO j€ Ha UCTU HA4YUH.

1

3apaum

1. Oppenutu cBa HensoMopdHa cTadia Koja uMajy 7 4BOpoBa.
2. JToka3aTu Oa CBakKO CTadio cagpzkKu HajMame OBa YBOpa CTemneHa 1.

3. Akocyd,,d,,...,d, CTelleHN YBOPOBa HEKOT cTabya, JoKa3aTH Oa BaXu
jeoHakocCT

zn:di =2(n-1).

4. lokazatu Teopemy 3.2.4.

5. [lokasaTu ga 3a OUKJIOMaTUYKM OpOj V moBe3aHOT rpada Koju uma n
YBOPOBA BaXKe HejeOHaKOCTHU
(n—1)(n-2)

5 .

6. OppenuTu cBa Hem3oMopdhHa pa3anumyha ctadsa [leTepceHOBOT Tpa-
¢da. M3pauyHaTu UKIOMaTUYKU Opoj Tor rpada?

0<pv<

7. U3pauyHaTy ITUKIOMaTU4YKU Opoj perynapHor rpada (kKoju uma n 4Bo-
POBa) 4YMju je CTeleH YBOpa jeJHaK T.
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8. Ilperpaxutu rpad ca cimuke odema nperparama (1o OyOUHU U IO IITU-
PHHU), aKO je IOYETHU YBOP HyMepucaH ca 1.

1

10

9. Jla nu mocToju mpeTpara o ayduHu rpada U3 NPeTXOmHOr 3amaTKa
Koja pe3ynryje pasanumbyhuM ctadiom Koje je uzomopdHo myty Po? O06-
Pa3JIOKUTH.

3.3 O3HauveHa cTadbna

Panuje cMo peknu ga cy rpadoBu m3oMOpGHU YKOJIHUKO Ce Pa3uKyjy
caMo y 03Ha4YaBamwby YBOPOBa. Y CKJIay ca TUM, YKOJIMKO O3HaYaBake YBO-
poBa y HalllUM pa3MaTpamUMa He UTrpa HUKaKBY YJIOTYy, Taga u3oMophHU
rpadoBU NPAKTUYHO IIPENCTaBIbajy jeqaH uctu rpad.

Y oBoMm opesbKy bdaBumheMo ce rpadoBuMa, a HajBullle cTadbmmma, Kopm
KOjuX O3HavYaBamke YBOpPOBa UI'Da eceHOujanHy ynory. [Ila ducmo To Ha-
riacuny, TakBe rpadoBe Ha3BaheMo 03HayeHu ipagosu. HamomumeMo Oa
usomopdHu rpadoBu ocTajy n30MOpPGHU U YKOJIUKO UX padMaTpaMo Kao
O3HauYeHe, ajli Ce TaKBU rpad0BU Pa3/lIUKYjy YKOJIMKO EHUXOBU YBOPOBU
HIUCYy O3HaYeHU Ha UCTU HAUYMH.

Y oHoMe mTO cinemu pasMoTpuheMo mpodineM nmpedpojaBama O3HaUe-
HUX cTabana u HaBeCTU aNrOpuUTME 3a KOOUpame U OeKOJupame TaKBUX
crabana.
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3.3.1 MpebdpojaBarwe 03Ha4YeHUx ctabana

YBopoBe oO3HaueHOr rpada o3HauaBaheMO IPUPONHUM OpojeBHMA.
¥ cknapy ca tuM, rpad u3s I[Ipumepa 3.2.6 u 3.2.7 MoKe dUTU pa3MaTpaH
Kao O3HaueHM rpad yKOJIMKO TaMOIIKkYy HyMepalldjy YBOpOBa CXBATUMO
Kao BUX0BO O3HAUYaBame.

Mpumep 3.3.1. O paHUje 3HaAMO Oa, OO Ha m3oMopdusaM, IOCTOjU
TA4HO jegHO cTabno ca 3 uBopa. Ca mpyre crpaHe, dpoj 03HaYEeHUX
crabana ca 3 yBopa jemHak je 3. CBa Tpu cTadna cy msoMopdhHa u
UJIyCTPOBaHA Cy Ha CIUIIN.

1 1 1

3 23 L 2

Hakon kpaher npedpojaBama, 111To 0BOe HeheMo paguTH, MOXKe ce
3aKJby4YHUTH Ja O3Ha4YeHUX cTadama ca 4 yBopa uMa 16.

Y teopuju rpadoBa He IOCTOjU ehEeKTUBHU HAUMH 3a HU3padyyHaBame
dpoja HenzomopdHUX rpadoBa ca gaTuM dpojeM YuBOpoBa. MCTO Baxku u
3a dpoj HemszomopdHUX cTadbama. Y TakBUM mpedpojaBarbuMa KOPUCTE Ce
CIIOXX€eHMje TeXHUKe KOje pe3yaTyjy pa3HUM aCUMIITOTCKUM OlleHaMa Ha
KojuMa ce oBfe HeheMo 3ampzkaBaTtu. Ca Apyre cTpaHe, 6poj o3HaUYeHUX
ctabama Koja uMajy jemHak 6poj uBopoBa maje KejmujeBa?® Teopema. Ilp-
BU JoKa3 TeopeMe mao je Ipudep.?’” Mu hemo je HaBecTu 6e3 mokasa, a
peuuMo y Kibu3u [31] maTa cy yeTupu JoKal3a OBE TEOpeMe.

TeopemMma 3.3.2 (KejnujeBa TeopeMa). bpoj o3HaueHux citiabasa ca n 4eopoed
JjegHak je n"2,

Huje Temko 3ak/byduTu fa je 6poj pasanumyhux cradana 03HaYEHOT
kommeTHor rpada K, jenHak dpojy o3HaueHUx cTadana Koja UMajy n 4BO-
POBa, TO jecT jegHak je n"2,

Y HacTaBKy heMo maTu jemgHY PEeKypPeHTHY GopMyny 3a u3padyyHaBambe
dpoja pasanumyhux cradana mpou3BO/bHOT 03Ha4YeHOT rpada. Ilpe Tora,
pPa3MOTPUMO joIII HEKe O3HadeHe rpadoBe uynju dpoj pasanumyhux ctadba-
jla MOKEMO M3padyHaTHu u 6e3 kopuirthema HajaBbeHE GopMyIie.

26 ApTyp Kejnmu (Arthur Cayley, 1821-1895) - eHTTIeCKE MaTeMaTH4ap.
27Epucr ITon Xajui Ilpudep (Ernst Paul Heinz Priifer, 1896-1934) - HeMa4Ky MaTeMaTH-
yap.
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Mpumep 3.3.3. IToBe3aHe rpadoBe Koju, monyT rpada ca CIUKe, ca-
IOp3Ke Ta4HO jefaH eleMeHTapHU MUKIYC Ha3UBaMO YHUUUKAUYKUM.

IMoctoju TauHO 5 palanumyhux cTadana pasMaTpaHOr 03HAYEHOT
rpada, dymyhu ga jeIMHCTBEHU ITUKIIYC UMa TOJIMKO rpaHa. (YKnama-
HBeM OUII0 Koje rpaHe IIUKIIyca modHjaMo jemHO pa3anuimbyhe cTadmo.)
Hexka op Tux pasanumyhux cradana cy usoMopdHa.

1

3 6

HapaBHO, BaXXu U OIIIIITH 3aKJ/by4YaK fa je 6poj pasanumyhux cra-
basa cBaKor 03HAUYEHOT YHUIIMKIIMYKOT rpada jeqHaK OyKUHU jeIuH-
CTBEHOT ITUKJIyca Tor rpada.

YuTanmal, MOXe MOKYIIATH Oa M3padyHa Opoj pasanumbyhmux cradana
O3HaueHOr rpada Koju cagpXkKH TauyHO 2 eleMeHTapHa LMKIIyca, IIa Io-
TOM 3, ¥ TAaKO pefoM (padyH II0CTaje CBe KOMIIJINKOBaAHUjH).

Heka je e rpana mynturpada G (koju MoxKe campzKaTu U meTibe). Koh-
ipakyuja myaitiuipaga G y ogHOCY Ha TpaHy e, y o3Ha1u G - e, je mynTurpad
Koju ce moduja og mynturpada G — e umeHTU(PHUKOBAEkEM YBOPOBA Ca KOju-
Ma je rpaHa e duna UHIUOEHTHA.

Mpumep 3.3.4. Ha cnuitu je unycTpoBaH rpad u Herosa KOHTpakKiuja
Y OOHOCY Ha rpaHy 67.



graph
Highlight


3. TEOPUJA TPA®OBA 149

O3HauuMO Hagasbe Opoj pasanumyhux cradana o3HaueHor rpada G ca t(G)
U HaIIOMEHUMO [a ce pasamnumyhe cTadio moBe3aHOTr MyaTturpada ca n
YBOpOBa medUHUIIIE HAa UCTU HAYUH KAaO Y CIy4ajy mpocTor rpada, To ject
TO je ctadno (a He MynTHCTad/I0) YHjH je CKyl YBOPOBA jeJHaK CKYIly 4YBO-
poBa mynturpada.

Teopema 3.3.5. 3a ceaku o3HaueHu myaitiuipagp G sadicu jegHakociu
t(G) =t(G—e)+tG-e),

iipu yemy ce myaiiuipag G — e gobuja ykaarbarbem ipaHe e, a myaiiuipap G - e
KoHipakyujom myaitiuipaga G y ogHocy Ha IpaHy e.

Joka3. CBako pasanumyhe ctadno mynturpada G Koje He cagpKu rpaHy e
jemHo3HauHO ompehyje pasanumyhe cradmo mynturpada G — e u odpaTHO,
LIITO [aje MIPBU cadupak ca JecHe CTpaHe jemHaKOCTH u3 ¢hopMyaldje Te-
opeMe. CnnyHO, cBakKO pazanumbyhe ctadno mynturpada G Koje campku
rpaHy e jemHO3Ha4HO ompebyje pazanumyhe cradmo mynturpada G -e u
obpartHoO, 1mITO faje opyru cadupaxk. |

Mpumep 3.3.6. M3pauyHatu Opoj pasanumyhrx cradana mpBOr 03Ha-
yeHor rpada ca CIHKe.

4 4

O3HaumMo pa3MaTpaHu rpad ca G 1 HeKa je e = 35 rpaHa y OmHOCY
Ha Kojy heMo npumeHuTy Teopemy. YKinawmameM rpaHe e us rpada G
mobdujamo muknyc Ce KOjH, y CKIaAy ca 3ak/byuykom u3 [Ipumepa 3.3.3,
uMa 6 pasanumyhux cradana.

MynTturpa®d G - e UIyCTPOBaH je Ha MCTOj cnunu. I[IpuMeTHMO Oa
ce CBako pazanumyhe ctadno oBor mynrurpada goduja ykiamameM
jenHe op OBe OyIljie rpaHe U jOLI jeqHe Of IIpeocTanux rpa”a. Ilpema
OpUHLOUIY IPOU3BOAa, Opoj HauMHa Ha KOje MOKeMO HOOUTH pas3amu-
wyhe cTadmno jemHak je 2 -4 = 8, To ject Baxu t(G - e) = 8.
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Konauno, nmpumenoMm Teopeme 3.3.5 godujamo pesynrat

t(G) =t(G—e) + t(G-e) =6+ 8 = 14.

3.3.2 Kopgupamwe u gekoaupame o3HaYeHux ctadbana

Kopupame u gekomupame 03HAaYEHUX CTadaja KOPUCTE Ce IMPUITUKOM
3amnuca TakBUX cradbajia y padyyHapCKuM cucreMuMa. Kao mro hemo Bu-
IeTH, CBAKO O3Ha4YeHO CTadio ca n(n > 2) 4BopoBa MOxKe OUTH KOOUPAHO
HHU30M Of n — 2 mpupogHa dpoja.

3an > 2, IIpugepos HU3, y O3HALHA S(n) = (S1,52,...,5._2), j& OMIIO KOju HU3
KOju ce cacToju of n — 2 (He HyKHO pa3nuyuTa) dpoja ckymna N,.

Teopema 3.3.7. IIpugpepos HU3 S, ogpehyje jegHo 03HAYeHO Cluad/o Koje uma
n 480posda u 06paiiHo.

YmnosuaheMo ce ca fBa anroputrMa - 3a ogpebuBame ITpudepoBor HI3a
Ha OCHOBY 3aJaTOT 03HAa4YEHOT cTadja (Kogupame) U 3a oapehruBamke 03Ha-
yeHOTr cTadila Ha OCHOBY 3apator I[IpudepoBor HU3a (mekomupaime). OBU
aITOPUTMU MCTOBPEMEHO IIPENCTABIbajy ¥ HOKA3 IPETXOTHE TEOPEME.

4 N\
AnropuTtam 5 (MpudepoBo Kogupawe). AnropuraM NpuxBaTa HETPU-
BHjasTHO 0O3HA4YEHO CcTadiio, a Bpaha jemMHCTBEHU KOMI TOT cTadia.
BEGIN
INPUTT={{1,2,...,n},E} // cradmo T
s=() // nHULMjanu3lauuja;
WHILE |V(T)| > 2

U — YBOp CcTeneHa 1 MMHMMAIHE O3HAKe;

vV — cycen of Uu;

T:=T-u;

§:=S+Vv // pommcaTu 4llaH V Ha Kpaj HH3a S;

RETURN s

END
\. J/

Y cknagy ca anropuTMOM, jeIHHCTBEHO O3HAYEHO CTadbjio Koje mma 2
YBOpa KOOWPHO je IIpa3HUM HM30M. Tpum o3HaueHa cTabma u3 Ilpume-
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pa 3.3.1 pegom cy KogupaHa jegHOoYNIaHuUM Hu3oBuMa (3), (1) u (2). Cnegu
HEIITO CJIOXKEHUjU IIPUMED.

Mpumep 3.3.8. Oppenutu IIpudepoB HKU3 KOju KOOUpPa 03HAYEHO CTa-
6110 ca cnuke.

6@ \ 4
)

Toxk anroputMa (ca n cMO 03Ha4YuUIU OPOj YBOpoBa TeKyher cradmna):

*5=0.

*n=8: s=(8)

*n=7: s=(83).

cn= =(8,3,7).
en=5s=(8,3,74).
«n= =(8,3,7,4,7).
en=3: s=(8,3,7,4,7,5).

Pesynrart je Hu3 s = (8,3,7,4,7,5).

Pa3MoTpuMO cafja ¥ anropuraM 3a geKoaupame y KojeM KOPUCTUMO U
jeman noMohHU HUS.
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4 N\
Anroputam 6 (MpudepoBo pekoaupamwe). ANropuTaM IIpuxXBaTa Koji,
a Bpaha jemmHCTBEHO O3Ha4YeHO cTadbio Koje je muMe oapebeHo.

INPUT s = (s(1),s(2),...,s(n—2)) // Tlpudbepos Hu3

T=({1,2,...,n}, 0) // uHHOHjanu3auuja;
I=(1,2,...,n) // nomohHuU HU3;

WHILE s # ()

vV — MUHUMaTHA BPeOHOCT KoOja Hpulafa |, a He mpumnama S;
w=s(1);

T=T+vw;

l:=1-v // yxnonutu v us Il;

s:=s-s(1) // yxnorutu s(l) u3 s, TO jeCT IIOMEPUTH HU3 S
3a jeOHO MECTO YJIEBO;

CIIOjUTH TPAaHOM [Ba YBOpa Koja cy ompehena mpeocTtamum
eJIeMeHTMa Hu3a [;

RETURN T

END
\. J/

Crnenou mpuMep.

Mpumep 3.3.9. OppenuTu 03HAYEHO CTadIIO0 Koje je KomupaHo [Ipude-
poBuM Hu30oM s = (8,3,7,4,7,5).

Toxk anropurtma:
*s=(8,3,7,4,7,5).
e T=({1,2,3,4,5,6,7,8}, 0),1=(1,2,3,4,5,6,7,8).

Cio1. v=1] w=8 T:=T+18
=Y T=(2,3,4,56,7,8) | s=(3,7.4,7,5)
«i_o. v=2]| w=3 T:=T+23
=% [T=(3.456,7.8) | 5=(7.4,7,5)
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«i_3. v=3] w=7 [T:=T+37
-7 | 1=(4,5,6,7,8) | s=(4,7,5)
ci—a v=06|w=4[T:=T+64
- 7| 1=(4,5,7,8) | s=(7,5)
ci_5. v=4|w=7]|T:=T+47
o 1=1(5,7,8) s= (D)
A v=7|w=5][T:=T+75
o I=(5,8) s=()
e | T:=T+58 |.
Pesynrart je ctadno us Ilpumepa 3.3.8.

JenHOCTaBHOM aHanM30M 0da anropuTMa MOXKE Ce 3aKJby4YUTH Ha IPBU
onpebyje jequacTBenu [Ipudepos HU3 KOju oAroBapa 3agaToM 03HaUYEHOM
cTadny u ma, cnuyHo, opyru ogpebyje jeiuHCTBEHO 0O3HAYEHO CTAadI0 KOje
oprosapa 3amaToM HU3Y.

3apaum

1. OgpenuTu cBa 0O3Ha4deHa cTadia ca 5 4BOpOBa KO KOjUX MaKCHUMaJIHU
cTeneH uBopa Huje Behu ox 3.

2. Kopuctehu KejnujeBy Teopemy, mokasaTu fa je Opoj pasanumyhux cra-
barna o3HaueHOT rpada Koju ce modHja yKnamarmeM jefHe TpaHe HETPUBHU-
jamHOTr KOMIUTEeTHOT rpada jegHak (n — 2)n"—3.

3. M3pauyHaTtu Opoj pazanumyhux cradana o3HaueHOT KOMIIJIETHOT Ou-

NapTUTHHOT rpada Ky, .
4. OppenuTu CBe OBe3aHe O3HaueHe rpadoBe Koju HeMajy Buire on 10
YBOPOBa U 4Yuju Opoj paszanumyhux cradbana Huje Behu op 4.

5. M3pauyHaTu 6poj pasanumyhux cradasna moBe3aHor 03HaueHOT rpada
YHWju je HUKIoMaTU4KU 0poj jemHak 2. (VY cknagy ca mebUHUIINjOM ITUKJIIO-
MaTHYKOT Opoja, oBakaB rpad cagpzkKu TayHO [iBa eleMeHTapHa LUKIIyCa,
anu Tpeda MaTH y BUAY Aa UCTHU rpad MoxKe campkaTu 2 unu 3 nmoarpada
usoMopdHa HEKOM IUKIycy. bpoj pasanumyhux cradana 3aBucu o dpoja
rpaHa Koje mpuIilagajy HUKIycuMa.)

6. Kopucrtehu Teopemy 3.3.5, uspauyHaTu dpoj pazanumyhux cradana
O3Ha4veHOor rpada ca CIUuKe.
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Y

7. Oppenutu [TpudepoB Ko jenHor pa3anuimbyher ctadna rpada U3 nperT-
XOMOHOT 3aJaTKa.

8. AKo je YBOp MaKCHMMAaIHOT cTeneHa 3Be3fe K; ,_; o3HadeH ca 1, oxgpe-
outu ogrosapajyhu [Tpudepos kox (de3 hdopmanHor cripoBobema anropuTt-
Ma 3a Kogupame). Koje cTtadno je kogupaso Hu3oM (2, 3, 4, 5, 6, 7)?

9. Iexommpatu Ilpudepose nHuU3l0BE (2,1,3,3,4,8), (5,9,4,6,6,1,4,5) u
(7,6,5,2,7,6,5,1).

3.4 MuHuMmanHa pasanuwyha ctadbna

Y oBoMm omerpKy pa3MaTrpahemo camo TexuHCKe rpadose. [TogceTumo,
TO cy rpadoBu 4UMjUM Cy IpaHaMa IPUAPYKeHe HyMepudKe BPegHOCTHU
KOje Ha3uBaMO TexXHHaMa rpaHa. Heka cy Hagmabe TeXXHHe CBUX I'paHa
IIO3UTHUBHE. Y OMNIITEM CJIy4ajy, IoBe3aH (TeXXUHCKM) rpad MoxKe UMaTU
BHUIIle palanuibyhux cradama, a o moCcedHOr MHTEpPeca Cy OHa KOI KOjux
je TexxuHa CBUX IpaHa CTadia MUHUMAaNHA, a Pas3for 3a TO OHET JIEXU y
npuMeHaMma. [I0BOJbHO je TeXKWHE rpaHa CXBaTUTHU Kao IIeHe Koje Tpeda
mIaTuTU (MU OyKUHE IyTeBa Koje Tpedba npehu) kpehyhu ce on jemuor
IO OpyTor 4BOpa.

Texuny rpaHe e o3Ha4daBaMo ca w(e). TeaxcuHa TexXuUHCKOT rpada G, y
o3nanu w(G), jedHaKa je CyMH TeXXWHa rpaHa Tor rpada:

w(G) = > wle).

ecE(G)
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MuHumanHo pasaiiurbyhe citiab10 TOBE3aHOT TEXKUHCKOT rpada je pa3anu-
myhe cTadno MuHMManHe TexkuHe (Y CKyIly CBUX palanumyhux cradana).
HapaBHo, TakBO cTadJio MOCTOjU y CIy4ajy CBAKOI ITOBE3aHOT TEXKWHCKOT
rpada u He Mopa duTH jemuHCTBeHO. Crefne OBa alropuTMa 3a ompehusa-
e MUHUMAaJHOT pa3anumyher cradna.

3.4.1 Kpackanos anroputam

Ctpareruja KpackamoBor?® anropuTMa MOXKe Ce OMHCATH Ca ,Hajmpe
rpaHa HajMame TexuHe”. Kao TakaB, ajropuraM Ce 4eCTO HABOOU Kao
IpUMeEp IOXJIEIIHOT aJroOpuTMa. TaKBU aJrOpUTMU yBEK dHpajy pelleme
KOje je JIOKaJIHO HajllOBOJbHUjE.

4 N\
Anroputam 7 (KpackanoB anroputaMm). AnropuTtaM IIpuUXBaTa IIOBe-
3aH TexuHCKH rpad G, a Bpaha jemHo MUHMMAITHO palanuibyhe crta-
6110 Tor Tpada.

K1: Texyhu rpad T je npasaH rpa¢ ca uCTUM CKyIIOM YBOpOBa Kao G.

K2: Ypenutu rpate rpada G y Heonagajyhu HU3 y CKJIafgy ca HBHUXO0-
BUM TeXXWHaMa.

K3: Heka je e HapenHa rpaHa HHU3a (y IPBOM IIPOJIACKYy OBUM KOpa-
KOM TO je IpBa Ir'paHa HM3a). AKO TaKBa rpaHa He I0CToju, ipehu
Ha K5.

K4: Ako gpomaBameM rpaHe e Tekyhem rpady T HacTaje HUKITYC, OHOA
npehu Ha K3. Unaue, gomaTtu Ty rpany rpady T u npehu Ha K3.

K5: Kpaj.

\. J

IlocToje mocedHU anTroOpUTMM KojuMa ce ompebyje ma nu momaBameM
rpaHe y Kopaky K4 HacTaje nuknyc unu He. Ha muMa ce oBme Hehemo
3aapzKaBaTHu. [[0KaKHMO KOPEKTHOCT KpacKamoBOr alropuTMa.

Teopema 3.4.1. Kpackaaos asiopuiiam pe3yaitiyje MUHUMAAHUM pasaiiutbyhum
cluabaom fioge3aHol iexcuHckol ipaga.

Joka3. Hajupe, anroputaM He MOXKe Pe3yJITOBATU HeloBe3aHUM rpadom,
HUTH rpadoM KOju CagpKu HUKIyC (BumeTH Kopak K4), mTo 3Ha4yu ga Ta-
KaB rpad Mopa dutu cradno.

Heka je Hamampe T ctadno godujeno KpackamoBUM alropuTMOM U HEKa
Cy e1,es,...,e,_1 TpaHe Tor cTadna ypeheHe y cKlamy ca pefociienoM aoaa-
Bama TekyheM rpady. IIpeTmocTaBUMO CyIPOTHO, TO jECT Ja TeXWHa CTa-

281Tose¢ Beprapn Kpackan (Joseph Bernard Kruskal, 1928-2010) - aMepryKy MaTeMaTH-
yap u uHGoOpMaTHUap.
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ona T Huje MUHMMaNHa. Y TOM CiIy4ajy, IOCTOje pa3sanumyha ctadmna (aaj-
Mame€ jeJHO) MUHUMaJIHE TeKUHE KOja je Mama of TexkuHe ctadbna T. Heka
je 3a cBako TakBo cTadno S geduHMCcana byHKIHja f(S) = min{i | e; ¢ E(S)}.
O3HauyuMo ca S’ cTadiio 3a Koje je BpegHOCT oBe QYHKIIMje MaKUCMallHa.
Axko Baxu f(S') = k, oHIa cy rpaHe e;,e,,...,6,_; UICTOBPDEMEHO U TpaHe
cradna S’. Y cknany ca TeopemowMm 3.2.1 (meo (1)=-(3)), rpad Koju ce moduja
IOZaBameM I'paHe e, cTadbny S’ (makne, S’ + ex) cagpKu IUKIYyC. AKO je e}
rpaHa TOT IIMKJIyCca Koja mpunaga cradny S’, a He npumnapa T (TakBa rpaHa
mocToju jep ce ctadma T u S’ pa3nukyjy), pasmorpuMo rpad S” Koju ce
Dobuja ykKIamameM rpaHe e; U3 S’ ¥ IOTOM HOODaBameM IrpaHe e;. Bpoj
rpaHa rpada S” Takohe je jemHak n — 1, a rpad je y3 To u noBe3aH (jep je
TrpaHa e, Ipullafgasa OUKIYCY), DaKie U OH je (pasanumyhe) cTadno.
JacHo je ma Baxu jeqHaAKOCT

w(S") = w(S') + w(ey) — w(e}). 3.1)

IMTpumeTuMoO cafa ma ctadna Tu S” campske rpaHe ey, e,, ..., ex. LIlouTo je
rpaHa e, cneneha Koja je y ckimamy ca anropuTMoM gomata ctadmy T, Mopa
BaxXUTU w(ey) < w(e}), IITO 3ajeqHo ca jemnHakomrthy (3.1) maje HejemHaAKOCT
w(S”) < w(S’). 3anpaBo BaXHu jeTHAKOCT, jep je S’ cTadrmo MuHUMAaTNHE Te-
xuHe. MebyTtumM, Baxku u HejegHAKOCT f(S”) > k = f(S’), mITO IpOTUBYpEYHU
u3dopy ctadna S'. |

Mpumep 3.4.2. KpacKajoBUM aJITOPUTMOM OOPEOUTH MUHHUMAJIHO pa-
3anumbyhe ctadsno rpada ca cinuke.

Tok anropurMa:
K1: T je npagau rpad ca 8 yBopoBa Vi, Vs, ..., Vs.

K2: Hua rpaHa part je cnegmehom tadenom:
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ViVa V3Vq ViV VaV7 V4V V2V3
1 1 2 2 2 3
VaVs VeVg ViVg V3V7; VsVe VeV7 .
3 3 4 4 5 6

K3: e = viv,. K4: He Hacraje nmknyc. [lakne, rpaHy e DomajeMo
tekyheM rpady T (caxetuje, e — T).

K3: e=v3vy,. Ké:e - T.
K3: e=viv;,. Ké: e —T.

K3: e = v,v;.  K4: Hacraje nuknyc. [akie, rpaHy e He OomajeMo
tekyheM rpady T (caxetuje, e A T).

K3: e=v,vs. Ké:e—T.
K3: e=vv3. Ké4:e—T.
K3: e=v,vs. Ké: e - T.
K3: e=vgvs. Ké: e —T.
K3: e=vivg. Kéd: e AT.
K3: e=v3v;. Kéd:e AT.
K3: e=vsvs. Kd: e AT.
K3: e=vgv;. Kd:e AT.
K5: Kpaj.

I'pane pe3synryjyher cradbna uiaycTpoBaHe Cy IPDBEHOM O0joM.
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I[MpuMeTHMO Ja CMO y IPETXOOHOM IIPUMEDPY aJrOPUTaAM IIPUMEHHUIIN O0-
CJIOBIIE, TO jeCT UCIIUTAJIU CMO CBe rpaHe rpada G. Bynyhu ma pazanumyhe
ctadmno rpada ca 8 yBopoBa (TOMMKO uX mMa G) uMa 7 rpaHa, aJIropuTaM
CMO MOTJIM 3aBPIIUTH OHOT TPEHYTKa Kajla je cegMa rpaHa mopaTa CTadiy
(cBe mocrie we cy omdauene). [Iakine, Moryha je MoguduKalyja aaropurMa
yBobemeM dpojaya Koju du dpojao momaTe rpaHe.

3.4.2 lpumMmoB anroputam
OcHOBY 3a HeITO e(pUKaCHHUjU aNropuTaM YMHU HapeaHa TeopeMa.

Teopema 3.4.3. Heka je G = (V,E) tiose3aH tedcuHcku ipap, U C V u e ipaHa
MUHUMAHe WedcuHe koja ciaja yeop u3 ckyiia U ca yugopom u3 ckyiia V\U. Ta-
ga iflocilioju MUHUMAAHO pa3ailuryhe ciiabao WedcuHckol ipaa G Koje cagpaicu
ipany e.

Joka3. Heka je S MuHuUManHO pa3anuiyhe cTadmo Koje He campzKu rpa-
Hy e. Ilogrpad S + e cagpxu nukiyc. ITopen rpase e, TOM HUKIIyCY IPU-
Ilafia ¥ HeKa rpaHa e’ Koja cliaja YBop u3 cKyma U ca uBopoM u3 ckyma V\U.
IMomrro Baxkm w(e) < w(e’), yKnamameM rpaHe e’ u3 rpada S + e godujamo
(TpazkeH0) MUHMMAIHO pa3anuimbyhe cTadio. |

Crpareruja ITpumoBor?® anropurmMa Moxke ce OIKUCATH ca ,Hajiupe Haj-
onmuxu cycen”. OBaj anropuraM MoOXKe Ce KOPUCTUTHU U 3a ompebuBame
MUHUMAaJIHE pa3anuibyhe I1yMe HEIIOBe3aHOT TeXKMHCKOT rpada (Koja ce
aHanorHo medunumie). ¥ Ty cBpxXy ce u Kpackanos anropuraM MoxKe MO-
ouduKoBaTH. Y ciydajy moBe3aHOr rpada, mpollefypa omnucaHa y IPBOj
pederunu kopaka K2 [TpuMoOBOT airOpuTMa U3BpIIaBa Ce cCaMo jeJaHIIyT.

4 N\
Anroputam 8 (MpumMoB anroputam). AnropuTaM IIpUXBaTa TEXKUHCKHU

rpad G, a Bpaha jegHy MUHUMAJHY pasanumyhy IIymMy Tor rpada.
K1: Texkyhu rpad T je rpad 6e3 yBOpoBa.

K2: TIpousBomaH uBoOp rpada G Koju He mpumnaga Tekyhem rpady mo-
maTtu TeKyheMm rpady. AKo TakaB YBOp He mmocToju, npehu Ha K4.

K3: I'pany HajMame TeXXHHE Koja cnaja Tekyhu rpad T ca ocTaTkOM
rpada G momaTtu rpady T (TuMe ce U APYyTW YBOP UHIMAEHTAH Ca
TOM I'paHOM Takohe momaje uctoMm rpady). [Tonasmatu K3 mokie
ropm je moryhe u motom npehu Ha K2.

K4: Kpaj.

\. J

29PobepT Knej IIpuM (Robert Clay Prim, 1921) - aMepuuku MaTeMaTudap ¥ HHPOPMaTH-
yap.
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Mpumep 3.4.4. [IpMOBUM aITOPUTMOM OOPEOUTU MUHHUMAJIHO pPa3a-

numyhe cradno rpada ca cnuke.

v2 3 v3

V4

vy V6 W
Tok anroputMa:
K1: T=(0,0).
K2: YBop v; momajemo TekyheMm rpady T.

K3: I'pany v;v, momajemo Tekyhem rpady T (caxertuje, viv, — T).

K3: viv; = T. K3: vovg -+ T. K3: vgvs — T.
K3: vyv3 =+ T. K3: vzv, -+ T. K3: vivg — T.
K4: Kpaj.
I'pane pesynryjyher cradia uiycTpoBaHe Cy IIpBEHOM DOjOM.

v2 3 v3

V4

vt U6 U5
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3apauum

1. [Joka3aTu ma moBe3aH TEXKUHCKU Ipad Koxm Kojer cy TexKHHe rpaHa Me-
bycodHo pasnuuurte cagpxKu jeQUHCTBEHO MMHUMAJHO palanumyhe cra-
bo.

2. Hakon Ilpumepa 3.4.2 KoHCTaTOBanm cMO ga KpackanoB anropuraM
MOKeMO MOAu(pUKOBATH TAaKO [a 3aBplllaBa pag HaKOH popMupama pasa-
numyher cradna (be3 0b3upa MITO MOCTOje TpaHe KOje HHUCY UCIIHUTaHe).
Iloka3aTu IpUMEPOM [Ia ¥ TaKaB aJIrTOPUTaM MOKEe IaTU pe3yJiTaT TEeK Ha-
KOH UCIIUTHBala CBUX I'paHa. M3BeCTHU OMIITH 3aK/bydakK.

3. MomudukoBatu Kpackamnos u [IpuMoB anaroputaM Tako Aa onpebyjy
U TeXUHy godujeHor cradma. YHanmpemutu odba anropurMma y ciydajy ga
je pa3MmaTpaHu rpad mpocT (TexkuHa CBaKe I'paHe jegHaka je 1), To jecT
eNUMUHNCATH HelloTpedHe IIpolenype.

4. KpacKayloBUM, a IOTOM H IIpUMOBUM, aIrOPUTMOM OOPEOUTH MHUHU-
MaJniHO pa3anumyhe cTadno rpada ca cnuke. (Hajuope Ha HeKH HaduH
O3HAYUTH YBOPOBE.)

5. NmmnnemenTupatu Kpackasnos u IIpuMoB anroputaM y HeKOM IIporpaMm-
CKOM je3HUKY.

6. Monudukoatu [IpuMOB anropuTtaM Tako Oa pe3yiTyjyhe pasanumy-
ke cTadno (unu onmruje, mryma) dyne MUHUMATHO V CKyIly CBUX pa3alu-
wyhux cradana Koja cagpXke yHanpep usadpany rpany.



3. TEOPUJA TPA®OBA 161

3.5 OjnepoBu mynturpacosm

3a mynturpad xKaxxemo aa je 0jiepos YKOIMKO CagpKU 3aTBOPEHY CTa-
3y KOja CBaKOM IpaHOM TOT MynTurpada mposnasu jegaHnyT. TakBy cTasy
HasuBaMmo Ojseposa ciiasa. CnuyHO, 3a MynaTurpad KaxeMo ma je iloay-
0j1epos, YKOJIIUKO CafpzKM CTa3y KOja CBaAKOM I'PaHOM IIpOJIa3u jedaHIIyT.
Jacno, cBaku OjnepoB MmynTurpad MCTOBPEMEHO je U II0IyO0jIepoB.

Heku opg nmpobdneMa y KojuMa MozxkeMo cycpectu OQjiepoBe U II0Jyojiie-
poBe rpadose cy nosBe3uBame [ITHK pparmMmenaTa, Tako3BaHU KOJIaM OM3ajH
¥ ImpodjieM KMHECKOT molnTapa. IIpBa mBa mpodnema HeheMo omucuBaTU
(3a meTarme BumeTHu [21]), a mpodieM KMHECKOT IoUITapa U3JI0KUheMo y
IMomomemsky 3.5.1.

Topune 1741. objaBmen je OjnmepoB HayuyHu pap [14] o 7 keHUHTCcHep-
IIKUX MOCTOBa KOju je, IpeMa HeKUM M3BOPUMA, IPBU pal U3 Teopuje
rpadoBa. Haume, rpap Koju ce HekKama 3Bao Kenunrcodepr (a maHac Ka-
numUHTpan, Pycuja) nmexu Ha odbanmama peke Ilperen, a y BpeMe Kafa je
Ojnep XuUBEO y TOM I'pafgy, IIOCTOjaso je 7 MocToBa pacrnopeberux Kao Ha
Cnunm 3.4. TIpobrieM KojuM ce MaTeMaThdap 0aBUO Ij1acy: Oa JIU je MO-
ryhe npehu mpeko cBux 7 MOCTOBa TaKo [ia Ce IIPEeKO CBaKOT MocTa pehe
Ta4yHO jemaHnyT? OBaj mpobieM MO3HAT je Kao pobseM KeHUuHIcOepwKux
Mocttuoga. Qjnep je npodieM pemmo TAaKO IITO je KOHCTPyHCao IIpuIafn-
HU MynaTurpad 4duju 4BOpoBU OATOBapajy odanaMa peke U BaMa pedyHUM
OCTpBHMa, a rpaHe MOCTOBMMa. [IBa YBOpa MynTurpada crmojeHa cy ca
OHOJIMKO T'paHa KOJIMKO MOCTOBa CIlaja oaroBapajyhe menoBe rpapma. Taj
mynTurpad unycrpoBaH je Takobhe Ha Cnunu 3.4.

1

Cnuka 3.4: Mana rpapma Kenunrcdepra us npse nosoBuHe XVIII Beka (mmpe-
Y3€TO ca MHTEpHEeTAa) U NpunagHu MyaTurpad.

Ha oBaj HauuH nIpodjieM ce CBOOU Ha HUCIUTHUBAHE [a JIU je IpUlagHu
mynturpad nomyojinepoB. Huje Temko yrBpauTu qa oH TO HUje, Te Ia TUME
IIpeJjia3ak MPeKOo MOCTOBA Ha ONMMCAHU HAYUH HUje MoTyh.
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HanomeHa 3.5.1. Op OjnepoBor BpeMeHa a OO JaHac dpoj MocToBa mmpe-
Ko peke Ilperen ce Mewao. Ha npumep, OBa Cy cpylleHa TOKOM [Ipyror
CBETCKOT paTa. MHOro Bullle feTajba, Kao U IIoJaTak [a je y OaHalllkeM
Kanumunrpagy Mmoryhe npehu npeko cBakor Mocra TayHO jemaHIyT, MO-
Xke ce nmpoHahu y [25].

Ojnep je mao u peliene y ONIITEM ciaydajy. ['maBHU pe3yntaT Gopmy-
JIMCaH je Yy HapeJHOj TeOpeMH, OOK IIPodieMy KEeHUHT COepPIIKMX MOCTOBa
OOroBapa mocienuila Koja je maTa y HaCTaBKy.

Teopema 3.5.2 (OjnepoBa Teopema). 3a HellipusujasaH {lose3aH Myallu-
ipag sasicu ga je Ojaepos ako u camo ako cy ce8u 48oposu ol myaliuipaga iiapHol
ciuetieHa.

Joka3. O3HauuMo Mmynturpad u3 dopmymnaiuje TeopeMe ca G U IpPeTHo-
cTaBUMO Hajupe ma G campxku OjnepoBy (3aTBOPeHY) CcTaldy. YKOIUKO ce
KpeheMo Oy TakBe cTase, Tafa Kaja rog HEKOM I'paHOM JoheMo mo HEKOT
YBOpa, MOpaMO KOPUCTUTH HEKY APYTY IPaHy (KOjy joIIl HUCMO KOPUCTUJIIN)
Ia omeMo of Tor uBopa. [lomTo oBakBa CTa3a IIpPOJjia3d CBUM IpaHaMa y3
3aBpLIETaK y I0JIa3HOM YBOPY, 3aK/by4dyjeMo fa Cy CTEIIEHU CBUX YBOPOBa
IapHU.

I[peTnocTaBUMO cafia fja je CTEIeH CBaKOr YBopa MyiaTturpada G napas.
Doka3 heMo u3BecTu MeTOOOM MaTeMaTH4YKe MHAYKIUje II0 Opojy rpaHa.
MunumManuu 6poj rpaHa HeTpUBHUjaHOT MyiTUrpada Kox Kojer je cTelneH
CBaAKOTI YBOpa mapaH je 2. TakaB mynturpad mma 2 uBopa u 2 rpaHe Koje
UX CIIajajy U 3a khera TBpheme 0OUuriegHo BaxkKu.

I[IpeTnocTaBUMO HOa TBpheme BaxKM 3a CBe MyJaTurpadoBe Koju uMajy
Mame of m rpaHa u ma G uMa m rpaHa. Bynyhu ma cy cBU YBOPOBU IIap-
HOT cTelleHa, G He caZpXKu HUjeJaH YBOp CTemeHa 1, ma mpema TtoMme G
HUje cTadno (IITO HUje TEIIKO 3aKJ/bY4YMWTH, a YUTajall Ce MOXKE CETUTU
u 3agatka 2 u3 Opmerpka 3.2). YV ToMm cnydajy, G cagpKu LUKIIYC, PELU-
Mo C. (Y cnyuajy mynTurpadoBa IIUKIIyC MOXKe UMaTHU U 2 YBOPA; TaKaB je
Ha IpuMep IUKIIyC U3 UHAYKTUBHEe Oa3e.) AKO YKJIIOHHMO CBe rpaHe Koje
npunagajy nukinycy C, podbuhemo mynturpad Koju He Mopa dUTH ITI0OBE3aH,
ay KOjUu U Jajbe He CaZpKU YBOPOBE HEMApHOT CTeleHa.

[IpernocTaBUMO Oa HOBOHacTanu MyjITurpad mma k KOMIOHeHaTa II0-
BE3aHOCTHU U O3HauumMo ux ca G;,G,,...,G,. CBaka om KOMIIOHEHATa II0-
Be3aHoCTHU G;, y CKJIaZly ca MHOYKTHUBHOM XUIIOTe30M, campxku OjrnepoBy
CcTasy, peuuMo S;.

IMomrro je mynturpad G moBesaH, cBaka of CTas3a Sy, Sy, . - . , Sy UMa dapeM
jemaH 3ajemHMYKU Y4BOP ca mukiycoM C. Tpaxeny OjnepoBy cTaly modu-
jamo tako mTo Kpehyhu ce gyx muknyca C Kaga gobeMo oo mpBOT 4BOpa,
peluMo u, KOju mpunaga 3aTBOPEHOj CTa3u S; KOjy HUCMO oduiu, ulabe-
MO U3 IIUKIIyca, odubeMo Leny craly s; ¥ BpaTuMo ce y 4Bop u. Kpetame
3aBplraBaMo Kafia moheMo mo uBopa 1ukiayca C on Kojer cMo Kpenyniu. W
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TeopemMma 3.5.3. HeiupusujiaH iose3aH myaitiuipag je iony0jaepos ako u camo
ako cagpacu 0 uau 2 yeopa HellapHol cilielieHa.

Joka3. Pe3ynrat cinenu OIUPEKTHO Ha OCHOBY AedUHUIIM]jE TI0JIY0jIepPOBOT
mynturpada u OjmepoBe TeopeMe. |

Mpumep 3.5.4. [la mu je moryhe noByhu HenpekKugHy (KPUBYOABY) JIH-
HUjy KOja CBaKU CETMEHT JINHUja Ca f0mke CIIUKe IIpecelia TavyHO jefaH-
oyT?

OBo je TUIIMYaH 3afjaTak ca KOjuUM Ce MOXKEMO CyCPECTH V TOMEHY
OjnepoBux mynturpagoBa. AKO CIIOJbAIIIEOCT BEJTUKOT IIPAaBOyTraOHHU-
Ka o3HauMMO ca 1, a Tpu yHyTpalIwke odiactu pegom ca 2, 3 u 4,
MO2KeMO IIPUMETUTHU Aa Kafa rof JIMHUja Ipecella HEKU CErMEHT OHa
penasu U3 jegHe of TUX odnmacTtu y opyry. To Hac HOBOAHU OO MYJI-
turpada ca 4 yBopa KOju OAroBapajy CIoMeHyTUM odmactuma u 10
rpaHa Koje cy ompeheHe cerMeHTHMa JTUHMja KOju pa3aBajajy odma-
CTH:

3

ITomrro oBaj MynTurpad uMa IBa YBOpa HellapHOT CTelleHa, y CKiIa-
oy ca Teopemowm 3.5.3, Moryhe je moByhu TpaxeHy KpuByoaBy JTUHU]Y.
I[TpuMmeTHMO [a OHa MOpa KpeHYTH U3 00/1aCTU KOja Ofrosapa jegHoM
YBOPY HENAPHOT CTEIeHa U 3aBPILINTHU y 00JIaCTU KOja OAroBapa Oopy-
rom TakBoM 4Bopy. Takobhe, Ha ocHOBY OjnepoBe TeopeMe, 3aKJbydy-
jemo pa #Huje moryhe moByhu 3aTBOpeHy MTUHUjY KOja CBAKU CETMEHT
Ipecella TA4YHO jeJaHIyT.

Y cnyuajy OjnepoBux mynturpadosa ca MamuM dpojeM uBopoBa, Oje-
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poOBa CTa3a MOXKe Ce OOPEOUTH jeHOCTAaBHUM DE30HOBamEeM. Y OLIITEM
CIIy4ajy IIOCTOje pa3HU aJIrOpUTMHU Koju ogpehyjy TakBy cTaly, a oBme he-
MO M3JIOXKUTH TakKo3BaHu Ornepujes’’ anropuram.

4 N\
Anroputam 9 (PnepujeB anroputam). Anropuram npuxsaTta OjmepoB
mynrturpad, a Bpaha jegay OjnepoBy cTaly Tor MyaTturpada.

BEGIN

INPUT G // OjnepoB mynturpad;

Vo — IIPOM3BOJbAH YBOD;

s=(vo) // mHHLOUjanu3anuja cTasze;

H=G // nomohuu mynrturpad;

WHILE [EH)| >0
usabpatu rpaHy e =uv € E(H) TakBy pa:
(1) u je mocnenmu 4YBOpP CTa3e S U

(2) e Huje MocTt mynturpada H, ocuM akKo Hema IOpyror u3bdopa.

S:=S+e,v // cTasu JomajeMo IpaHy e U 4YBOp V;

H:=H—e¢e;
RETURN s
END
. J

oka3 kopekTHOCTU ®repujeBor anropuTMa MoxKe ce npoHahu y [6].
Crnepnu jegHa meMOHCTpalyja.

Mpumep 3.5.5. Ha cnumu je unyctpoBaH jemaH OjmepoB mynturpad
(cBM YBOPOBU Cy ITApHOT CTEIeHa).

I[TpumenoMm dnepujeBor anropurMa (merabe heMo TPECKOYUTH)
ompehyjemo OjnmepoBy craly. JemHo pemieme je craza (1, 2, 3, 4, 5,
1,4, 2,5,1). (V cknagy ca HamomesnoMm 3.1.7, KOpHUCTHUINU CMO HOTa-
1IHjy Koja He yKIby4dyje HaBOheme rpaHa cTase.) [IpuMeTuMO Oa CMO ¥
BUIIle HaBpaTa dupanu rpaHy Koja je MocT y momohHOM MynTturpady,
jep Huje dbuo mpyrauujer usdopa.

30@nepu (Fleury) - dppaHiycKu MaTeMaTudap u3 XIX Beka.
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5 4

EBo jouI jegHOr mpuMepa.

MpumMmep 3.5.6. YkinamawmeM jedHe Of rpaHa Koje chajajy 4Bopose 1
u 5 mynturpada u3 [Ipumepa 3.5.5, fodujamo rpad Koju cagpku Tayd-
HO IBa YBOpa HEIlapHOT CTeleHa. Y TOM ciiy4ajy, Moryhe je mpumeHu-
T Mogudukanujy ®mepujeBor anroputMa KojoM ce ompebyje (oTBo-
peHa) cTasa Koja CBaKOM I'PaHOM IIPOJIa3U TA4YHO jeJaHIyT U YUjU CYy
Kpajiu YBOPOBU yIIpaBo Ta OBa. JemHa TakBa cTa3sa je (1, 2, 3,4, 5, 1,
4, 2, 5).

Y cny4ajy ma mynturpad HUje HU IIOIyO0jIepoB, HAjIIpe ce 3aBUCHO Of
cunenuduKkanyje npodiemMa pasMaTpa MOTYhHOCT OomaBaikha HOBUX I'paHa
Kako du HOBOHacTanu MynTurpad moduo TpaxkeHo cBojcTBO. IlocToje u
monudukairje OrnepujeBor anropuTMa Koje mOIyIITajy BUIIeCTPYKe IIPOo-
JlacKe UCTOM I'PaHOM.

3.5.1 Mpodnem KMHeckor nowitapa

IIpobaem KuHeckol fiowiliapa MOXKeMO omnucaTu Ha crnenehu mHauumH. Ilo-
urtap kpehe u3 momite, 0dua3u yaulie y CBOM pejoHy pa3dHocehu moruib-
Ke u noToM ce Bpaha y momty. Ilomtap Tpeda ma odube cBe ymuiie cBor
pejoHa, a BpeMe he TpOIIUTH HajpallMOHAIHUje YKOIUKO je OyXKHUHa Ipe-
benor nmyra MuHUMAaTHA.

AKO mIpeTnocTaBUMO [a Ce Ha KpajeBuMa CBaKe yIuIle Hajla3e pPacKp-
CHUIIE, OHJIA PEjOHY MOXKEMO NPUAPYKUTH jefaH TEXKWHCKU MynaTurpad
4Wj¥ YBOPOBU OOr0OBapajy pacKpCHUIlaMa, a IpaHe OEeJIOBUMa yIulla U3-
meby packpcuuiia. TexkuHa CBake rpaHe jefHaKa je HapaBHO OYXKWHU OfI-
roBapajyher mena ymuiie. Y cKjiagy ca TMM, MaTeMaTH4kKa GopMyiaiuja
nmpodrnemMa KUHECKOT MOIITapa I'Jlacyh: OOPEOUTH 3aTBOPEHY LIETHY y Te-
XKUHCKOM MynTUrpady (3a Koju MOXKEMO IIPETIIOCTaBUTHU [a je II0Be3aH)
KOja campzKu CBe rpaHe MyJiTurpada 1 MUHUMAJIHE je TeKUHe. JacHO, CBa-
KHMM IIPOJIaCKOM HEKOM I'DAaHOM TeXKUHa I1eTie yBehaBa ce 3a Texxuny te
rpase. IlocToje pa3Hu anIropuTMU 3a pellaBamke OBOT IIpodnema. Ilpume-
THUMO [a je, V Cliy4ajy ma je npuppyxkeHu mynrurpad OjneposB, pelieme
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npobdnema duso Koja OjnepoBa cTraza y mynturpady (kKoja ce, peumumo, Mo-
Xke ompeputu ®OnepurjeBuM anropuTMoMm), dynyhu ma y TakBOj CUTyalluju
MOIITap MOXe MPOohM CBAKOM YJIUIIOM TaYHO jemaHIyT.

Ha3zus oBor mpobnema motuye ofi KWHECKOT MaTeMaTu4apa KyaHa3! ko-
ju ra je mpBu pa3MaTtpao 1962. roguHe.

3apauum

1. Iloxm kojuM ycnoBuMa je koMmiieMeHT OjnepoBor rpada Ojnepon?

2. JIa nu je moryhe noByhu HenpekuaHy (KpUBYyOaBy) TUHUjY KOja CBaKHu
CErMeHT JIMHUja ca CJIMKe Ipecella Ta4yHOo jegaHnyT? Odpa3moxXuTu.

3. IIa mu ce ¢purypa u3 I[Ipumepa 3.5.4 u ¢purypa u3 nNpeTxogHOT 3afaTKa
MOTY HaIpTaTH! ¥U3 jegHOT noTte3a? Odpa3oXKUTH.

4. KommnnemeHT [leTepceHoBor rpada je perynapaH rpad cremneHa 6 ma
je, Ha ocHOBY OjnepoBe Teopeme, Taj rpad Ojnepos. [Ipumenom ®nepuje-
BOT anroputMa ogpenutu OjmepoBy cTa3y Tor rpada.

5. NmnnemenTtupatu ®nepujes aaropurtaM y HEKOM IIPOTPaMCKOM je3u-
Ky.

3.6 XamuntoHoBu rpacoBm

3a rpad kaxemo fa je XamuaiioHoe*? yKOIUKO CafipKU LIUKITYC KOjU IIPO-
Jla3u CBaKMM 4YBOpoM Tor rpada. TakaB HUKIIyC Ha3uBaMO XaMu/ailiOHO8
yukayc. CnuaHO, 3a rpad KaxkeMo pa je 01yxamuiiioHo8 YKOJIUKO camp-
XU IIyT KOjU IPOJIa3u CBAKUM YBOPOM TOT rpada, a TakaB IIyT Ha3UBaAMO
XamuanitioHos tiyiu. CBaku XaMUJITOHOB rpa( MCTOBPEMEHO je U MOJIyXaMuJI-
TOHOB.

31Men-Ky Kyan (1934) - KHHECKM MaTeMaTH4ap.
32Bunmjem Poyen Xamuntos (William Rowan Hamilton, 1805-1865) - upcku MaTeMaTU4ap
u husnyap.
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Mpumep 3.6.1. I'pad ca cnuke je XaMUITOHOB (MIYCTPOBAH je TakKO
Ia HUje TelIKO YOUUTHU I0CTOojarke XaMUJITOHOBOT UKIyca). Yutanan
MOXKe IOKYIIIaTy Ja goKaxe fa [TetepceHoB rpad HUje XaMUIITOHOB,
anu foa jecTe MOJIyXaMUIITOHOB.

IMocToju ounrnenHa aHanoruja usMehy nedpunuImje XaMuITOHOBOT I'pa-
da u gedpununuje OjmeposBor (mynTu)rpada. ITutame ma nu je HeKu rpad
OjnepoB y notnyHcTH pa3pelraBa OjmepoBa TeopeMa. Y ciay4ajy XaMui-
TOHOBUX rpadoBa He IIOCTOjU CIUYHO ,aK0 M caMO ako” TBphewme. Y Ha-
cTaBKy heMo mokasaTu HEKOJIMKO TBphemwa Koja gajy mOBOJbHE YCJIOBE 3a
XaMHIITOHOBOCT rpada.

TeopemMma 3.6.2. Ykoauko ipap G cagpacu gea HecycegHa Yeopa, U u v, akea ga
HUX08U CllelieHU 3ag080./basdjy HejegHakocll

d,+d, >n,
oHga sadicu ga je ipagp G XamuailioHo8 ako u camo ako je ipap G+uv XamuaitioHos.

Joka3. Hajupe, ako je rpad G XamunToHoB, oHaa je u G + uv Takohe Xa-
MMJITOHOB HE3aBHCHO Of IPETIIOCTaBKEe TEOPEME.

[IpetrniocTaBuMO ma je G + uv XaMunToHoB rpad, a ma G TO HHUje.
Y ToMm cnydajy, cBaku XaMUJITOHOB IIUKJIyC IIPBOT rpada Mopa Ipojia3u-
TH TpaHoM uv. [pyrum pedmma, G cagpxku XaMUJITOHOB IIYT KOjU CIaja
yBopoBe u u V. Heka je Taj nyT ogpeheH HM30M YBOpPOBa

u=vy,Vy,...,Vp =V.

[TpuMmeTMO ma akKo je 4BOp V; CyCeOHU YBOPY V, OHOA 4YBOp Vi, HUje Cy-
CeIHU 4YBOPY U. Y CYIIPOTHOM, IIOCTOjao du XaMUITOHOB IUKIyC ompehen
HHU30M YBOpPOBa

U,va,...,vi,V,Vn_1,...,Viy1.

I[lakme, yKOTUKO YBOP V mMMa d, Cyceqna, KUCTO TOJTUKO YBOPOBA HE MOTY OUTH
Ccycedu 4BOpA U, TO jeCT BaXKU HEjeTHAKOCT
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dugn_l_dva

IITO MIPOTUBYPEYMU IIPETIIOCTABIU TE€OPEME. |

IIpeTXOmHYy TeopeMy UCKOPHUCTHheMO 3a MOoKa3 HapemHe, XBaTajioBe33
TeopeMe.

Teopema 3.6.3 (XBaTanoBa TeopeMma). [Ipelliiociiagumo ¢ga Ccy uB0OpOBU
Vi,Va,...,V,, N > 3, ipagpa G ypeheHu lipema clueileHuma, io jecii ga eascu
dv1 < de <...<d,,. Ako 8adxcu umiaukayuja

n

d‘,k§k<2

:>dvn7 >n—-k

k

oHga je G XamuaiuoHos ipad.

Jokas. TIpernoctaBumo ga rpad G Huje XaMUJITOHOB, alu Ja je MaKCcuMaJl-
HU y TOM CMHUCIY, TO jeCT ga JodaBameM DUIIO KOje rpaHe IIocTaje XaMu-
ToHOB. Heka je (v, V;) ypebeHnu nap HecycegHUX 4BOpoOBa (3a KOju pelrMo
Baxwu k < I) 3a Koje je BpeZHOCT k + | MakcuMasHa.

[TomTo je oBa BpegHOCT MaKCHUMaJllHa, 3aKJ/by4yjeMO Ja je 94BOP Vi Cy-

CemHUu CBUM YBOPOBUMA V.1, Vi 2, ..., V,, OOHOCHO Ha BaXu
d, >n—1 (3.2)
CHuM4HO, YBOD V, jeé CyCemHU YBOPOBUMA Vi1, Vii2, .-« Vie1,Visls - - -, Vn, OTHO-

CHO BaXH U

dy>n—k—1. (3.3)

Ha ocHOBy npeTxogHe TeopeMe, UMaMoO U HejeJIHaKOCT

dy, +dy, <n—1, (3.4)

KoOja, 3ajemHo ca HejemHakourhy (3.3), maje

dvkgnflfdvlg(nfl)f(nfkfl):k.

O3HA4YUMO CTEIlEeH 4YBOpa Vi ca t, TO jecT dvk = t. IlpeTxonHa HejeOHa-
KOCT fmaje t < k, ma crora Baxu u d,, < t. W3 HejemHakoctu (3.4) cie-
mut = d, < 7. Kopucrehu mpernoctaBky TeopeMme U IIOHOBO HejenHa-
KocT (3.4), nodbujamo cnepgehu HU3 UMONIUKaNNja:

d zn—t:n—dvkzdvl+1>dv1:>n—dvk:n—t>l:>dvk<n—l.

Vn—t

MebyTuwMm, nocnenma HejeJHAKOCT IIPOTUBYpeUHr HejegHakocTH (3.2). W

33Bamnas XBaTan (VAaclav Chvéatal, 1946) - yelnku MaTeMaTH4dap.
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IupakoBa3* Teopema, Koja je jegHOCTaBHa 3a IMPUMEHY, MUPEKTHa je
TIOCJIeAUIA TPETXONHE.

TeopemMma 3.6.4 (AupakoBa TeopemMa). I'pap koju uma bapem 3 ueopa u vuju
MUHUMA/IHU clUlelleH Y80pda 3agososbasd HejegHaKocll

n
6> =

-2
Jje XamusauioHos.

Joka3. Umnnukaiuja u3 XBaTajloBe TeOpeMe BaXHU YKOJIMKO BaXu Hejen-
HAKOCT U3 OBE TEOpPEME. |

PasMoTpumMo capa jemaH npodieM U3 DOMeHa II0JIyXaMUJITOHOBUX I'pa-
doza.

Mpumep 3.6.5 (npodbnem kKowu4kor ckoka). Heka je maTa mpaBoyrao-
Ha Tadma popmaTta m x n (koja ce 3a m = 8, n = 8 cBOOM Ha IIAXOBCKY
tabny). Oduhu cBa mosba Tabne ckakaueM (11axoBcKa ¢urypa) Tako
Ia CKaKa4 CTaHe Ha CBaKoO II0Jbe TAYHO jeJaHIyT.

Pemanuja ca momyxaMUITOHOBUM rpadoBHMa jaCHO je yO4dJbHBaA.
CBakoj Tabmu MOKeMO NIPUAPYKUTHU I'pad Yuju YBOPOBU OATOBapajy
mosbuMa Tabie, IpU YeMy Cy YBOPOBU CYCEIHM aKO M CaMO aKO CKa-
Kay y jemHOM 1moTe3y MoxKe npehu ca jegHor on omrorapajyhux mosba
Ha Opyro.

Ha oBaj HauWH nHUTame IIOCTOjama pellerma npodiemMa CBOOU ce
Ha UCIUTHBAKE [a U je IpUAPYXKEeHU rpad IoIyXaMHITOHOB WU
HUje. AKO (peuuMo, Ha OCHOBY HEKe TeopeMe) 3aKJ/by4ruMoO [a je rpad
IIOJTyXaMUJITOHOB, OHMA y OMIIITEM ciy4ajy ogpebuBame nocrtojeher
XaMUITOHOBOT IIyTa HUje jeJHOCTaBaH 3agaTak.

3aHMMIBUBO je HAlIOMEHYTH [a je II03HATO Ja pellene IIOCTOoju 3a
cBe Tabne gpopmaTa m x n, 3a m,n > 3, ca usy3enuMma tadiau ¢popmara
3x3,3x5,3x6u4x4.

Jenman on HauwmHa fa ce mohe mo pellera MPodieMa KOBUYKOT CKO-
Ka y ciy4ajy IaxoBcke Tabne (makie, dopmara 8 x 8) je ma ce Ta-
bna nopmenu Ha Mame Tabie ¥ ga ce IpodieM pemInd 3a CBaKy Of HbUX.
KoHauHO peleme ce IOoTOM HodHja TaKo LITO ce Hajupe odube mpsa
noxTadra, ma ce jemHUM IIOTe30M pehe Ha cycegHy, U TaKO PEOOM.
Ha npumep, pemnierna 3a Tabne dopmaTa 3 x4 u 4 x 5 unycTpoBaHa cy
Ha cnepnehoj ciunm.

34T'abop Eugpe Mupak (Gabor Endre Dirac, 1925-1984) - Mabapcku MaTeMaTHyap.
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914 (13|18
101 5| 8 141198 | 3
T2 |11 5 |10 (1712
41916 20015 2| 7
11123 1116|1116

Kopucrehu cumerpuje montadnu u 4umeHUIy Oa jeOHO pellere
00e3behyje jour jemHOo Koje ce moduja Kpehyhu ce ymatpar (op Imo-
clepnmer Ka IPBOM I10JbY), KOMOMHOBAILEM IBE Make Tadjie Ho1a3uMo
IO jeOHOTr pellera IIpodieMa KOBUYKOI CKOKa Ha IITaXOBCKOj Tadiu
(o3HaYMIM CMO CaMO peJieBaHTHA I10Jka).

13| 32 23 | 64

3.6.1 Mpobdbnem Tprosaukor nyTHUKa

ITpobaem tupiosaukol iyliHUKa UMa IIyHO BapHjalija of KOjuxX ce HEKe MOo-
ry npoHahu y [8, 18]. OBge heMo ce 3ampkaTy Ha U3BOPHOj hopMyIaIHjul.
Hexka je maT ckymn rpagoBa of KOjUX Cy HEKU II0Be3aHu nyTeM ogpeheHe ny-
XKUHe (Ha IpuUMep, u3paxkeHe y KUJIOMeTpUMa). TproBayku IyTHUK Tpeda
Ia 0dbube cBaku rpaj TauHO jeJaHIyT U BPaTHU Ce ¥ OHAj U3 KOjer je KpeHyo,
a Ja ToM npunukoM npehe Hajkpahu myT.

Y 0BOM KOHTEKCTY MOXKEMO Pa3MOTPUTH TEKUHCKHU rpad 4uju 4YBOPO-
BU PENpe3eHTyjy I'paZloBe, TpaHe IIyTeBe u3Mehy mHUX, a TeXKUWHE IrpaHa
OyXKUHe nyTeBa. HeonmxomaH yCJIOB fa TPrOBa4YKU IIYTHUK YOIIIITE MOXKE
U3BPIIUTH 3afjaTak je ma je npuapyxKeHu rpad XaMuJITOHOB. Y TOM ClIyda-
jy, IpobdieM TproBavkor MyTHUKA CBOOHU Ce Ha ogpehruBame XaMUITOHOBOT
LUKJIyCca MUHUMAHE TEeXKUHE Y TEXKUHCKOM rpady.
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PeriuMmo, ako Cy CBaka OBa Irpafa IoBe3aHa IIyTeM U UMa Ux dapem Tpu,
XaMHUITOHOB LIMKJIyC CBaKaKO IIOCTOjU, Te Tpeda ompemuTH OHaj 4dHja je
TeXWHa MUHUMaJHa. TakaB IUKJIyC Ha3uBaMO ouliuMaiHu yukayc. IIpo-
dmem ogpehuBama TakBor HUKIyca je NP-TeXkak, a y IUTepaTypu IOCTOju
BEJIMKY OpOj alropuraMa 3a BeroBo pemasame. (3a NP-Telike mpodieMe
Bepyje ce ma He noCTOje edbUKaCHU aIrOPUTMU 3a IUXOBO PeIllaBame, TO
JecT ma ce, y HajHENIOBOJbHUJEM CIIy4dajy, HE MOTY PELIUTH aJilfOpPUTMUMa
CIIOZKEHOCTH KOja je moMmHoOMUjaTHa QYHKIIFja ol BeIudruHe yIasa.)

Jemau Metop 3a ompebuBame onTUMaNIHOT IIUKJIIyCa IoApa3dyMeBa ogpe-
buBame cBux IIUKIIyCca ¥ IIOTOM U3OBajake OHOT KOjU je MUHUMAJIHE TEeXKU-
He. JacHO je ma je oBakaB MpUCTYII BeoMa HeepuKkacaH. Ca gpyre cTpaHe,
CTpaTerHja ga yBek Tpeda nhu mo Hajonuxker (y CMUCIIy MUHUMAJIHE TeXKHU-
He IrpaHe) CyCEeOHOT YBOPA, Y OIIITEM CJIy4ajy, He JOBOOU A0 ONTHUMAaJIHOT
peliema, IITO je MIIyCTpoBaHo ciuenehum mpumepom.

MpumMmep 3.6.6. XaMUITOHOB LIMKIIYC KOjU IOJIa3u of YBopa 1 TexuH-
ckor rpada ca cimke ¢popMHUpaH OIMCaHOM CcTpaTerujoM ompebeHn je
HHU30M 4uBOpoBa 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 4. Taj UuKIyC HUje ONTUMAaJIHU
MIOIIITO je HheroBa TexuHa Beha om TexkumHe XaMHUIITOHOBOT IMKIIyCa
ompehenor Hu3oMm uBopoBa 1, 4, 2, 3,5, 6, 7, 8.

4
2
L ®3
6 1
®5
1
L @6

®
8 7

IMopern anropuTtaMa KQjHu majy OITHMAJIHO pemene npodiemMa Tpropad-
KOT IIYTHHUKA, IIOCTOje U TAKO3BaHU XEYPUCTUUKU aITOPUTMU (UIU XEYPH-
CTHUKe). 3ajemHMYKA CBOjCTBA CBUX XEYPUCTUKA CY [a je ’UxoBa IIpuMeHa
jemHOCcTaBHa (y CMHCIy Ja Ce MOT'Y jeJHOCTaBHO UMIIJIEMEHTUPATH U Ia HE
3axTeBajy CJIoXKeHa M3padyHaBamkba Koja Ce, 3axBajbyjyhu ToMe, MOTY IIO-
HaBJbATU BEJIUKY OPOj ITyTa), ajivi fa Y OIUITEM CIIy4ajy He Oajy OIITUMAaJIHO,
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Beh pellieme Koje je y HeKOM CMUCJIIy pedl OIMCKO ONTUManHoM. Periema
Koja ce modujajy MpuMeHOM XeypUCTHKa Ha3UuBajy ce 10goiiuumMansHum.

Onucahemo Tako3BaHy 3-xeypucitiuky. OBa XeypuUCTHKA MpUMERYyje ce
Ha KOMILJIETHE TeXXWHCKe rpadoBe, OOHOCHO, Y CKJIafy Cca paHUjoOM Tep-
MUHOJIOTHjOM, IIpUMemYyje ce y CUTyallijaMa y KOjuMa Cy CBakKa ABa Ipaga
noBe3aHa nyreM. Heka je s; jeqan XaMUJITOHOB UKIIyC KOMIIJIETHOT Te-
KUHCKOT rpada. YknamameM 3 HecycegHe TpaHe LIUKIIyca S; modujamo
noarpad TOT IUKIIyCca KOju ce cacTtoju o 3 myTa. CnajameM KpajeBa THUX
ImyTeBa Ha oAroBapajyhe HaumHe modujamMo HOBe XaMUJITOHOBE ITUKITyCE.
IIa du oBO duno jacHUWje, HaBeOUMO jeJaH IIPUMED.

Mpumep 3.6.7. PasmoTprumMo XaMunToHOB UKIyC Cg (CagpzkKaH y KOM-
nnetHoM rpady Kg) Koju je Ha cnuitu ogpeheH pemomM YBOopoBHUMaA Of
1 mo 8.

YknamameM rpada 23, 45 u 67 qukinyca godujamMo 3 mmyTa: jemaH
cappxku yBopoBe 7, 8, 1 u 2, npyru yBopoBe 3 u 4, a Tpehu uBopoBe 5
u 6. CrnajameM uBOopoBa 2 u 4, 3 u 6, u 5 u 7 modrjamMo HOBU TUKITYC.
(Cajame cMO MOTJIM U3BPIINTH jep je pa3dMaTpaHu rpad KOMIIJIeTaH.)

HacrtaB/paMo TaMO I'me cMO cTanu. Huje TemKko yTBPAUTHU Ja Pa3Iudu-
TUM CllajalkbrMa KpajeBa myTeBa fnodujamo 8 mukiyca (jemaH of BHUX je Sp).
Capa je jacHo mita marbe Tpeda pagutu. Opn modujeHHX IMUKIIyca dupamo
OHAj KOju je MUHHMaJIHe TeXUHe (Taj JUKIYC He Mopa OUTU jeIUHCTBEH
U MOXKe Ce OOTOOWTHU Ja TO IIOHOBO dyme s;), 03Ha4YaBaMoO ra ca S, 4 Ha
Bera IpuMemyjeMo IIPeTX0mHy Ipouenypy. Ha oBaj HaumH godujamMmo HU3
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3. TEOPUJA TPA®OBA 173

XaMUITOHOBUX ITUKIIyCa S1,S;,..., TAKaB [a je TeXKWHa CBAKOI HapemgHOT
Mama UJIM jegHaKa Of TeXXWHe IIpeTxonHor. IIpoilegypa ce 3aBplliaBa Ka-
Ia Ce UCIIyHU HEKU Of YHAIlpeyq 3aJaTuX KpUuTepujyma (Koju ce yriiaBHOM
OOHOCe Ha OpOj uTepalyja UaKu TeXUHy UKIIyCca).

Hamnocnetky, u3bop 3 rpaHe Koje ce yKilamajy MOXKe Ce BPILINTU Ha pa-
3He HauuHe. Penmmo, ToO MoXKe dutu ciydajaH nu3d0p mau TO MOry dutu
rpaHe Behe TexkuHe (y ogHOCY Ha ocTasne). Y ciydajy ma u3dbop rpaHa He
IOBOOU OO IPOMeEHe IIUKIyca, Tpeda IMOKyIIaT ca ApyradujuM u3dopom.

3apaum

1. [JokasaTu ga je rpad Koju ce moduja ykiIamameM OUJIO KOjer YBOpa
ITeTepcenoBor rpada XaMunToHoB. [loKa3aTu Ha je KoMmjeMeHT [letep-
ceHoBor rpada XaMUITOHOB U OOPEOUTH jemaH XaMUJITOHOB ITUKITYC TOT
rpada.

2. Tlopg KojuM npeTocTaBKaMa je (3aTBopeHa) OjimepoBa cTa3a HEKOT I'pa-
¢a ucroBpeMeno 1 XaMUITOHOB IIMKIIyC TOT rpada.

3. oka3aTtu ga KomieTaH rpad K, n > 3, cagpxu
(n—1)!

2
XaMUITOHOBUX LIUKIIyCA.

4. [TokasaTu fa KoMIjeTaH dunaprturtural rpad K, ,, n > 2, caapxku

(n—1)In!
2
XaMunTOHOBUX IIUKIyCa.

5. Ako cy uBopoBu rpada ypeheHnu kao y XBaTaa0B0j TEOPEMHU, TOKA3aTH
Ja CBaKa Of IIPeTIOCTaBKHU

n
d, >k+1, 3a k<§,

dvk gk,dvl §I:>d,,k+dvl >n, 3a k#1,

UMIUTULIVIPa IIPETIIOCTaBKy XBaTajlloBe TeopeMe, TO jecT odezdebyje xa-
MMIITOHOBOCT pa3MaTpaHor rpada.

6. [la 11 mocToju peuewme nMpodiemMa KOBUYKOT CKOKa y KOjeM CKakad
1ojia3u U3 IIojka KOje ce Hajla3u y jemHoM yriiy Tadbie ¢dopMmara n x n, a
3aBpIllaBa y O¥jaroHajiHO CYIPOTHOM HoJby? Odpa3yioKUTH.

7. UMmiieMeHTHPATH 3-X€yPUCTUKY YV HEKOM IIPOTPaMCKOM je3HUKY.
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3.7 MnaHapHu rpacoBm

3a rpad KaxeMo fa je 1aHapHU YKOJIUKO Ce MOKe IIPeCTaBUTH Y PaB-
HU TaKO IOa ce meroBe rpaHe MehycodHo He mpecenajy. OBa medbuHuUIMja
HHUje 3aCHOBaHa Ha CKyIIOBHOj peduHuIuju rpada, Beh Ha leroBoj rpadud-
KOj penpe3eHTanuju. HapaBHO, cMaTpaMo fa Ce rpaHe KOoje Ce HOOUpyjy
caMo y 3ajeJHUYKOM YBOPY HE IIpecenajy.

Mpumep 3.7.1. Oda rpada ca cnuke Ccy niaHapHu, dOyayhu ma ce mory
MIPEeNCTaBUTH TAaKO [a UM Ce I'paHe He IIpecernajy.

CBaku IoBe3aH IIlaHapHU rpad Koju je IpefcTaB/beH TaKO ga MYy ce
rpaHe He IIpecellajy meiau paBaH Ha HEKU Opoj 0dmacTu, on KOjUx je Ta4HO
jenHa dbeckoHauHa. JemaH TakaB rpad U onrosapajyha nomeia UiIyCTpOBa-
HU cy Ha Cnunu 3.5.

Cnuka 3.5: IInanapau rpad u ogroapajyha nmogena paBHHU.

Y cnemehoj TeopeMu gokazaheMo ma je 6poj odnacTu jemguHCTBEHO OOpe-
ben ocHoBHUM MHBapujaHTaMa rpada.

Teopema 3.7.2 (OjnepoBa TeopeMa 3a naaHapHe rpacdoBe). 3a csaku iio-
8e3aH tinaHapHu Ipagp G Koju je lipegciias/eeH y pasHu WaAko ga my ce ipaHe He
iipeceuajy 8asxicu jegHaxkociu

n—-m+f=2,
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3. TEOPUJA TPA®OBA 175

iipu uemy je n 6poj yeoposa, m 6poj ipaHa, a f bpoj obaaciiu Ha Koje ipagp geau
pasaH.

Joka3. Mapyknujom mmo dpojy rpaHa. IlomuTo je G moBe3aH, MUHUMAaJTHU
Opoj rpaHa Koje cappxkwu jegHak je n — 1 u Taga je G crabno. Y cny4gajy
cTtadbna oumrnenHo Baxu f = 1, omakine cienu TBpheme. [IpeTmocTaBUMO
Ia TBpheme BaxKU 3a CBe IIoBe3aHe rpadoBe ca Mamke Of m rpaHa U goKa-
KUMO [a Baxu 3a rpad G Koju uMa m > n rpaHa. Ilomro Ham rpad uMma
HajMame n rpaHa, OH cafgpKu HajMame jemaH nukiayc. Heka je e rpana Tor
nuknyca. I'pad G — e je moBe3aH (jep e mpumaga LUKIIYCy) U OeIu paBaH
Ha jegHy obnacT Mame of rpada G (jep e orpaHmyaBa TauyHO OBE 0Oja-
ctu). [IpeMa MHOYKTUBHOj XUIIOTE3U (IpUMEHEHO0j Ha rpad G — e) Baxu
n—(m-1)+(f—1) =2, omakie cjlequ TpaxKeHa jeIHaKOCT. |

EBo jom jegHe ogpenHULE.

Teopema 3.7.3. Heka je G iiose3aH ipag y Kojem Hajkpahu Yuxayc uma g ipaHd.
AKo eadicu HejegHakocil

oHga G Huje TiaaHapHu ipad.

Jokas. IlpetniocTaBuUMO [a je G nna"HapHU rpad (IpencraBbeH Tako ga My
Cce rpaHe He IIpeceliajy) ¥ JOKaXXKUMO fa Tafa faTa HejeJHaKOCT He BaXKu.

Hexka je c¢(F) dpoj rpaHa Koje orpaHuudasajy odnact F. Bynyhu ga cBaka
rpaHa orpaHudYaBa [Be obnacTu, Baxu y .c(F) = 2m (cymMupame BpIIMMO
110 CBMM OdacTuMa Kojux je yKynHo f). Ca gpyre cTpaHe, cBaka 0diacT je
OorpaHUYeHa Ca HajMame g TpaHa, Ia BaXu 2m > (f.

Kopucrehu npeTxonHy TeopeMy, modujaMo

2m m(g — 2)

2=n-m+f<n-m+—=n—- ———~,
g g

OJakJie CJIequ HejeqHaKOCT

4YrMe je JoKa3 3aBpIIEH. [

[IpeTxomHa TeopeMa MMa TEOPHjCKY 3HA4aj, jep Jaje jeOHO CTPYKTYPHO
CBOjCTBO IZTaHapHUX rpadoBa. Yckopo heMo ce ymo3HaTH ca jegHOCTaB-
HUM TECTOM KOjUM ce yTBpbhyje ma nu je HeKu rpad NnjaaHapHU UM HUje.
3a To HaM je moTpedHa HapenHa HedUHUINjA.

Ioiuiiogena ipaga G nodurja ce 3aMeHOM CBakKe rpaHe TOT rpacda HETPHU-
BHUjaIHUM IIyTEM IIPOHU3BOJbHE AyZKUHE (KOju CIlaja YBOPOBE KOjU Cy dunmu
UHIMOEHTHY ca rpaHoM). HedbopmanHo, nmoTnomena rpada moduja ce ysa-
CTOIIHMM [OOaBameM IIPOU3BOJBPHOI Opoja YBOpPOBa CBAaKOj IPaHU.
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176 3.7. NMNAHAPHU T'PA®OBU

Mpumep 3.7.4. OBo je jemHa nmotnopena rpada ca Cnuke 3.5.

Crenu HajaB/JbEHU TECT.

TeopemMma 3.7.5. ['pag je GinaHapHu ako u camo ako He cagpaicu ilogipag Koju je
uzomoppaH Hekoj toitiiogeau ipaga Ks uau ipaga K 3.

Jemra nMnIMKanyja ce jeDHOCTABHO HoKa3yje. HauMe, HUje TEUIKO yBe-
DUTHU Ce Ia H¥jemaH of rpadoBa Ks u K; 3 HUje IaHapHHY, I1a 0TyAa rpadoBu
KOju ce modujajy BUXOBUM IIOTIIOAEIaMa TaKohe HHUCYy myaHapHU. [[oKa3
Ipyre UMIJIHKaIFje Moxe ce mpoHahu y [5, 34].

3apauum

1. [JokasaTu Ja peryiaapaH rpad ca 7 4BopoBa CTelleHa 4 HUje IJIaHapHU.

2. Ioka3zatu cnenehe yonmremne OjnepoBe TeopeMe 3a IJlaHapHe rpado-
Be: 3a IJjaHapHU rpad kKoju He Mopa OUTH IIOBE3aH, ajld je MIPeacTaB/beH
TaKO Ja My Ce rpaHe He Ipecellajy BaXHu jeJHaKOCT

n—-m-f=1+p,

npu 4eMy je p dpoj KoOMIIOHeHaTa IOBE3aHOCTH, a OCcTaljie O3HakKe UMajy
HUCTO 3Ha4UeH’e Kao Yy HaBeeHOj TEOPEMHU.

3. Kopucrehu Teopemy 3.7.3, moka3aTu fa IjiaHapHU rpad Koju mma Haj-
Mame 3 4BOpa MMa HajBuie 3(n — 2) rpaHa.

4. Kopucrtehu npeTxogHu 3afiaTak, [oKa3aTH [a IlaHapHU rpad cagpxku
YBOpP 4YUjH je CTEeIleH HajBuuie 5.

5. Ioka3zatu pa cy rpadoBu K; — e u K3 3 — e, [IpU 4eMy je e IIPOU3BOJbHA
rpaHa, IJIaHapHU.
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3.8 CnapuBama y rpadoBuMa

Ciiapuseatrbe y Tpady je MOACKYII CKyIla I'PaHa TaKaB [la HUKOje IBe TpaHe
TOT IIOACKYyIla HUCY cycenHe y rpady.

Mpumep 3.8.1. Ha cnunu cy miaycTpoBaHa [Ba CllapuBamba y HaTOM
rpady. (I'paHe jemHOT cllaprBakha UIyCTPOBAHE CYy IPBEHOM, a APYTOT
nyaBoM HojoMm.)

Maxkcumanro ciiapusare y rpady je ciapuBambe KojeM ce He MOXKe ToOaTu
rpaHa Tako ia OHO OCTaHe cllapuBame. Hajeehe ciiapusare y Tpady je OHO
Koje campzxu HajBehu dpoj rpana. Hu MmakcuManHo HU HajBehe ciapuBame
He Mopa fa dynme jemuHcTBeHO. lIpBeHO criapuBame u3 [Ipumepa 3.8.1 je
MaKcuMaJiHO U HajBehe 1m1TO Ce jemHOCcTaBHO IIpoBepaBa. I1naBo crapusa-
e HUje MaKCUMaJHoO, Ia TuMe Huje HU HajBehe. Kama ducmo my momanu
rpaHy MHIUOEHTHY Ca YBOPOM CTelleHa 4, IIJIaBO ClapuBaie dU IIOCTasio
MaKCHMaJIHO, ajli U fajke He dou dumno Hajsehe. CBako HajBehe cnapuBame
HCTOBPEMEHO je U MaKCHMAaJIHO.

CaspweHo ciiapusare y rpady je criapuBame TakKBO [a je CBaKy YBOP TOT
rpada MHNUOEHTAH ca jeJHOM IpaHOM cliapuBaka. ['pad He Mopa ma ca-
IPKM CaBpIIEHO CIlapuBake, a jemaH Takas rpad mat je y I[Ipumepy 3.8.1.
[[TTaBuIle, ako rpad ¥Ma HemapaH dpoj YBOpOBa, OHOA OH HE MOXKE MMa-
TH CaBpIIEHO cliapuBambe. CBaKO CaBPIIEHO ClIapUBamke je HCTOBPEMEHO U
HajBehe crapuBame, a IIOJ MPETIIOCTABKOM [ia CaBPIIEHO CIIapuBaib€ I10-
CTOjH, BaKu U 00paTHO.

MpumMmep 3.8.2. [yt mapHe OyKWHE HapaBHO HEMa CaBpIIEHO Clapu-
Bame, IOK IIyT HellapHe OyXKUHE UMa jeIUHCTBEHO CaBPIIEHO CIIapu-
Bame, IITO HUje TEUIKO YTBPAUTH.

Cnu4HO, HUKIIyC IapHe OyKWHEe Ma Ta4HO OBa CaBpllIeHa CIlapu-
Bama. YKOJIUKO ca M 03Ha4YMMO jeIHO O BUX, Taja je opyro oopeheHo
pe3nuKoM cKymnosa E\M.

Ha cnumu cy unycrpoBaHa OBa rpada 3a Koje HHje TEIIKO 3aKJby-
YWTH Ja cagpzKe caBpllieHa CllapuBama.
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IOpyru rpad ca CIUKe je KOMIIJIETaH OUIIapTUTaH M Hera of pa-
HUje o3Ha4daBaMo ca K, ,. OBaj rpad uma 4! caBpIieHUX CIlapUBamba.
3auncra, noctoje 4 MoryhHOCTU 3a rpaHy CaBpIIEHOT CllapuBamba Koja
je MHIIUAeHTHA ca jemHUM GUKCUpaHUM YBopoM. HakoH Tora, IIOCTO-
je 3 MoryhHOCTHU 3a rpaHy MHIMAEHTHY Ca HEKUM OPYTUM YBOPOM U3
HUCTOT CKyIla IapTUIlKje YBOPOBa, IOTOM 2 MOTYhHOCTU 3a HapeZHU
yBop u 1 MoryhHoOCT 3a mpeocTanu 4BOp, IITO maje 4-3-2-1 = 4!
MOTryhHOCTH, ODHOCHO CaBPIIEHUX CIIapHBamba.

HapaBHo, BaXKHY U OIIIITHU 3aKJby4dK y CKJIady Ca KOjI/IM KOMIIJIEeTaH
dunaprutaH rpad K,, uMa n! caBpllleHUX CllapKBamba, a Ha CIWYaH
Ha4YWH MOXKE Ce JoKal3aTH Ja koMmieTaH rpad K,, uma

(2n)!
nl2n

CaBpIIIeHKUX CIapHUBaha.

Y HacTtaBky heMo pa3MOTPUTHU IUTalE IIOCTOjalkha HajBeher cnapuBama
y rpady. Kao mto hemo BupeTu, To IUTalke je Y HOTIYHOCTU Pa3peIieHo
jemHuUM ,,aK0 M caMO ako” TBphemeM. 3a ImodyeTak, HEOIXOOHE Cy HeKe
mebuHUINjE.

Hexka je M npou3BoibHO cliapuBaike y rpady G. 3a uBop u Tor rpada
KOju HUje MHIIUAEHTAaH HU Ca jeOJHOM I'paHOM CIlapuBama M KaxkeMo Ia je
cn0b0gaH y ogHOCY Ha M. 3a myT

P=(vi,e1,vz,€5,...,€_1, V)

y rpady G kaxeMo fa je M-asiiepHupajyhu YKOJIMKO UJIU CBE I'paHe Hellap-
HOT MHIEKCa UJIU CBe TpaHe IapHOT UHAEKCa nyTa P mpunanajy ciapuBamy
M. Ipyrum pedyrMa, rpaHe IIyTa Hau3MeHUYHO IIpUIlafajy ¥ He Ipunanajy
IaToM CIlapuBamy. M-ygehaHu iyl je M-anTepHupajyhu nyT Kop Kojer cy
caMoO Kpajiu YBOPOBU CJIOOOOHU Yy OOHOCY Ha cnapuBame M. TakaB myT
He MOpa [a IOCTOjH.
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MpumMmep 3.8.3. Ha cnunyu je Ha3Ha4YE€HO jeJHO CllapuBame M Koje ca-
opxku 4 rpase. Iyt ogpehen HM30M YBOpOBa of 2 mo 8 je M-anTepHU-
pajyhu, a myT P ompehen Hu3oM uBopoBa on 1 mo 8 je M-yBehanu.

1 9 10

® ® | |
2 3 4 5 6 7 8
Youumo fga cnapuBamke M Huje HajBehe 1 fa je jemHo Behe cnapuBsa-

we ogpebeno ca MAE(P), mpu ueMy /A 03Ha4aBa CUMETPUYHY Pa3JIUKY
IOBa CKyIla.

HamokoH cMO cipeMHU 3a HajaB/beHU Pe3yJITaT 3aCHOBAaH Ha OHOME
IIITO CMO YOUHIIH y IIPHUMeEPY, a Io3HaT Kao bepxkoBa®® Teopema.

TeopemMma 3.8.4 (bep>xoBa TeopeMa). Cilapusare M y ipady G je Hajeehe ako
u camo ako G He cagpaicu M-yeehaHu Uyil.

Joka3. TlpeTnmocTaBUMO fa je cmapuBame M HajBehe U HeKa, HaCympoT
TBphewy, rpad G cagpxu M-yBehanu nyt, penumo P. IIpumetrumo ma
je MAE(P) (upu ueMy o3Hake A u E(P) umajy ucro 3Hademe Kao y [Ipume-
py 3.8.3) Takobe cnapuBame y pa3aMaTrpanoM rpady. lllTaBuie, To cuapu-
Bale CafpzKu jemHy rpaHy Buile (om M), mito 3Hauu ma M Huje HajBehe.

IO pyry mMnnukanujy gokasahemo tako mro heMo moxasaTty KOHTPAIo-
3unujy, To ject nmpernocraBuheMo na cmapuBame M Huje HajBehe U moka-
3akemo ga Taga rpad cagpxku M-yBehanu nyt. Ako M Huje HajBehe ciapu-
Bale, OHMIa IIOCTOjU CIlapuBaimbe M’ Koje je Hajpehe 1 TUMe cafpKU BHUIIIE
rpaHa om M. Pasamorpumo noarpad rpada G 4uju je ckym rpaHa ompehen
yHUjoM cKynnoBa M u M’'. CTelleH CBAKOT YBOopa TaKBoOr nnoarpada uuje sehu
on 2. (Cpaku 4BOp MHIIUAEHTAH je Ca HajBUIle ABE I'PaHe KOje Ipunamajy
pPa3nUYUTUM CllapuBamuMa.) [IpyruM pedmMa, CBe KOMIIOHEHTe II0Be3a-
HOCTHY pa3MaTpaHor noarpada cy nmyTeBu unu nqukinycu. bynyhu ma cBaku
LUKIIYC CafgpzKU jegHaK Opoj rpaHa M3 crapuBama M u M’ (IIUKIIyC Mopa
duTu mapHe OyXKUHE U BHETOBE IpaHe HaU3MEHUYHO IIPUIlafajy jeSHOM IIa
IPyroOM CIlapuBamky) U Ia CliapuBamke M’ camgpxKu BUIIE I'PaHa, 3aK/bydyje-
MO Oa MOpa IIOCTOjaTu KOMIIOHEHTA KoOja je IIyT KOjUu CagpzKU jeIHy IrpaHy
Buille u3 M’ Hero u3s M. Y ToM ciiy4ajy, TpaHe TaKBOT IIyTa Hau3MEeHUYHO
Ipuiagajy cnapuBawmuMa M u M’, ¢ TUM Ja IIpBa U IIOCIEHOma rpaHa ImyTa
npunagajy cnapuBamwy M'. Taj myT je, makne, TpaxkeHu M-yBehanu nyt. B

35Knop XKak Bepx (Claude Jacques Berge, 1926-2002) - ¢bpaHIlycKA MaTeMaTHyap.
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Mpumep 3.8.5. Beh cmo koHCTaTOBanu ma cnapuBame M u3 I[lpume-
pa 3.8.3 Huje HajBehe, a TakaB 3aKkIbyyaj ciaenu U Ha OCHOBY bepzkoBe
TeopeMe, morito rpad cappxku M-yBehanu nmyTt. HajBehe criapuBamme
uctor rpada cagpxu 5 rpaHa U y OOHOCY Ha TaKBO CllapUBakbe He
ocToju yBehanu myT.

INocToju Benuku Opoj IpUMeHa cllapuBaiba y rpadoBUMa. JemHa of HBUxX
MOXKe Ce CyCpecTH Koj TaKO3BaHOT {Iipobsema paciiopega fiocaosa (y HEKO]
JIUTEPATyPH, lipobaem 3ailoubasarba unu iipobsem acuiHauuje). IlpeTnocra-
BHMO [1a je JaT HEKU CKYII IIOCJIOBA U Ca Ipyre CTpaHe CKyI pagHUKa. Tako-
be, maTtu cy u mopau Koju roBOpe 0 TOMe KOje ITOCJIOBE CBAKU Of PagHUKa
yMe ma pagu. OHO IITO Cce TpaXHU je jefdaH paclopen pagHUKa Ha IIOCIOBE
TaKO [a IITO BHUIIIE IIOCJIOBa OyAe MOKPUBEHO U [ia IITO BUIlle pagHUKa dyne
3aI0CJIeHO.

YKOIMKO IPEeTIIOCTaBUMO Ia je 3a odaBjbare CBAKOT Of II0OCJIOBA JOBO-
JhaH jeflaH pagHUK U Ja Cy pagHULIM jefHaKo eUKaCHU y 00aBibamkhy IIOCIIO-
Ba, modujamMo HajjemHOCTaBHUjU 0OMUK mpodieMa. JacHO, oBako ¢hopMy-
JIMCaHU IPOdJIeM MOXKe ce MOOenupaTd dUImapTUTHUM rpadoM Kopm Kojer
YBOPOBH jeJHOT CKyIla IapTHUIHje OAT0Bapajy II0CJI0BMMa, YBOPOBU OPYIOT
CKylla OATroOBapajy pafjHUIMMa U IIPX TOM Cy ABa YBOpa CIOjeHa I'PaHOM
aKO0 U caMO akKo oAroBapajyhu pagHUK yMe Oa pagy oaTH IIocao.

Y oBakBOj curyaumju ompehuBame ONTHMAaNHOI paclopema pPamHUKa
cBomu ce Ha ompebuBame HajBeher cmapuBama y dumapTUTHOM rpady.
3a To mocCToju BHIle anropuramMa, a Meby HajmosHaTuje cnmama Tako3Ba-
HU Mahapcku asiopuiiam. OBOe ra HehemMo HaBOOUTH, a MOXKe ce poHahu
y [5, 15, 31, 34]. Mabapcku anroputam 3acHOBaH je Ha bepkKoB0oj Teopemu
U jOIlI HEKUM TEOPUjCKUM pe3yTaTUMa OBojulle Mabapckux MaTeMaTuda-
pa, Ia My OTyZa ¥ Ha3uB.

CroxeHuje BapujaHTe IIpodiieMa pacropena II0CI0Ba 3axXTeBajy pa3iiu-
yuTe dpojeBe pagHUKaA 3a IOjeANHAYHE IOCJIOBE UIU OOIYIITajy pa3aIudu-
Te eUKACHOCTY CaMUX pafHUKa. [IpuIMKOM pelllaBara TaKBUX IIpodiie-
Ma KOPUCTEe Ce TeXXKWHCKU (dunapTuTHU) rpadoBU KOH KOjUX TEXKUHE Ipa-
Ha, PeuMO, MOTY PeIIpe3eHTOBaTH BpeMe moTPpedHO 3a 0daBsbambe IOCIa
O CTpaHe NOjeqUHAYHUX PafHUKA. JeJaH Of HAjIO3HaATHUjUX aJropuTaMa
3a pelaBame Tako GopMynucaHor mpodimema je Kyu36-Mankpecos®’ anro-
puTam (BuOeTu moHOBO [5, 15, 31, 34]).

3apaum

1. Joxka3aTtu fa cTadno MOXKe UMaTU HajBUIIlE jeJHO CaBPIIEHO CllapuBa-
me.

36Xaponn Bunujem Kyn (Harold William Kuhn, 1925-2014) - aMepryky MaTeMaTH4ap.
3711ejmc Pejmonn Mankpec (James Raymond Munkres, 1930) - aMepu4yky MaTeMaTHyap.
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2. Heka je maTto cTtadno koje uma 2n, n > 1, uBopoBa. Y CKjangy ca IIpeT-
XOOHUM 3aJaTKOM, OBO CTadjio MOKe MMaTH CaBPIIEeHO ClapuBame, TO jeCT
CcIlapuBaibe KOje Cce cacTOju Of n rpaHa, IITO je JmaKjle MaKCHMaJlHu OpPoj
rpaHa cnapuBama y cTtadmy. OgpenuTu jemHO cTadbiio Koje HHje IIyT U 3a
Koje ce Taj dpoj moctuxke. Koja je momwa rpanuiia 3a dpoj rpaHa HajBeher
criapuBama y ctabny u y ciy4ajy Kojux crabana ce goctuxe?

3. IIoka3aTu ma roBe3aH rpad ca nmapHuM dpojeM YBOpOBa KOju He calp-
KM WHOYKOBaHU noarpad udomopdas rpady K; ; UMa caBpIIIEHO CllapUBa-
Be.

4. JToKa3aTu la CBaKM OUITapTUTAH peryiapaH rpad uMa caBpIIEHO Cla-
pUBame.

5. KoHcTpyucaTu jegaH perymnapal rpad cremneHa 3 KOju HeMa caBpliie-
HO criapuBame. M3BeCTH ONIITU NPUHLUIN 3a KOHCTPYKIHjy peryiapHoOT
rpada TpoU3BOJBHOT CTEIIEHA Ca UCTUM CBOjCTBOM.

3.9 bojewa rpacosa

Bojere ysoposa rpada je dyHKIMja KOja cCBaKK YBOP rpada ImpeciaukKaBa
y HeKy d0jy 3 maTor cKyma doja. Y ToM ciiydajy KazkKeMo [a je Y4Bop 000ojeH
omroBapajyhomM 6ojoM. 3a Hojere uBOopoBa KaxkeMo aa je iipasu/iHO YKOJIUKO
Cy CyCeOHM YBOPOBH 000jeHM pa3nuuuTuM dojaMa.

Bojere ipana Tpada je GyHKIIMja KOja CBaKy rpaHy rpada mpeciaukaBa
y HeKy 00jy u3 maTor ckyma 6oja. Kao y mpeTxogHOM ciiy4ajy, KakeMo Oa
je rpaHa obojeHa oprosapajyhom 6ojoM, a 3a bojere rpaHa KaxeMo Ja je
IIPaBUJIHO YKOJIMKO Cy CycefHe IpaHe 000jeHe pasnuuutuM dojama. IIpo-
bdmeMm bojema rpaHa rpada MoxKe ce CBECTH Ha mpodiem dojema YBOpoOBa
BEeT0BOT TUHUjCKOT rpada.

Jlunujcku 1pag rpada G, y o3uauu L(G), je rpad je Koju ce moduja Ha
cnemehu HaymH:

* ckyn uBopoBa rpada L(G) ogroapa ckyIty rpaHa rpada G,

* yBopoBU rpada L(G) cy CycemHM aKo M caMO aKO Cy HBbuMa oOAroBapa-
jyhe rpane cycenue y rpadgy G.

Kaxkemo fa je G kopeHcKu ipag cBor nuHHUjcKor rpada. (OBaj TepMUH He
Tpeda HOBOOUTH y BE3y Ca paHUje CIOMUBaHUM KOPEHCKUM CcTadmuMa.)

Mpumep 3.9.1. Ha cnunu je unycrpoBaH rpad G ca HyMepruCcaHUM I'pa-
HaMa U meros nuaujcku rpad L(G). Bynyhu ga G uma 8 rpaHa, L(G)
uMa 8 uBopoBa. CycepncrtBa m3aMeby uBopoBa ompebeHa cy mperxom-
HOM AeUHUITIjOM.
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JacHo je ma cBaku rpad, no Ha m3oMopdu3aM, UMa TaUHO jefaH TUHU]-
cku rpad u ma dojeme rpaHa rpada jemHo3HauHO ogpehyje dojerbe YBOpoBa
BEeroBor nuHujckor rpada. OdpaTHo, U3 TeopHuje rpadosa Mmo3HAT je pe-
3yJITAT y CKJIa@y ca KOjuUM CBaKOM JIMHUjCKOM I'pady Koju HUje usomopdan
rpady K; ogrosapa Ta4yHO jemaH KopeHCKH rpad. Ipyrum peduMa, ako je
HekM rpad NUHUjCKU U HUje m3oMopdaH rpady Kz, oHOA OH jeJHO3HAYHO
ompebyje kopeHcKu rpad 1 dojerme YBOpPOBa IMHUjCKOT rpada jemHo3HaU-
HO onpebyje dojeme rpaHa BHEroBOr KOPEHCKOT rpada.

Y cknapmy ca mpeTXOmHOM AUCKYCHjoM, y HacTtaBKy hemo merarbHUje
U3n0XkKUTU Oojerme uBopoBa rpada. Hapmarbe, Kaga rom Kaxkemo ,00jeme
rpada” umahemo y Bugy dojerme BHeroBrux YBOpoBa!

3a rpad KaxeMo fa je k-060jus YKOJIMKO Ce MOKe IIPaBUIIHO 0O0jUTH KO-
pumnthemeM k doja. [Ipenusnuje, rpad je k-060juB YKOIMKO IIOCTOjU (HYHK-
1I¥ja KOoja CBakKu 4YBOP TOT rpada mpecimkaBa y HEKY 00jy u3 ckyma on k
boja Tako ma ce cycemgHM YBOPOBM IIPECIMKaBajy y pasnuyure doje.

MuHUMaIHYy BpeaHoCT k 3a K0jy je rpad k-0d0juB, y 03HAIIM y, HA3UBAMO
Xpomaitcku 6poj rpada. XpomaTcKu 6poj je jemHa nHBapHjaHTa rpada.

I[MpumeTuMoO fa ce dojeme HelloBe3aHOT rpada MoxkKe pa3MaTpaTHu Ta-
KO IIITO Cce dojerme CBaKe KOMIIOHEHTE ITOBE3aHOCTHU pa3MaTpa He3aBUCHO
on dojema ocTanux KoMIoHeHaTa. OBO Hac, peluMoO, DOBOOU OO jeTHO-
CTaBHOT 3aKJby4Ka [a je XpoMaTCKM dpoj HermoBe3aHOT rpada jefHaK MakK-
CHMAaJIHOM OJ XpOMaTCKHuX OdpojeBa HEeroBuxX KOMIIOHEHaTa. Y CKJIamy ca
IPeTXOOHUM, Y KOHTEKCTY Dojera rpadoBa Hajuenthe ce pa3MarTpajy caMo
noBe3aHU rpadoBH.

Mpumep 3.9.2. Komnneran rpad K, Moke ce IpaBUIHO 0O0jUTU KOPHU-
utheweM n 6oja. Bynyhu ma cy cBu uBopoBu oBOT rpada MmehycodHo
CyCefHH, 3aKJby4dyjeMo Ia je lBeroB XpoMaTCKu OpPOoj 3aucCTa jegHaK n
(To jecT, He MOKe DUTU Mamku).

Hruje Tellko 3aK/by4MTH Oa Ce CBaKU IIyT KOjU CagpzKU HajMame 2
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YBOpa MOXK€e IIPaBUJIHO 000jUTH TaKO IITO Ce€ HAW3MEHUYHO yIIOTpe-
brpaBajy nBe doje, Te ma Baxwu y(P,) =2, n > 2.

Baxu u onmtHju 3ak/by4dak Ia je XpoMaTCK{ Opoj dumapTuTHOT
rpada Koju uma dapeM jemHy rpaHy jegHakK 2. YUBOPOBU U3 jemHOT
CKylla maptunuje doje ce jegHOM 00joM, a YBOPOBU U3 OAPYIrOr CKyIla
Opyrom dojom. OBakBU dumapTuTHU rpadoBuU ce 300T OBOT CBOjCTBa
Ha3uBajy u buxpomailcku ipagosu.

CnuuHo, 3a nukiayc C, BaXu

cy=1 % 1=2k k> 2
HOI=13 n-2k-1, *=*

Yno3uaheMo ce cafa ca HEKUM CBOjCTBUMa XpOMaTCKOT dpoja. 3a rpad
KaXXeMo [a je y-KpuiliuiaH yKOJIMKO je HeT0B XPOMAaTCKU Opoj jedHak y u
YKOJIMKO je XpOMaTCKHU OPOj CBAKOT H-Eer0BOT IIpaBor noarpada Mamu Of .
CBaku rpad 4uju je XpoMaTCKU OpOj jemdHaK y campKu y-KPpUTUYAH IIO0A-
rpad. [IpumMeTuMO ma y-KpuTudaH rpad Mopa duTu moBes3aH.

Jlema 3.9.3. Ako je ipag y-kpuiiuuaH, OHga MUHUMA/AHU cilieilieH Ygopa ol 1pa-
¢a 3agososwasa HejegHakociu 6 > y — 1.

Jokas. TIpeTrnocTtaBuMo fa je HeKu rpad G y-KpUTHUYaAH U Ia 3a Ibera, Hacy-
npoT TBphemwy, Baxku HejemHaKOCT 6 < y — 2. Heka je u YBOp MUHUMAJITHOT
CTelleHa, TO jeCT HeKa Baxu d, = 6.

[TomTo je G y-KpuTHU4aH, 3ak/bydyjeMo ma je rpad G — u (x-1)-obojus.
Y3 10, 3a bojeme cycema uBopa u (y G) ynotpedrbeHo je HajBuile y-2 doja
(jep Tux cycema HeMa BuUIlle Of TONHKO). Ipyrum peumma, meby dojama
ynoTpedibeHUM 3a bojere rpada G—u mocToju doja Koja HUje yrmoTpedsbeHa
3a bojeme HEKOT cycena YBopa U, I1a U MOKeMO 0D0juTH yipaBo TOM DOjoM.
Iakne, u G je (y — 1)-0b0jus, mITO je Y CYIIPOTHOCTU Ca IPETIIOCTaBKOM fa
je G y-xkputrdas. [ |

Jlema 3.9.4. Ako je y xpomaiticku 6poj tiosesaHoi ipapa G, oHga G cagpacu Haj-
Mare y ueoposa yuju je ciieiieH sehu uau jegHak og y — 1.

Joka3. Ako je H noxarpad rpada G Koju je y-KpuTHu4daH, OHJa IIpeMa IpeT-
XOMHOj JIEMU CTEeIIeH CBaKoT YBopa rpada H Huje mawmu of y-1. MicTo Baxu
U YKOJIUKO ce 4YBOpoBU rpada H pa3dMaTpajy Kao YBOPOBY KHEeTOBOT HAATpa-
¢a G. TomTo je xpoMmaTcku dpoj rpada H jemgHak y, 3akbydyjeMo ga H uMa
HajMame Yy YBOpPOBa, Oflakjie ciequ TBpheme. [

Hapennu pe3ynTaT cliequ QUPEKTHO U3 IIPETXO0JHE JIeMe.

TeopemMma 3.9.5. Xpomailicku 6poj u MakcumaaHu citieileH 4gopa ceakol losesa-
Hol ipagha 3agos8obasajy HejegHakociu

r<A+1. (3.5)
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184 3.9. BOJEHA TPA®OBA

Joka3. ¥V cknapgy ca meMoM, pa3MaTpaHu rpad cagpzkKu 4YBOpP UHMjU CTEIleH
HUje Mamu of y-1, a OTyma BaXu W Ja MaKCHMaJIHH CTeIleH 4YBopa TOT
rpada HUje Mamu of y-1. [

Topma rpaHuliia 3a XpoMaTCKU Opoj maTa y IPeTX0qHOj TEoOepMH HeKa-
Ia 3Ha4YajHO OACTYyIIa OF BPEOHOCTH XpoMaTCKOT dpoja. Pemumo, y IIpume-
Py 3.9.2 3aK/by4YHIIA CMO [a je XpoMaTCKu Opoj duimo Kojer dunapTUTHOT
rpada Koju uma dapeM jegHy rpany jemHak 2. Ca gpyre cTpaHe, MaKCHU-
MaJIHU CTEIleH YBOpa TaKBOT Ipada MoxKe MMaTH IIPOU3BOJHbHY BPETHOCT.
Y oBOM KOHTEKCTY, IIOCTaBba Ce IMuTamke ogpehuBama rpadosa 3a Koje ce
IocTuXe jegHakocT v dopmynu (3.5). Ogrosop Ha TO NHUTamke Oaje Bpyk-
coBa®® Teopema.

Teopema 3.9.6 (BpykcoBa TeopeMa). JegHakocii y ¢opmyau (3.5) sadicu
aKo u camo ako je pasmailipaHu ipag uzomopgaH KomiiieliHom ipady uau yu-
Kaycy HellapHe gyHCuHe.

Ioka3 ce moxe nmpounahu y [5, 31, 34].

Cnu4YHO Kao y Clyd4ajy crapuBama y rpadoBuMa, ¥ Kom dojera IocTo-
je amropuTMu Koju Oajy onTUManHO dojere YBOpPOBa (TO jecT, OHO Koje
KOpUCTH MHUHUMAaIHHU Opoj 6oja). [Topen HUX, YIIOPEOO Ce pa3BUjajy U Xe-
YDHUCTHUYKY alTOPUTMU. JeJHa TaKBa XeypHCTHKa ce caMa HaMehe. Heka
cy 4BopoBU rpada o3HaAYEHU Ca Vi,Vy,...,V, (peuuMo fga je To o3HaYaBa-
e IPOU3BOJbHO) U HEKa je maT ypeheHu ckym ox n 6oja. YBopoBe dojuMo
pemoM moYeBIIH of Vi Koju dojumo mpBoM dojom u3 ckyma doja. Kaga go-
bemo mo uBopa v;, bojumo ra dojom Koja je mpBa doja cKyma doja Koja HUje
ynoTrpedibeHa 3a dojerme BHETroBUX Cyceqa.

JacHo je ma je oBakBa XeypHCTUKa IoxJiennHa dynyhu ma dupa moxamHO
HajmoBoJbHHUje pelierme. OHa he yBek matu jemHo eduKacHO (y CMHUCITY Op-
3UHe U3BpIIaBamka) U IIPaBUIHO Oojewme rpada, anu he y ciaydajy HEeKUx
rpadoBa ynorpedutu Buille doja Hero 1mrTo je norpedHo. Hus anropurama
Koju majy dojeme rpada, y3 ynorpedy MuHUManHOT dpoja doja, 3acHOBaH
je Ha oBoj xeypuctunu. Heku on Bux Mory ce nposahu y [6, 15, 23].

Y HapengHuM npuMepuMa ynosHahemo ce ca mBa mpobdneMa U3 moMeHa
dojema rpadona. Joi jemaH mpodieM pPa3MOTPEH je Yy MOomomesbKy KOoju
cnepnu.

Mpumep 3.9.7 (npodbnem pacnopena ucnuta). Ha Kpajy cemecTpa CTy-
OEHTH I0JIaXKy MCIUTE W3 ONCIIyIIaHWX IPEeaMeTa. 3a CBAaKU HCIIHUT
IIOCTOjU jeaH TEePMUH Y UCIUTHOM POKYy. HM3payyHaTu MUHUMAJIHU
dpoj TepMKHa TakaB [a CBAKU CTY[NEeHT MOIXKe Il0ojlaraTy CBE UCIIUTE
KOje XKeJHu.

38Poynenn Jleonapy Bpykc (Rowland Leonard Brooks, 1916-1993) - eHIJICKM MaTeMaTH-
4ap.
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O3Ha4yuMoO ca S CKyll CTyHZeHaTa, a ca I cKyn ucoura. 3a CBakKu
ucnut i € I, HekKa je N; CKyl cTyfeHaTa KOju HaMepaBajy Aa ra Imo-
JaXxKy. YKOJIMKO je j UCIIUT Pa3luyYuT Of i, Tama Baxu ciepehe: ako
Baxu N; NN, # (), OHIla Ce UCIIUTH [ ¥ j MOPAjy OApPXKaTH y Pa3IUu4YUTUM
TEPMUHUMA.

Heka je caga G rpa¢ umju 4BOpOBHU OATOBapajy UcIuTuMa (TO jecT,
Baxu V(G) = I) u 4uju Ccy YBOPOBHU | U j CyCEOHU aKO U CaMO akKo Ba-
xu N;NN; # (. Capa je jacHo ma dojeme rpada G kKopumrthemeMm k
boja ogrosapa pacmnopeny ucnuta y k repmuHa. (CBU UCTIUTU 000jeHU
uctoM 60joM ofpzKaBajy ce y UCTOM TEPMUHY.) Y CKIady ca TUM, MU-
HUMalHY Op0oj TepMUHA KOjU Cy HEOIIXOOHU 3a PEryjlapHO OOp2KaBamke
HUCIIMTHOT pPOKa jefHaK je XpoMaTCcKoM dpojy rpada G.

Mpumep 3.9.8 (npodnem cknaguwTewa). Y cknaguiire Tpeda pacio-
penouTu n MaTepHuja Mehy KojuMa cy HeKe MHKOMIIaTUOUJIHE Y CMUCILY
Ia IIpY OOOUDPY M3a3uBajy HeXKeJbeHe peakliydje, Te Mopajy dutu pa-
cuopebene y paznuuuTe omesbKe CKiIaguiTa. KomuKy je MUHUMAaIHU
Opoj omemaka HeoIxOJaH 3a CKIaOUIITEHE CBUX MaTepuja?

PazmoTpumo rpad dbopmMupaH Ha CIMYaH HAaYWH Kao Yy IPETXO0n-
HOM IIpMMEPY: CBAKM YBOP OATrOBapa jeqHOj MaTepHju, a YBOPOBU Cy
CyCeOHM aKO U CaMO aKO Cy OofaroBapajyhe MaTeprje MHKOMIIaTHUOMUII-
He. JacHo, Opoj HeOmXOOHUX OfeJbaKa jedHaK je XpoMaTCKOM Opojy
oBor rpada.

3.9.1 Mpobdbnem dbojerwa mana

ITpobaem bojerva maila matupa u3 XIX Beka. Many Teputopuja (om Ko-
jux je cBaka moBe3aHa) Tpeda 000juTH MUHUMAIHUM OpojeM doja, Tako ma
CBaka Tepuropiuja dyme odojeHa jemHOM H0jOM U fHa CcycegHe TEPUTOPHUje
Oymy obojene paznuuuTumMm dojama. (CycemHUM TepuUTOpHUjaMa He cMaTpa-
MO OHE KOje MUMajy 3ajemTHUYKY I'PaHUIly OyKWHE HYyJla; TAKBE Cy, PEIIUMO,
TEPUTOPHUje KOje ce TpaHUYe Y jeOHOj TauKu).

Heka je G rpad umju YBOPOBU OATrOBapajy TEPUTOpPHjaMa U CYCeOHU Cy
aKoO M caMO akKoO Cy omnroBapajyhe Tepuropuje cycemHe. OUuriemHo je ma
je G nnanapHu rpad, Te ce npodieM dojerba Mala CBoOUu Ha ogpehuBame
XpoMaTCKOT Opoja oaroepajyher mnanapsHor rpada.

MpumMmep 3.9.9. Ha ciunu cy mana gena Espone u3 1914. roguse u
npunagHu rpad Koju je mpaBuiHO odojeH KopulithemeM 3 doje. (He-
II0BE3aHOCT HEKUX TEPUTOPHja HeMa 3Hadaja y OBOM dojemy.)
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3

2

XejByn?® je 1890. romuHe MOKa3ao [a Ce CBaKU IJIaHApPHU rpad Moxke
IpaBUIHO 000juTy KopuirthewmeM 5 6oja. MHOTO jauu pe3yiTaT moKa3aau
cy Enn*® u Xakeun*! 1976. rogure. Taj pe3ynTaT MO3HAT je Kao ilieopema
0 4 boje u npencTaBba pellelkhe XUNOTE3€ KOja HUje Oduila pelreHa BUIlle
Of jemHOT BeKa. Pe3ynTaT HapaBHO I'JIaCU Oa XpOMaTCKU dpoj miaaHapHOT
rpada uHuje Behu om 4. [IpBu moka3 TepeoMe 0 4 doje duo je Beoma oduMaH
U yKJby4HBaoO je pe3yiTaTe HodujeHe HAKOH MHTEH3WBHUX pPadyyHapCKHUX
u3pavyHaBamwa. KacHuje Cy ce II0jaBUJIM jeIHOCTaBHUjU OOKA3U.

HanoMeHa 3.9.10. Ca reorpadCcKor CTaHOBHUIITA, IIpodieM dojerma Marma
KOpPEeKTHO je ¢popmynucan. Ca MaTeMaTUYKOT, Tpeda eIMMUHUCATU HEKE
MOTryhHOCTH, PeIUMO Ja TEPUTOpPUja MMa IPaHUuIly DeCKOHaUHE OyKUHE.
¥ takBoj cuTyanuju, ojeme Mane MoxkKe 3axTeBaTu Buille ox 4 doje (meta-
7pU ce Mory npoHahu y [20]).

YecTo ce y3 npodbneMm dojema Mana pa3MaTrpa U IpodieM IIpaBUIHOT
bojema (mmanapHor) rpada ca Mame of 4 doje, Ha IpuMep, TpuMa dojama.
HcnocTaBma ce Oa UCIUTHBaKe Aa iU je rpad 3-000juB mpunama Kjiacu
NP-koMIIIeTHUX IIpOodiieMa.

3apaum

1. VzpauyHaTu XxpoMaTCKHu Opoj nuHUjcKor rpada [leTtepceHoBor rpada.

2. [Toxa3zaTu fa ako je rpad G Ojnepos, 0OHAA je BeroB TUHUjCKY rpad L(G)
Ojnepos u XamunTtoHoB. Takohe, ako je G XaMunToHos, oHfa je u L(G) Xa-
MHMIJITOHOB.

3. Ioka3aTu npuMepuMa ga odpaTu TBphemwa U3 IpPeTXOJHOT 3ajaTKa He
BaxKe.

39TIepcu Ilon XejByn (Percy John Heawood, 1861-1955) - eHIylecKM MaTeMaTHyap.
40Kenet Ajpa Enn (Kenneth Ira Appel, 1932-2013) - aMmepuuKy MaTeMaTH4ap.
4“1Bondranr Xakern (Wolfgang Haken, 1928) - HeMa4Ky MaTeMaTHdap.
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4. V3payyHaTu XpoOMaTCKHU Opoj k-muMeH3u0He KOIIKe.

5. Jloka3aTy ma 3a CBakKu peryjapaH rpad cremeHa r BaXXy HejeTHAKOCT

o
X‘n—r'

6. AKO Cy u 1 v YBOPOBHU y-KPUTUYHOT rpada, JoKa3aTH Oa OKOJINHA jen-
HOT He MOXe OUTHU IIOACKYII OKOJIMHE OPYTOr, TO jeCT Oa BaxKu

N(u) £ N(v),

3a duo koju u3dop YBOpPOBa U U V.

7. HaBecTu jemaH nmpuMep y KOjeM XeypHCTHKa OnucaHa HakKOH Teope-
Me 3.9.6 KOpuCTH BUIlle HETO LITO je MOoTpedHo doja 3a dojeme rpada.

8. TokazaTu ma O6poj YBOpOBa y-KpUTHUYHOT rpada He MOKe OUTHU jefd-
Hak y+1.

9. OppepnuTu cBe 1-KpuTHYHe U 2-KpUTuuHe rpadoBe. [lokasaTu ga je cy
IUKIIyCHU HellapHe OyXKWHe jeqUHU 3-KPUTHUUHU rpadoBuU.

10. Tokasatu ga rpad 4uju je xpomaTcku Opoj jemHak 4 campzku noarpad
u3omopdaH HeKoj nornopenu rpada K.

11. CacraBuTH ajaropuTaM 3a pellaBame IpodieMa pacrnopena UCIuTa 1
npodieMa CKIaguIITeHa.

12. YV okBupy Ilomomerpka 3.9.1 cnoMeHynIH CMO [a Ce CBAaKHU IJIaHAPHU
rpa¢d Mozxe nIpaBUIHO 000juTH ca 4 boje u fa je y XIX BeKy JoKa3aHO Ja ce
MO2Ke IIPaBUIIHO 000juTH ca 5 doja. Y OKBUPY OBOT 3afaTKa, JoKa3aTH [a
je To u3BomypUBO ca 6 boja. (HapaBHO, He KOPUCTUTH IO3HATE pel3yaTarTe.)

3.10 PacTtojata y YCMepeHUM TeXMUHCKUM rpado-
BMMa

Yno3uaheMmo ce ca gBa anropuTMa 3a ogpehuBame pacTojama usMehy
YBOPOBa YCMEPEHOT TEKUHCKOT rpada. ITomceTumo ma je ycMepeHU IyT
medpunucan y Ilogomersky 3.1.3. [lajbe, TeXUHY I'paHe U TEXKUHY yCMe-
peHOT TeXWHCKOT rpada medpUHHIIEeMO ¥ O3HaYaBaMO OHAKO KakKO CMO
TO YMHUJIN y CJIy4ajy (HeycMepeHUX) TeXKUHCKUX rpadosa y OpesbpKy 3.4.
Y cknamy ca TUM, gyacuHa ycMmepeHol lyitia y ycMepeHOM TeKUHCKOM Irpady
jemHaka je BeTrOBOj TEXXUHU, HOK je pacitojarwe naMehy 4BopoBa u U v, y
panujoj o3naru dist(u,v), ycMepeHOT TeXKUHCKOT rpada jeqHaKo OyKUHU
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Wununyjansa MaTpulia pacTojama 4uja i-Ta BpCTa ¥ KOJIOHa OArOo-
Bapajy 4Bopy o3HaueHoM ca v; (1 <i < 6) gaTa je ca

0 0 o oo oo 3
3 0 1 oo ~ 4
o 3 0 2 3
© oo oo 0 2 o
© o 2 3 0 ~
2 oo oo oo 4 0

3.10.1 J[ajKCTpUH anroputam

Y IlomomereKky 3.2.3 3aK/bY4YMIIM CMO [Ia CBakKa off ABe pa3MaTpaHe Ipe-
Tpare rpadoBa pe3ynryje (ycMepeHuM) pazanumbyhuM cradmom Koje cMO
Ha3Banu cTadno npetpare. Y ckinagy ca TeopemoM 3.2.1 (meo (1)=-(5)),
TakBO pasanumyhe ctadso onpebyje jequHCTBEHM YT OX II0JIa3HOT YBOpa
IIo CBaKor yBopa rpada. Y pa3sHuM npuMeHaMma, Off TOCEOHOT UHTEepeca Cy
(e duno koju Beh) Hajkpahu myTeBU of jemHOT YBOpPa OO CBUX OCTAJIUX.
¥ cnyudajy npocTor rpada TO Cy, Of paHUje, IIYTEeBU KOju cafapzkKe MHUHU-
manHu Opoj rpana. Huje Temko gokasaTu Oa nperpara o MIWPUHU Oaje
yIIpaBoO TaKBe IIyTEBE, LITO je jelaH jefHOCTaBaH 3ajjlaTak 3a YuTaona. Mu
MOKEMO Pa3MOTPUTHU U CJI0KEHUjU MaTeMaTUYKU MOAEJI Pelpe3eHTOBaH
YyCMepEeHUM TeXKUHCKUM rpadoM. Y ciydajy oBakBUX rpacdoBa KOPUCTHU Ce
cnepehu anropuTaM.

4 )
Anroputam 10 (JajkcTpuH anroputam). AnropuraM IIpHxXBaTa ycMe-
peHu TeXuHCKU rpad G (Koju, perluMo, MOKe OUTH 3afaT UHULHjal-
HOM MaTpHIIOM pacTojama) ¥ u3adpaHu 4BOp r Tor rpada, a Bpaha
pacTojama Of YBOpa I O CBUX UBOpoBa rpada u opromapajyhe Haj-
Kpahe nyTege.

BEGIN

INPUTG, r

prethodnik(u) = undefined, u €V // 4BOp KOjU IPETXOOU YBOPY U;
rastojanje(r) = 0;

rastojanje(u) = oo, u € V\{r} // pacrtojame om r mo Uu;

S=( // ckKyn pa3MOTPeHHX UYBOPOBA;

WHILE S £V

ueV\S TakaB Ja je BPENHOCT rastojanje(u) MMHUMAIHA;
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S:=Su{u};
FOR cBaka rpaHa obnuka (u,v), veV\ S
IF rastojanje(u) + w((u,v)) < rastojanje(v)

prethodnik(v) =u // HIpoMeHa NPEeTXOOHUKA;
rastojanje(v) = rastojanje(u) + w((u,v));

// 2. meo mceymokoma ompehyje Hajkpahe myTese;
// uckopuctuhemo uumeHUIly [a je, HAKOH M3BpIlaBama IIPBOT
// mema, ckyn S jegHak cKymny V;

WHILE |S| # 0

ues;
S:=S\ {u};
put = ();
V=u;

WHILE prethodnik(v) # undefined

put :=v+put // momaTu vV Ha IloYeTaK HHU3a put;
v := prethodnik(v);

put :=r+ put;
RETURN put, rastojanje(u)

END
\. J/

Y npBowM meny, anroputaM oapebyje nperxogHuKa (y HajkpaheMm myTy)
CBaKOT YBOpa ¥ U3padyHaBa pacTojama. Y OPyroM [Oeiy, alropuTaM pe-
KoHCTpyuie TpaxeHe nnyreBe. Komanga RETURN Hana3u ce yHyTap cro-
mamme WHILE-ieT/be, Te ce M3BpIllaBa 3a CBaKM YBOP II0 jefaHOyT. AJl-
ropuTtaM je Moryhe moaguduKoBaTH TaKO [a YMeCTO Hu3a prethodnik maMTu
HU3 HU30Ba K0Oju oapebyjy nyTeBe 3a cBaku of YBOPOBA, Y3 U30CTaB/balkhe
Ipyror mena Imceymokoma. KopekTHocT anroputma ode3dehyje crnemeha
TeopeMa.

Teopema 3.10.3. [lgjxcitipuH asiopuiliam gaje Hajkpahe llyiliese 0g jegHol usopa
ycmepeHol edcuHckol ipaga go ceux usoposa ol ipaga.

Joka3. oka3 hemMo u3BeCTH MHOYKIIUjOM 10 KapOUHATHOCTHU CKyna S U3
anropuTtMa. 3a |S| = 1, TBphemwe ouurneqno Baxu O0ynyhu ma Baxu jenHa-
Koct dist(r,r) = 0 u ga cy TeXuHe IpaHa HeHeTraTUBHe. [IpeTrocTaBUMO



3. TEOPUJA TPA®OBA 191

Ia TBphemwe BaxKu 3a CKyl S KapAUHaTHOCTHY HajMame 1 U 03Ha4YuMMoO ca v
YBOP KOjU Ce y CKJIa@y ca aJropuTMoOM Aomaje ckymy S. Heka je u 4Bop
KOju je CyceOHU 4YBOpPYy Vy nyTy P o 4BOpa r oo v.

[oxazahemo ma cBaku mpyru nyT P’ on r oo v Huje Kpahu oxm P. Heka
je (wi,w,) rpana niyTa P’ 3a KOjy BaxXu w; € S, w, ¢ S 4 KOja je of1 CBUX Ir'paHa
TOT 0dnuKa Hajdnuxa uBopy r. (Bynoyhu ma Baxxu r € S,v ¢ S, TakBa rpaHa
noctoju.) O3Hauumo ca P’ motoyT nyTta P’ of 9¥BOpa r 4O YBOpa w; ¥ HEKa
je Hapase w(P) gyxwHa niyTa P, d(u) oyXkuHa Hajkpaher nyta of 4Bopa r
IO YBOpa U U

f(v) = mind(u) + w((u,v))
dbyHnk1Mja nedrHMCcaHa Ha CKyIly YBOpOBa KOjUu He IIpUIaZiajy CKyny S u 3a
Koje mocToju rpaHa (u,v). Tama Baxu crnenehu HU3 HejegHAKOCTU:

w(P') = w(P") + w((w1, wy)) > d(wy) + w((wy, w2)) > flwz) > f(v),

Ipu YeMy IIPBa HejeJIHaKOCT BaXKM jep Cy TeKMWHEe CBUX I'PaHa HEeHeraTUB-
He, OpyTa je mocienuila MHOAYKTUBHE XUIIOTEe3€ (IOIITO YBOP Wi IIpUIlafa
ckyny S, Baxu d(w;) < w(P")), tpeha cnenu us gpebununyje byHKIHje f, JOK
4yeTBPTa BaXKu jep je v (a He w,) YBOP KOju ce mopaje ckymy S. Ha ocHOBY
anropuTMa, BaxXxu u f(v) = w(P), ogakne ciegu HejegHakKoCcT w(P') > w(P). B

MpumMmep 3.10.4. IIpumeruTHU [1ajKCTPUH aJIropuTaM Ha YCMEPEHU Te-
KuHCKY rpad us I[Ipumepa 3.10.2 u 9BOp V;.

Wuunyvjanuzanyja:

prethodnik(v;) = undefined (1 <i < 6);
rastojanje(vy) = 0;

rastojanje(v;) = oo (2 <i < 6);

S =0.
Tok npBoOT Oesna aaropuTMma:
° S = {Vl},'
prethodnik(ve) = vy; rastojanje(ve) = 3;
* S={vi,ve};

prethodnik(vs) = vg; rastojanje(vs) = 7;
° S = {V1,VG,V5},'

prethodnik(vs) = vs; rastojanje(vs) = 9;

prethodnik(v,) = vs; rastojanje(vy) = 10;
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* S={vi,Vs,Vs5,V3};

prethodnik(v,) = vs; rastojanje(v,) = 12;
*S= {V17V6,V5,V3,V4},‘
* S ={V1,Ve,V5,V3,Vs, V2 };

[pyru geo anropuTMa IIOHaBIka UCTY IIPOLIEAYPY 3a CBaKU Of, UBO-
posa. Ty npouenypy nemoacTtpupahemo y ciygajy uBopa vy:

Vy € S;
S = {Vl,VG,V5,V3,V4};
put = ();

V= Vy;
* put = (vo); v=vs;

* put = (v3,V2); V=Vs;

* put = (Vs,V3,V2); V= Vs;
(

* put = (Vs,Vs,V3,V2); V= Vy;

put = (1, Vs, Vs, V3, V2);
Pesymnrart je: put = (v, Ve, Vs, Vs, V,), rastojanje(vy) = 12.

Ha cnmuyan HauuH modujamMo ocTane Hajkpahe myTeBe U HUXOBE
OyKUHE:

YBOp Hajkpahu myT pacTojame

2 (v1) 0
Vo (V17V6,V5,V3,V2) ]_2
V3 (v1, Vs, Vs, V3) 9
Vu (v1, Vs, Vs, V4) 10
Vs (V1,Vs,Vs) 7
Ve (V17V6) 3

3.10.2 Pnojnos anropuram

AXo cy Vi,V,,...,V, YBOPOBU YCMEepPEHOT TeXUHCKOT rpada G, oHOa je
Mattipuua paciiojara Tor Tpada, y o3Hauu D(G), maTpuila ¢dopMaTta n x n'y
KO0joj je enmeMeHT Ha nos3unuju (i,j) jemHak pactojamy dist(v;,v;). ¥ ocHOB-
HOj dopmynanuju, ®nojooB anroputaM oapebyje yrmpaBo oBy MaTpully Ha
OCHOBY MHHIIMjaJIHEe MaTpulle pacTojama Kojy hemo y anroputmy takohe
03HauuTH ca D.
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( )
Anroputam 11 (®nojaos anroputam). AjnropurtaM OpuxBaTa WHUIU-
jasIHy MaTpuily pacrojaka D ycMepeHOr TeXXUHCKOT rpada, a Bpaka
MaTpHUIly pacTojama UCTor rpada.

BEGIN
INPUT D
n = size(D);
FORi=1TOn
FORj=1TOn
FORk=1TOn
IF D(j, k) > D(j,i) + D(i, k)
D(j,k) := D(j,i) + D(i, k) ;
RETURN D

END
\. J

3a cBaka [iBa YBOpa yCMepeHOr TeXHWHCKOr rpada anropuram ke mo-
TpaxXuTu Hajkpahu nyT (of jemHOr [O OPYyror) KOju Ipojia3u Kpo3 CBakKM
o[ IpeocTanux 4BopoBa. ®opMaiHu JoKa3 KOPpeKTHOCTU PJI0jaoBOT aiuro-
puTMa Moxe ce nmpoHahu y [6, 23].

MpumMmep 3.10.5. Ykonuko ducmo PJiojooB anroputaM IpUMEHHUIN Ha
UHUIIMjaJIHy MaTPUILy pacTojama rpada us IIpumepa 3.10.2, cerMeHT
nceynokona IF D(j, k) > D(j,i) + D(i,k) u3Bpmmo du ce 63 = 216 myTa.
Os3HauuMmo 216 KOpaka y KojuMa ce Taj CeTMeHT u3Bplasa ca (i,j, k),
3al <ijk <6. Y ckrmany ca anorputmom (1,1,1) je ipy, (1,1,2)
Ipyry, a (6,6,6) nocaenmsu KOpPak.

[TpumeTnMO cafia ma BeIMKU OpOj KOpaKa He pe3yJTyje IPOMEHOM
y matpunu D. [IpBu KOpakK HakKOH KOQjer HOojIa3u OO0 IPOMEHE y MaTpU-
um je (2,3,1), a Tom npunukoM enemeHT D(3,1) moduja BpemHOCT 6.
3aTtuM, y Kopaky (2, 3,6) enemeHT D(3,6) noduja BpegHOCT 7, ¥ KOpa-
Ky (3,2,4) enemeHT D(2,4) noduja BpenHOCT 3, ¥ TakKo pegoMm. Harmo-
CIIETKy, ;odujaMo MaTpHIly pacTojama:
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0 12 9 10 7 3
3 01 3 4 4
6 3 0 2 3 7
10 7 4 0 2 11
8§ 5 2 3 0 9
2 9 6 7 4 0

Pa3nu mapameTpu geduHucanu y Ilogomespky 3.1.3, IOy T €KCIIEHTPU-
uuTeTa YBOpa M IMoCcedHO MHBApUjaHTU I'pada Kao LITO CY pamujyc U Ou-
jamerap, jeDIHOCTaABHO Ce MOTY OOpPEeNUTH Ha OCHOBY MaTpHIle pacTojama
(mpoctor) rpada. OTyna ce oBa MaTpuIla 4eCcTo cpehe y KOHTEKCTy IIpo-
drneMa y KojuMa ce pa3MaTpajy yIpaBo OBH U CIMYHU ITapaMeTpu. Hapas-
HO, UCTU IIapaMeTpu MOI'Y Ce aHaJIOTHO JedUHUCATU U y CIIy4ajy ycMepe-
HUX TEXKUWHCKUX rpadosa.

®r10jmoB airopuTaM MOXKe Ce YHaIlpeOuTH Tako Aa onpehyje 1 Hajkpahe
nyTeBe u3Meby cBaka nBa YBopa (3a getasbe BumeTu [6]). Takobe, Moxke ce
mMoam¢pUKOBaTH Tako ma Bpaha moctynHoCcT usmMehy uBopoBa, npu deMy je
YBOP V JocillyilaH YBOPY U YKOJIMKO YCMepeHU rpad cagpKu OyT of YBOpa U
IO 4BOpa V. Y TakKBOj CUTyalllju TEeXKUHE I'PaHa He Urpajy HUKakKkBy yJIory,
nna ux Tpeda uzjegnauntu ca 1. Takohe, anropuram npekuga U3BpiaBame
4UM Cce ofpefne nIyTeBU u3Mehy cBaka gBa 4yBopa (YKOJHMKO IIOCTOje), TO jeCcT
He oxapebyje myTeBe Koju cy Kpahu on HUX.

3apauu

1. [JokasaTu ma cTadsio mpeTpare Io IIUPUHU IIpocTor rpada oapebyje
Hajkpahe nmyTeBe of mo4yeTHOT YBOpa A0 CBUX uBopoBa. (Ha mpumep, us-
BECTU MHOYKTUBHU JOKa3 ciamdaH moka3y Teopeme 3.10.3). Ilog kojum
npeTIiocTaBKaMa MCTO BaKM M 3a cTadJjlo ImpeTpare 1o gyouHu?

2. Cacrasut; Mogudukanyjy [1ajkCTpUHOT anropuTMa Koja ogpebyje pa-
CcTojame U Hajkpahu oyt u3Mehy nBa 3agaTa YBOpa yCMEPEHOT TEXKUHCKOT
rpada. OmnmTuje, HeKa je CKyIl YBOPOBa YCMePEeHOT TeXXUHCKOT rpada mo-
OeJbeH Y OBa Hellpa3Ha AUCjYHKTHA noackyna R u §. CacTaBUTHU alropu-
TaM Koju ompehyje Hajkpaha pacTojama 1 onroBapajyhe nyTteBe of CBaKOT
YyBOpa CKyma R mo cBakor 4Bopa ckKyna S. ([JajKCTpUH ajropuTaM faje pe-
meme y ClIy4dajy Kapga je cKyn R jeqHOYIaH.)

3. Ilpumenutu [NajrcTpul u ®JojooB anropuraMm Ha rpad ca CIuKe duje
HeyCcMepeHe IpaHe 3alpaBo uMajy odocTtpaHo ycMepewme. (Hajupe Heka-
KO O3HQYUTH YBOPOBE, a y CJIy4ajy IPBOT alropuTMa OIpemeIuTH ce 3a
TIOYEeTHU YBOP.)
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4. KoMmmnietaH ycMepeHHU rpad 4yuja cBaka IpaHa MMa HajBUILE jeIHO
ycMepeme HasuBaMo WypHup. Takas rpad penpeseHTyje pe3yiaraTe jen-
HOT (penuMo, IIIaxX0BCKOI') TYPHUPA ¥ KOjeM je CBaKU Urpad Uurpao o jegy
IIapTHjy ca CBAaKUM Of OCTaluX urpada. ['pana (v;,V;) penpeseHTyje moode-
IOy Urpada v; Hafl v;, @a HeyCMepeHa I'paHa pelpe3eHTyje peMu. JegaH Takas
rpad uIycTpoBaH je Ha CIIHIIHU.

U1

Us o))

V4 U3

YKonuko je, y oyxy TypHUPA, TeXKUHa YyCMepeHe rpaHe jenHaka je 1, a
HeyCMepeHe % Taja je MHULMjaJlHA MaTpHlla pacTojama rpada ca ClukKe
IaTa ca

e =)
_ = OneN
8 o888
o8 =3

B PO e
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Hajope jemHOCTaABHO NUTame: KO je MOOEIHUK IIaXOBCKOT TYpPHUPA pe-
npe3eHTOBaHOTr rpadoM ca cnuke? HM3pauyHaTu KOJMHKO Cce IyTa, Y Haj-
HEMOBOJbHUjEM CIIydajy, U3BpIllaBa CerMeHT nceynokopna D(j, k) = D(j,i) +
D(i, k) ®mojmoBor aaropuTMa YKOJIUKO TYPHUD UMa TauHO t yCMepeHUuX Irpa-
Ha. Kako ce y pe3ynraTy I1axoBCKOT TypHUpa UHTepIpeTupa BejIuKa Oy-
KWHa [IyTa of YBopa V; 0 4Bopa Vv;?

5. Nmnnementupatu HajkcTpuH 1 ®nojoos anroputaM y HEKOM IIpOrpaM-
CKOM je3HUKYy.

6. Kopuctehu ®mojoos anropuraM, caCTaBUTU alToOpuTaM Koju ompehyje
moctymnHocT usMebhy uBopoBa ycMmepeHor rpada.



