Y HacCTaBKy Ce Hasa3u OCTaTaK TeOPWjCKOr caapiKaja Koju ce cactoju on 7
HaCTaBHUX jeaMHMLA (HYMepUCaHUX Y TeKCTy). KomnieTaH TeKCT npeyseT je us
yyubeHuKa ,,uckpeTHe cTpykType 2', 33 KOju CMO peKan aa y NoTnyHOCTU
NOKPUBA TEOPU)CKM caapKaj Kypca. CnomeHyTe jeguHuULLe Cy:

MapTuumje 6pojesa 1 cKynoBsa

®dunboHaunjesmn, Jlykacosun un KatanaHosu bpojesu
OcHoOBHM NojmoBM Teopuje rpadosa

Ctabna; o3HayeHa cTabna

MwuHMManHa pasanuryha ctabna

OjnepoBun, XaMMNTOHOBM M NAaHApPHU rpadosm
CnapwuBatba y rpadoBmma un 6ojerba rpadosa

NoubkwbheR

Mopep, oBUX jeanHMLA NOCTOje 1 ABa anroputma (JajkcTpuH n ®nojaos) Koju ce
He W3Na)ky Ha npegaBarbMMa, anum ce page Ha Bexxbama M Hanase ce y
mMmaTepujannma 3a sexkbe.

LpBeHa nMHMja nopen TEKCTa O3HA4YaBa OHO LWITO je caaprkaj Kypca!
ApyrMm pedrma, OHO MNopesd 4Yera ce He Hasas3n TaKBa J/IMHMja HWuje Aeo
npegasakba U, HAPaBHO, He TPaXM Ce HM Ha Kojem aeny ucnuta. Hajuewhe, 10
CY M30CTaB/bEHM A0KA3U, M3OCTAB/bEHE TEOPEME, 334aLUM U CZINYHO.

N3y3es Mpumepa 2.5.1,2.5.2,2.5.4,3.9.7 n 3.9.8, cBM OCTanm ce He mopajy
MHTepNpeTMpaTn Ha UcnuTy (aNn cy KOPUCHM 3a pasymeBare rpaausa). Ucto
Ba)M M 3a HanomeHe n yBogHe AenoBe TeKCTa KOjU Hemajy maTemaTuyKor
cagpaja (Hnp. ysoa y npudy o ®nboHaunjesmum bpojeBmma, TekcT y nasu 3
Koju ce Hanasn wucnpen Mogoaesbka 3.1.1, npuya O KEHUHICOEPLUKMM
MOCTOBMMaA M CNYHO). Ha ncnuTy ce He mopa o0AroBapaT ,, TaYHO OHAKO KaKo
je y oBom maTtepujany unm Kebusn''. CBaKO MOXKe HanpaBUTM CBOj KOHUENT
n3narakba, NOHYANTU aNTEPHATUBHY AePUHULM]Y, APYravnjmu A0KA3 U CNYHO.

NcnuTHa nuTakba Hanase ce Ha Kpajy osor ¢ajna.
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K2: TIpBu unan Hu3a T ynucaTy Ha IIodyeTak Hu3a P. YkioHuTH Taj U
CBe 4JIaHOBE JeJbUBe Ca BUM K3 Hu3a T.

K3: Ykonuko je Hu3 T npasaH npehu Ha K4, y cynporHoMm npehu
Ha K2.

K4: Kpaj.

\. J

HmMmnneMeHTUpPaTU 0Baj allOpUTaM Y HEKOM IIPOrpaMCKoOM je3uky. IIpo-
Hahu Moryha nmobdosminama anroputma. (HoBuju anroputam 3a ogpebuBa-
e IPOCTUX bpojeBa ckymna N, je Tako3BaHo EilikuHoeo'® cuitio. TTocToje u
(mpobabunucTykmM) anropuTMu KOju TeHEepUIly BEJIUKe IIPOoCcTe dpojese.)

2. J[loka3zaTu fa je CKyIl mpocTux dpojeBa dbeckoHadaH. ([IpeTmocTaBuTH
CYHPOTHO M IIOTOM Pa3MOTPHUTH HPOU3BOM CBUX IIPOCTUX OpojeBa yBehan
3a jemaH.)

3. T'ongbaxoea'® xuiloiliesa Kaxke [a CBaKu IapaH 0poj Behu ox 2 Moxe 6u-

TU PENpPEe3eHTOBAH y BULY CyMe IOBa npocTta dpoja. OBa xumoTre3a nocra-
BJbeHa je 1742. romuHe U joII YBEK HUje pellleHa, CTora ,OoKa3aTu WUIu
onoBpruytu l'onpbaxoBy xunore3ly” He du duo mpuKIagaH 3afaTak, aau
pelnrMo MoOXKe: CacTaBUTU aJropuTaM KQju OBY XUIIOTe3y IIpoBepaBa Ha
HEKOM KOHa4YHOM CKyIIy.

4. Jlesu ¢akiliopujes mpupoOOHOT dpoja ne(bHHngMo Kao!n = Z?:_ol i!. Kype-
iuHa'” xuliollie3a Kaxke Aa 3a CBaKu mpuponaH o0poj Behu ox 1 Baxku D(n!, In) =
2. CacraBuTH aJIrOpUTaM KOju OBY XMIIOTE3Y IIPOBEPaBa Ha HEKOM KOHay-
HOM CKYIIy.

5. OppepuTu HajMamu IPUPOJaH OPOj KOju IIPHU AeJbewy ca 8 maje ocra-
Tak 1, npu gespemy ca 7 gaje ocTaTak 2, IpU OeJbemy ca 5 maje ocratak 4
U TIpu fJesbeby ca 3 maje octaTak 0. (bpojHu cucTtemMu y KOjuM ce dpojeBu
penpe3eHTyjy noMohy ocTaTaka Ipu AeJbelkhy ca 3afaTUM y3ajaMHO IIPo-
cTtuM dOpojeBuMa (MoaOynIuMa) Ha3uBajy ce pe3ugyymcku 6pojHu cuciuiemu. Y
MIMPOKO] IUTEPATyPU TaKO3BaHU IPETIIOCTaBIbEHU PE3UOYYMCKHU OpOjHU
CHCTEM je cucTeM ca MopynuMma 8, 7, 5 u 3.)

2.2 Maptuumje dpojesa

Y oBoM ogmempKy dbaBuheMo ce Kommo3uiljamMa U mapTHUlMjaMa dpojeBa.
HNznoxuheMo pe3yrnTaTe Koju Cy IpUMepeHU OHUMa KOjuMa je OBa KHbHU-
ra IpBEHCTBEHO HaMeeHa, a BUIlle feTa/ba MoxXke ce npoHahm y [2, 19].

15 ApTyp Onusep Jloucaejn ETkun (Arthur Oliver Lonsdale Atkin, 1925-2008) - eHTrIecKu
MareMaTuyap.

16Kpucrujan Tonpdax (Christian Goldbach, 1690-1764) - HeMayky MaTeMaTHyap.

17RBypab (Bypo) Kypena (1907-1993) - cprcku MaTeMaTHdap.
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ITopen ocHOBHUX CBOjCTaBa KOMIIO3UIIMja 1 IMapTHUlHja dpojeBa, HaBelrthe-
MO jemaH IIOTOAAH Ha4YUH 3a IpeIcTaBbame NapTUIHja U JoKa3aTu HeKe
UOEHTUTETE.

2.2.1 KoMno3uuuje u naptuuuje

Komiiosuuuja iipupogHol bpoja n Ha k cadupaka je ypeheHa k-Topka
(ai,ay,...,ax) IPUPOSHUX OpojeBa TakBa ma BaKU N = d; +d; + ... + ax. Bpo-
jeBe aj,a,,...,a, Ha3uBaMo cabupyuma Komiiosuuuje.

Mpumep 2.2.1. 3a k = 2 podujamo cremehe koMmmo3unuje dpoja 4:
(1, 3), (3, 1) u (2, 2). Hapame heMO KOpPUCTUTU UHTYUTUBHUJU 3a-
OUC KOMIIO3UIIMje V BUAYy pa3Jjiarama Opoja Ha cabupke. Y ckiany ca
THM, CBe KoMmo3unuje dpoja 4 cy:

k=1: 4
k

)

2: 1+3,3+1,2+2,
3: 1+1+42,142+1,2+41+1,
4: 1+1+1+1.

k
k

YkynHO ux je 8.

3a KoMIIO3UIlHje ce y TUTepaTypu KOPUCTe U TepMuHU ypebeHe napTu-
nvje unu ypebeHa pasnarawa npupogHor dpoja. HapenoHa mBa TBphemwma
Oajy 6poj KoMIIo3ullFja MPUPOJHOT dpoja.

TeopemMma 2.2.2. bpoj komilosuuuja iipupogHoi 6poja n Ha k cabupaka jegHak je

n—-1
k—1)°
Jokas. Tlocnyxkumo ce cnemehoM KoMOMHATOPHOM CXEMOM:

n=1_1_..._1.

Bpoj nptuna je n — 1. IIa ducmo modunu k cadbupaka, moTpedHo je ma Ha
LPTHIle pacrnopefuMo k — 1 3HaKoBa +, a TO MOKeMO YIMHHUTH Ha (| )
HaunHa. (Heypehenu u3dop enemenara: dupamo k — 1 pTHUIlla U3 CKyIla
oxm n — 1 mpruiia.)

Haxkon pacnopebuBama mioyceBa, y3acTonHe jeiuHUIE (KOje ce Hanmase
Ha Io4YeTKy, u3Mehy mBa miayca uiny Ha Kpajy) majy jeman cadbupak. [Ipy-
T¥M pednMa, dpoj KOMIIO3ulMja jemHakK je dpojy m3dopa mpTuila Ha Koje
pacnopebyjeMo mnyceBe, OOHOCHO jelHaK je OMHOMHOM KOoe(DUIIUjeHTY U3
dopmynanmje TeopeMe. [ |
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Teopema 2.2.3. Bpoj komilosuuuja iipupogHoi bpaja n jegHak je 2" 1.

Joka3. Kopucrtehu dunomuy ¢opmyny maty y Teopemu 1.3.5 B3ax =1u
y=1, Bugetu u Ilpumep 1.3.6), modujamo

" /n-1 .
2 (k1)

k=1

omakJie cjienu TBpheme. [

IIpena3umo capa Ha naptungje dpojeBa. Ilapiuuyuja UpupogHol bpoja n
Ha k cabupaxka je MynITHCKYI [d;, 4y, ...,d;] IPUPOJHUX OpOjeBa, TaKaB Ha
BaXu n = d, +d; + ...+ ax. bpojese a,,a,,...,a, Ha3uBaMo cabupuyuma uap-
wuuuje.

Mpumep 2.2.4. CnuyHo, 3a k = 2 modujamo cnemehe mapruiuje d6po-
ja 4: [1,3],[2,2]. Kao kopm koMno3unyja, KopuctuheMo 3anuc y BULY
pasnarama dpoja Ha cabupke. [lakie, cBe mapTuiimje dpoja 4 cy:

k=1: 4,
k=2: 1+3,2+2,
k=3: 1+1+2,

k=4: 1+1+1+1.

YKkynHO ux je 5.

Bbpoj naptunuja dpoja n o3ravasaMo ca p(n), a dbpoj naprunuja dpoja n
Ha k cabupaxka ca pi(n). IlapTuinujy dpoja n MokeMO 3anucaTy U Ha CJie-
nehu HauuH:

(1™, 2M2 ...

Opyu YeMy HeHeTraTWBHU Ilenu dpojeBu m;,m,,...,m, o3Ha4YaBajy dpojeBe
IojaB/bMBaka cabupaka y MyJITHUCKYILY.

W3 geduHuMIMja je jacHa pas3nuKa m3Mehy KoMIIO3ulMje U mapTHULIUje
dpoja. HMako cy kommo3unuje meburHucane Kao ypeheHe k-Topke, a map-
THUIYje Ka0 MYJITUCKYIIOBH, jaCHO je fJa Cy CYLUTHHCKH Da3jIMdyuTe Iap-
TUIHje Opoja UCTOBPEMEHO U pas3jInduTe KOMIIo3uliyje UcTor dpoja. Ca
Ipyre cTpaHe, BUIIle KOMIIO3UIWja MOXKe OAroBapaTy jeOHOj MapTUIIUjHU.
JemnocTaBHUje, pa3narama dpoja Ha cabupke Koja ce pa3nHUKyjy caMo y
penocneny cabupaka IIpencTaBibajy pa3IndnuTe KOMIIO3ULIYje, a jegHy UC-
Ty HapTULHjy.

HHTepecaHTHO je ma popMyina (koja du mpencTaBrbaia IaHOaH Teope-
mu 2.2.3) 3a Opoj mapTuilija IPOU3BOJPHOT IIPUPOTHOT dpoja He IOCTOjHU.
Bpoj maprtunyja Moxe ce ompenuTu KopulthewmeM PEKypPeHTHUX (popmy-
na unu QyHKIUje reHepaTpuce HU3a (p(n)), a 3a Maje BpegHOCTU n dpoj
mapTulyja MoXKeMOo U3padyHaTU ¥ OUPEKTHUM PadyyHOM.

, ™,
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MpumMmep 2.2.5. bpojeBu naptunnja npsux 10 npupoguaux dpojeBa Oa-
TH Ccy TabemoM:

n 12345 6 7 8 9 10
pn) 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42

Cnenu jenHa pekypeHTHa dhopmyra.

TeopemMa 2.2.6. Baoicu jegHakociu
pi(n) = px(n — k) +pr_1(n —K) + ...+ pr(n = k).

Joka3. Heka je
n=a +a;+...+ax

jemHa maprtuiidja dpoja n Ha k cadbupaka. AKO of cBakor cadbupka y OBOj
jemHakocTu omy3mMeMo 1, modujaMo jeqHAKOCT

n—-k=(@a-1)+@-1)+...+(a—1).

Ha oBaj HauuH cMO of maTe mapTtulyje dpoja n odunu napTulnjy dpo-
jan—k. YouuMmo ma HeKu of cadbupaka Mory d6utu jemHaku 0, YKOIUKO CY
pe ony3uMama ounu jegHaku 1. ITocrenma jemHaAKOCT maje jemHy dujek-
TUBHY KOpeCIoHOeHIUjy uaMeby ckyna naprumuja dpoja n Ha k cadbupaka
U CcKylla nmaptunuja dpoja n — k Ha HajBulie k cabupaka, ogmakse cienu
TBpheme. [ |

EBo capja u pyHKIIMje TeHepaTpuce.

Teopema 2.2.7. dyHKyuja leHepailipuca Hu3a (p(n)) ogpeheHa je ca

P(x):Hlixi.

i=1

OBa TeopeMa MOXKe Ce JOoKa3aTU pa3jlaramkbeM CBUX apTundja dpoja n
Ha OHe Koje campxXe jemaH pukcrupaHu cadupak U Ha OHe Koje ra He cagp-
XKe, Te IIOTOM ofpebuBameM (PyHKIMja reHepaTpuca HU30Ba TaKBUX IIap-
tunyja. eTtasu ce mory npoHahu y [19, 31].

MpumMmep 2.2.8. Oppenutu cBe napTunyje dpoja 12 yuju cadbupiu npu-
napajy ckyny {2,5}.

OBakBUM IIapTUliMjaMa ogrosapa ciegeha ¢pyHKIMja reHepaTpuca:
1 1

S 1-x2 1-x5

=T+ +x + X+ x4 x2 ) (X x4,

P(x)
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TpaxxeHu dpoj mapTuliija jegHak je KoeHUIIMjeHTY KOjU ce Halla3u
y3 x'2, a bymyhu ga x'? godbujamo u3

X2 ox10 L x12.1 = 2x12,

3aKJby4dyjeMo fa je TpaxkeHHu Opoj mapTulldja jegHak 2. (Huje Temko
3aKJbYYHUTH Aa Cy To maptuimje [2!,5%] u [25, 5°].)

2.2.2 depepcoBu aujarpaMum M HeKU UAEHTUTETH

INapTunuje dpojeBa MOTOOHO Ce MOTY MPEeACTaBUTH KOpUltheweM TaKo-
3BaHux Pepepcosux'® gujaipama. TlapTuiirja HeKOT dpoja ce ®PepepcoBUM
IVjarpaMoM IIpefcTaBlba pacnopehuBameM MapKepa y BpCTe U KOJIOHE [H-
jarpaMa Tako ma cBakKa BpCTa OAroBapa Cadupky u3 gaTe mapTunuje. Y3
TO, IIPUIMKOM OBAKBOT NIpeAcTaB/bakba cadbupliu naprtuiiyje ypebenu cy y
HepacTtyhu HU3, IIITO 3HaYHU ia OPOj MapKepa oIaga Of ITPBe Ka II0CIeO 0]
Bpctu. Kao unycrpaiuja nocnyxuhe cnemehu npumep.

Mpumep 2.2.9. Oepepcos gujarpam naptunuje 17 =5+4+3+2+2+1
Iar je ca:

o o o o

o o o

o o

[ )

[ )

Cnuuno, ®epepcoB aujarpaMm naptunuje 7 =4+ 1+ 1+ 1 mat je ca:

Ha npBu nornen, PepepcoB gujarpaM He Jaje HUIITA HOBO, MebyTum
YCKOpO heMo ce yBepuUTHU fa Ce pa3HU UOEHTUTETU MOTY eJIeTaHTHO JoKa-
3aT¥ YKOJIMKO Ce IIapTUlWje IpelcTaBe NPEKOo OBakBuX mujarpama. Ilpe
TOra, joIll ABe meduHUIIMje.

3a gBe mapTuigje dpoja n kaxkemo ga cy (MehycodHo) koHjylosaHe YKO-
nuko ce ®epepcoB OujarpaM jeqHe moduja 3aMeHOM MecCTa BpcTa U KOJIoHa
y ®epepcoBoM gujarpamy apyre. To ject, KopunrhemweM MaTpUdHe TEPMU-
HOJIOTHYje, YKOIUKO ce PepepcoB fujarpaM jegHe noduja TpaHCIOHOBAKEM
depepcoBOr oujarpama gpyre.

18Hopman Mekneon ®epepc (Norman Macleod Ferrers, 1829-1903) - eHTfiecku MaTeMa-
THYap.
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Mpumep 2.2.10. ®epepcoBu OujarpaMu maptulidja b = 3 +2 u 5 =
2+ 2+ 1 pemomMm cy maTu ca

OakJjie cijaedgu na Cy OHe KOijTOBaHe.

3a mapTunujy dpoja KaxxeMo fa je CamMokoHjyloeaHa YKOIUKO je meH Pe-
PEepcoB OMjarpaM MHBapHjaHTaAH y OJHOCY Ha TPAHCIOHOBame. PeluMo,
naprunnja dpoja 7 us Ilpumepa 2.2.9 je caMOKOHjyroBaHa.

HanomeHa 2.2.11. ®epepCcoB gujarpaM CaMOKOHjyroBaHe NapTHUIHje CHU-
MeTpu4aH je Kao Ha Cinunu 2.1.

Cnuka 2.1: CumeTpuuHOCT PepepCcoBOr OMjarpamMa CaMOKOHjyroBaHe map-
TULHjE.
3a Kpaj mopomesbKa HaBelltheMo HeKe UIeHTUTETE.

TeopemMma 2.2.12. Baoice caegehu ugeHitiuiieiiu.

(1) Bpoj tiapiiuyuja 6poja n Ha Hajeuwe k cabupaka jegHak je 6pojy lapiuuyuja
opoja n + k Ha k cabupaka.

(2) Bpoj tiapiiuyuja 6poja n Ha Hajeuwe k cabupaka jegHak je 6pojy lapiuuyuja
bpoja n Ha cabupke Koju Upuiiagajy ckydy Ni.

(3) Bpoj laptuuyuja dpoja n Ha liapHe cabupke jegHak je bpojy tapitiuyuja 6poja
ny Kojuma ce ceaxu cabupak tiojasmyje tiapax 6poj tiyiua.

(4) Bpoj camokoHjyiosaHux Uapiiuyuja dbpoja n jegHak je 6pojy tiapitiuyuja 6poja
n y Kojuma cy cabupuu pa3auduiliu u HellapHu.

Joka3. TokaszaheMo IpBa ABa ugeHTUTeTa. [Ipyra ABa ce 4oKa3yjy Ha CJIu-
YaH Ha4UH.
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(1) OBaj ugeHTHUTET je mocnenuiia Teopeme 2.2.6, a OHO IITO CIeOU 3a-
IpaBo je MopmduKaluja gokala ucte teopeMe. Heka je mata maprtuiiuja
dpoja n + k Ha k cabupaka. IIpBa KonoHa ogrosapajyher ®epepcoBor ou-
jarpaMa cappiku Ta4yHO k MapkKepa, Kao Y CXeMaTCKOM IIpuKas3y:

[ ]
k BpcTa

AKO capa yKJIOHHMMO IPBY KOJIOHY U3 AujarpaMa, godujaMo gujarpaMm
HeKe IapTuiije dpoja n Koju uMa HajBuile k BpCcTa, a TO yIpPaBO 3HAYU
Ia modujeHa mapTuildja dpoja n uMa HajBuile k cadbupaka. OBUM je yCIIO-
CTaBJbeHa OMjeKTUBHa KOpecloHAeHIIMja uaMebhy ckyna ®epepcoBux auja-
rpaMa KOju IIpefcTaB/bajy HapTunuje dpoja n + k Ha k cadbupaka u ckyna
depepcoBUX O¥jarpaMa KOju IIpecTaBibajy HapTulyje dpoja n Ha HajBU-
uie k cabupaka, ogakiie cjieiy MHOEHTUTET.

(2) OoBomHO je youuTu pma je PepepcoB OmjarpaM KOju IpencTaBiba
napTuLMjy dpoja n Ha HajBUIlle kK cadbupaka KoHjyroBaH ®epepCcoBOM [H-
jarpamy jegHe maptuildja dOpoja n Ha cabupke Koju mpumanajy ckymny Ni.
HWpenTtuter ce moduja ycnocTaBbawkeM CINYHE OHMjeKTUBHE KOPECIIOHEH-
nyje. |

3apaum

1. Konmmuko uMa KOMIOO3ULja IPUPOOHOT dpoja n y KojuMa Cy CBU cadup-
uu Behu ox 17?

2. Kopuctehu IIpumep 2.2.5 u Teopemy 2.2.6, u3padyHaTu BPeOHOCTH
p(11) 1 p(12).

3. OgpenuTu CcBe CaMOKOHjyroBaHe naprtunuje dpoja 21.

4. KonuKo ©Ma TPOYTJIOBa KOJ KOjUX Cy OyXKHHEe CTpPaHUIla jedHaKe Iie-
nuM OpojeBUMa, a HajoyzKa je jegHaKa n?

5. [lokaszatu ma je dpoj maprtuiyja dpoja n Ha cadupke us3 ckyna {1,2}
jemHak Opojy mapTtuija dpoja n + 3 Koje uMajy Ta4HO [ABa cabupka.

6. [Jokaszatu ga je dbpoj maptunuja dpoja n Kom KOjUX Ce CBaKu cabupak
nojaBJbyje Mame of 3 IIyTa jefHakK dpojy mapTHUlifja uCTor dpoja Ha cadbup-
Ke KOju HUCY OeJbUBHU ca 3.


graph
Line


102 2.3. PEKYPEHTHE JEAHAYNHE

2.3.5 [MpuvMeHa y napTuuuMjaMa CKynosa

OBpe heMo pa3zMoOTpUTH jedHYy IPUMEHY PEKYPEHTHUX jeqHaUYNHA Y U3-
padyHaBamy Opoja mapTullMja KOHa4YHOr CKymna. [asbe m3arame OOQHOCU
Cce Ha CKyIIOBe IIPBUX N IPUPOJHUX OpojeBa.

Iapituyuja ckyiia N, Ha k IOJICKYIIOBa je CKYIl lbeTOBUX HEIIPa3HUX OUC-
JYHKTHHUX IMOOCKYIIOBa S1,S,,...,S, TaKBUX Aa BaxXu

N, =5 US;U---USq.

CMmaTtpaheMo [ia je jemyHa mapTHUlFja Ipa3HoOT CKyla npa3aH cKymn. [lap-
Tunrje hemo Hagabe 3anucUBaTH Kao y IPETXOQHOj jeHAKOCTH, JaKje y
00nMUKy yHUje MOACKYIIOBa, a He CKyIla UCTUX IIOOCKYIIOBa.

MpumMmep 2.3.19. CBe napTunuje ckymna N; cy:
k=1: {1,2,3},
k=2: {1,2}u{3}, {1,3} U {2}, {2,3} U {1},
k=3: {1}u{2}u{3}.

Cnenehe medbunuiuje u npateha tBphema rosope o dpojy naprunmja
ckyna. CiiupauHios 6poj gpyle 8pciue, y o3Haiu S(n, k), jenHax je dpojy map-
TUIIAja CKyIla OX n eleMeHaTa Ha k mopckymnoBa. M3 ITpumepa 2.3.19 3a-
KJby4yjeMo Ja, peuumo, Baxu S(3,2) = 3.

HanomeHa 2.3.20. CTupiuHIroBY OpOjeBU IPBE BPCTE II0jaBIbyjy Ce y KOH-
TeKCTy ofmpebuBama Opoja mepmyTaliiija Koje 3aloBObaBajy cruenuduyHe
ycnoBe. Mako cMo ce nepMmyTanujama dasunm y oksupy Ongepaka 1.4 u 1.5,
0oBe OpojeBe HUCMO CIIOMUKbAIIHU.

Benos'® 6poj, y o3uanm B(n), jeqHax je 6pojy mapTuyja CKyma Of n ejie-
MeHaTa. IpyruM pedyrMa, BaXXu jeJHaKOCT

B(n) = zn:S(n,k).

IHomu MHOEKC CyMe jeJHAaK je HyJIH jep CMO YKJ/bY4YHIIHU U IIpa3aH CKYIL.

Mpumep 2.3.21. Benosu 6pojesu B(n), n < 10, matu cy Tabenom:
n 012 3 4 5 6 7 8 9 10

Bn) 1 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975

19Epuk Temmnn Ben (Eric Temple Bell, 1883-1960) - MKOTCKU MaTeMaTH4ap U KEUKEBHUK.
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Huzosu CtupnuHrosux dpojesa apyre Bpcte u benoBux dpojesa 3azo-
BOJbaBajy onroBapajyhe peKypeHTHe jefHaduHe. 3a IIodYeTak, BaXu Clie-
neha TeopeMma.

TeopemMma 2.3.22. CiuupauHiosu bpojegu gpyie 8pcilie 3agogowasajy caegehy pe-
KYPeHUWHY jegHauuHy:

S(n+1,k) = S(n,k — 1) + kS(n, k).

Joka3. Ce maprtunuje ckyna N,,; Ha k IIOJCKyIlOBa MOXKeMO HOOUTH Of
naptunyja ckyna N, Ha k— 1, ogHOCHO k moxnckynoBa. Hanme, cBaka TakBa
napTunyja ckyna N, 1oduja ce unm npomrpuBameM IapTuliyje ckymna N,
Ha k — 1 mofcKymoBa jeqHOYNIAaHUM CKyIloM {n + 1} (mTo maje mpBu cadu-
pak JeCHe CTpaHe jeOHAKOCTH KOjy DOKa3yjeMO) WU OoOaBameM eJleMeH-
Tan+ 1 HeKOM Of ITOCKYIIOBa KOjU YMHe TapTulujy ckyna N, Ha k IOICKy-
noBa. [TomTo ce Taj eneMeHT MOXKe fomaTy OUio KojeM of k IIOACKYIIOBa,
CBaka napTtunyja ckymna N, Ha k IOACKYIIOBa faje k HOBUX TapTUllMja CKyIla
N,.1 Ha uctu dpoj moacKynosa (MITO Jaje Opyru cadupak), ogakie ciegu
TBpheme. [ |

ITogceTuMo fa je HU3 KOjU 3a40BOJbaBa HEKY PEKYPEHTHY jeTHA4YUHY
jemHo3Hau4HO ompeheH Tek Kafa ce 3afajy U NOYETHU yCIIOBU. Y CKJIagy ca
TuM, Oynyhu ma je Hu3 CTUPNIUHTOBUX OpojeBa ABOAMMEH3UOHM (3aBUCHU
Of OBa MHAEKCa, k U n), jomaBameM IIo4YeTHUX ycnoBa S(n,1) = S(n,n) =1
IOJIa3uMO OO0 PEKYPEHTHE jeJHaYUHE

Sin+1,k) =S(n,k—1)+kS(n,k),
S(n,1)=1, S(n,n) = 1.
Koja oxmpebyje oBe dpojese.

Teopema 2.3.23. Fesosu bpojesu ogpeheHu Ccy peKypeHliHOM jegHAYUHOM

B(n+1) = Z (Z)B(k),

k=0
u toveiiHum ycaoeom B(0) = 1.

IDoka3 ce moxe mpoHahu y [2, 31]. ¥V Ogemuuma 2.4-2.6 cpeurthemMo
Ce ca jolI HEKMM HU30BUMa OpojeBa ¥ peKypeHTHUM jeffHaYuHaMa Koje ux

ompebyjy.

3apauu

1. dopMmupaTtu peKypeHTHY jeDHAa4YMHYy Koja (y3 ogrosapajyhu nodeTHHU
YCJIOB) jegHO3Ha4YHO opxpehyje reomerpujcku Hu3 (8,-12,18,-27,...).
HNspauynatu motoMm 100. ynaH oBOT HHU3A.
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2.4 ®dudoHauujeBu dpojeBu

dudonauujeBu?’ 6pojeBu YKMHE jejaH O HAjIIO3HATHUjUX HU30Ba OpojeBa,
He caMo y MaTeMaTuIiy Beh u y octanuM HayKaMa. YUTaoIly je BepOBaTHO
IIO3HAT [I0jaM 3JIaTHe MOofeJie KOju Ce YeCTO CIOMUIbEe y KOHTEKCTY IIPo-
IopIlKja y CIUKaApCTBY, APYI'UM YMETHOCTMMA U apXUTEKTypU. Y OHOMe
mTo cnenu, nahemo Heke oppenuuile dudbonaumjeBux dpojeBa (Ha Ipu-
Mep, ogpenuheMo OLIITH 4iIaH U GyHKIUjy reHepaTpucy ®udoHaunujeBor
HU3a) 1 foka3aheMo HeKa BUxX0Ba cBojcTBa. PasMorpuhemo u jemaH HU3
bpojesa koju cy dnucku PudboHaunjeBuUM.

2.4.1 [decduHuunja PudboHaunjeBor HM3a

®dudonauu je mo Hu3a moirao daBehu ce mpodnemom d6poja 3eueBa (y He-
KOj nuTeTaTypu, KyHuha) yHyTap jegHe KomoHuje. IIpelu3Huje, yKOIUKO
CBaKHU I1ap 3ell-3euuiia (Koju cy ctapu o dapeM 2 Mecella) HOOMjy TOKOM
cneneher mecelna map Miagux, 3ella U 3e4ully, ¥ aKO je y CTapTy IOCTOjao
caMo jefaH map, KONUKO he mapoBa IIOoCTojaT HaKOH (pUKCHpaHOT dpoja
mecenm?

Hexka je F, dpoj nmapoBa 3ell-3eunlla HaKOH n Mecenu. I[Ipema mpert-
nocrtaBuu Baxu F; = 1, F, = 1, nok ce F, (3a n > 3) moduja Kama dpojy
napoBa F, ; U3 IPeTXOOHOT Mecella JoJaMo HOBOpOheHe mapoBe Koju ce
modujajy on F,_, mapoBa KOju Cy IIOCTOjaIu IIpe OBa Mecela. [Ipyrum pe-
4yrMa, BodujaMo peKypeHTHyY jeqHaduny F,,, = F,,; + F, u Io4eTHe yCJO-
Be F; = 1, F, = 1. V¥V myxy mocapjamimux pa3MaTrpama, YKbydunhemo u
ynaH Fy, = 0, To jecT HynTu Mecen. OBaj meTa/b HeMa CYLITUHCKOT yTH-
IIaja, a ca Opyre CTpaHe pa3MaTpaHW HU3 MMa HYJITU YjlaH Kao U OPYyTH
npedpojuBU HU30BU KOjuMa CMO Ce [0 cafa daBunu. [lakie, BaXKu:

Fn :Fn an
{ +2 = o1 ¥ (2.16)

Fo=0, F, = 1.

QuboHauujes HU3 je HU3 OpojeBa onpebeH jemHaunHoM (2.16). ¥ ckianmy
ca tuM, QuboHauujesu bpojesu cy unaHoBu PudonauujeBor Hu3a. [loueTHU
4JIaHOBU TOT HH3A CY:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34. ...

Y HapemauM nopopesbiiMa pehu hemo Hemrto Buiiie o PudoHauMjeBUM
U cpogHUM dpojeBUMa. MHOro BUIlle Ha Ty TEMY duTasal] MoxKe poHahu
y [33, 35].

207Teonapmo BoHauu, mo3HaTHju Kao dPudonauu (Leonardo Bonacci, Fibonacci, oko 1175-
oko 1250) - uTanujaHCKM MaTeMaTudap.
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2.4.2 3naTtHa nopena

TeMa oBOTr ImomopesbKa je KOHCTaHTa KOja IpencTaBlba Pellerme jeqHO-
CTaBHOI I'€OMETPHUjCKOT 1IpodremMa, a Koja ce MOjaBibyje y pa3HUM MarTe-
MaTHYKUM acleKTuMa (Cca HeKUM Of BuX heMo ce cycpecTu y oHOME IIITO
crenm).

PasMoTpuMo Oy moferbeHy Ha aBa mena (d u k, y3 ycioB d > k) Tako
Ia Baxu cnepneha nponopnuja:

d+k d
d k
IOpyruMm peuuMa, ogHOC U3Meby OyKuHe 11ejie OyKU U OyKeT mela jemHaK
je ogHocy m3aMebhy gyxuHe gyxer u kpaher mena. Taksa nogena (gyxu)
mo3HaTa je Kao 3/ailiHa liogeaa (Unm 34aliHu tipecek). Jla ducMo ogpenunu
TpaxkeHHu ofHOC, 6e3 rydiberma Ha OIMMIITOCTH, MOXKEMO ITPETIIOCTAaBUTH [a
je myxuHa Kpaher pgerna myxu jemHaka 1, To ject ga Baxku k = 1. ¥V Tom
ciay4ajy modujamo

d+1
—5 = d,
OOHOCHO IodHjaMo jemHadYuHY
d*-d-1=0, (2.17)
4YUja Ccy pellema
g 1% V5
1/2 = 3 .
[NomiTo myKWHa Oy2KW MOpa OUTYU ITO3UTUBHA, 3aKJbydyjeMo Oa BaXu
g-1 +2‘/5 ~ 1,618,

Ha npBu nornen ®uboHauujeBu dpojeBU HEMajy Be3e ca OBUM Mpaliuo-
HanHUM OpojeM, MehyTUM y HapegHOM IIOOoAesbKy yBepuhemo ce ma Huje
Taxo.

2.4.3 Heke opopepHuLe U CBOjCTBaA

®udonaunrjeBu dpojeBU MMajy U3y3€THO BEJIUKU OpPOj MHTEPECAHTHUX
CBOjcTaBa [0 Mepe [a II0CToje HayuHe KoHpepeHIIUje Koje cy nocBehene
camo muMa. OBme heMo HaBeCTU HeKa Off HUX, a BUIlle ce MOXKe IIpoHakhu
Yy paHuje HaBeJeHOj TUuTepaTypHu.

[Tomrro ®uboHaunrjeB HU3 3a40BOJbaBA JINHEAPHY PEKYPEHTHY jeTHAYN-
HYy Ca KOHCTaHTHUM KoeuiljeHTUMa Koja je, 3ajeqHO ca II0OYETHUM YCJIO-
BUMa, faTa ca (2.16), kopuctehu MmeTop 3a pelllaBalkhe OBaKBUX jedHauYMHa
onucaH y Ilogomerpky 2.3.2, MOXXeMO OOPEOUTH OMIITH YjIaH TOT HU3A.
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TeopemMma 2.4.1. Oiiwituu yaaH QudoHauujesol Hu3a ogpeheH je ca

<1+£>” (1-%)“
2 B 2
F, = . (2.18)

V5

Joka3. KapakTepucTru4yHa jeqHa4yuWHa KOja OAroBapa PEKypeHTHOj jeqHa-
4yuHY (2.16) je jegHauyuHa (2.17) KOjy CMO PEIInId Y IPETXOOHOM IOJOOETb-
Ky. CTora je omnuiTe pellleme pa3MaTpaHe peKypeHTHe jeqHauuHe ogpebe-

HO Ca n n
oo (155) e (155)

KoHucTaHTe ¢; 1 ¢, ogpebyjeMo Ha 0CHOBY IIOYETHUX YCJIOBA:

F():O:Cl+02,

F1:1:011+\@+021—\/5'
2 2
Otypa crnegu
S S
V5’ V5’

LITO maje

F:1<1+£>"_1<1—£>"

" V5 2 V5 2 ’
omakiie cienu jemHakocT (2.18). [ |

Oty 4jaH MOXKEeMO OOpeguTHu 1 Ha npyraqnjn Ha4YMH.

Teopema 2.4.2. Oiiwitu yaaH QudoHauujesol Hu3a ogpeheH je ca

<1 + \75)"
2
F=|———7%— (2.19)

75 ;

ipu yemy je [x] 03HAKA 3a 3a0KpydxHcuBaAre HA HAjbaudcu ueo 6poj.

C42)
fokas. Ouenumo pa3nuky usmeby F, u ~——=

y3 Kopulithewme MpeTxogHe TeopeMe, HodujamMo

1+v5) 1+v5) 1-v5) 1+v5)
F 2 B 2 2 2

. JengHOCTaBHUM paydyyHOM,

V5 V5 V5 V5
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(1 -5 ) '
_ 2 <11
V5 V5 2
. ) 1+2\/§)”
IMomTo je amconyTHa BPeOHOCT pa3jiiKe peaiHuX OpojeBa F, u 7
Mama Of 5, 3aKJ/bydyjeMo fia Baxku jemHakocT (2.19). [ |

JenuakocT (2.19) npakTU4YHMja je 3a Kopulithewe o jemHakocT (2.18),
jep 3axTeBa Kpahu pauyH. OgpenuMo cafa ¥ QyHKUMjy reHepaTpucy du-
bonauujeBor HU3A.

Teopema 2.4.3. dyukuuja ieHepaitipuca PuboHayujesol HuU3a ogpeheHa je ca

X

FO =15

Joka3. PekypeHTHO]j jemHauuHu (2.16) ogroapa cneneha jegHauyuHa (yIio-
penoutu IIpumepe 2.3.17 u 2.3.18):
F(X)—le—F() F(X)—Fo

2 = ™ + F(x).

3amenoMm Fy =0 u F; =1, nodujamo

(1)

oIakJie cjiefy jemHaKoCT u3 popMmyialilije TeopeMe. [

I[IpumeTHMO [a ce 371aTHa II0fella I1ojaBsbyje ¥ 0de ¢hopMe OIIITer Yia-
Ha PuboHauujeBor Hu3a. HapenHa TeopeMa HaM KaXke Oa KOJIWYHUK [OBa
y3acTtonHa OudboHauujeBa dpoja TeKu yIpaBo 37IaTHOj IOJeIN Kaja n — oo.

Teopema 2.4.4. Baoice caegehe jegHakociuu:

GRS L awanzlu
n 1+ 1
14—
1+1
@) lim Tt _ 1HVS

n—oo Fn 2
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Jokas. (1) 3a n =1 modujamo % = 1, ogrocHo, ugeraturet 1 = 1. Ilpertrmo-
CTaBUMO [la jedHAKOCT Baxku 3a n—1. Hajuope hemo umnasn F,,; IpeacTaBuUTu
y 005Ky 30upa npeTxonHa OBa 4YiaHa (Ha OCHOBY jegHauuHe (2.16)), a 3a-
TUM HaKOH TpaHchopMucamwa 0odujeHor u3pa3a IPUMEHUTH UHAYKTUBHY
XUIIOTE3Yy V YeTBPTOj jeJHAKOCTH U TUMe 3aK/byYUTU O0Kas:

Fn+17Fn+Fn—1
F, F,

(2) IIpuMeTHMO AOa Baxku
Fn+1

F,

1< < 2.

. F
Ha ocHOBy oBora cnemu fa je HU3 (’;—*ﬂl) OTpPaHUYEH, a Y3 TO HETOBU He-

TIapHY 4JaHOBW MOHOTOHO pacTy, a IapHU MOHOTOHO Omaaajy (IIro HUje
TEIIKO JoKa3aTH). Y CKjIany ca TUM, oda IMOOHM3a KOHBEPrUpajy HEKO]
BpenHocTH X € (1, 2). Ipyrum peduma, y ciaydajy oda momHU3a IIOCTOjU

nuMmec lim "F—*nl KOju je, Ha OCHOBY IIPBe jeTHAKOCTH U3 OBE TEOPEME, jefl-
n—oo
HakK pellemny jegHadYnHe
1
x=1+—.
X

OBo je jemHauwnHa (2.17), 1ITO 3HAYM [a je BeHO pelllelbe Koje Ipuiama
uHTepBany (1, 2) gpato ca

1+V5
2 )
4yyMe je JoKa3 3aBpIIeH. n

Ioxka3aheMo joIir iBa ugeHTUTETA.

Teopema 2.4.5. Baoicu jegHakociu

zn:Fi :F,H_z —1.
i=1
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Joka3. ¥ pauyHy K0ju ciieIu KOPUCTUMO jeqHaKoCT F, = Fy ,—Fy.1, CKpahy-
jeMo 4aHOBe y y3aCTOIIHUM cadupIliMa U Ha Kpajy KOPUCTUMO jeTHAKOCT
F2 = ]_I

> Fi=(Fs—F,) + (Fs — F3) + ... + (Fpea — Frp1)
i=1

= Fn+2 - F,
=F,,—1.
|
TeopemMa 2.4.6. 3a n > 1 gaowcu jegHakocil
FyiFyy —F2 = (-1)"
Hoka3. 3a n = 1 godbujamo F,F, — F? = —1, omHOCHO upgeHTUTET —1 = —1.

[IpeTmocTaBUMO Oa 3a n > 2 BaXwu jegHakocT F,F,_, — F2 | = (-1)""!. Haj-
npe hemo unan F,,; IpencraBuTu y 007IUKYy 30upa IpeTxogHa ABa 4JjiaHa,
a 3aTUM HAKOH TpaHcdopMucama O0dHjeHOTr m3pa3a IPUMEHUTH UHOYK-
THUBHY XUIIOTE3Y Y YeTBPTOj jeAHAKOCTH U TUMeE 3aKJby4YUTHU OOKa3:
Fn+1Fn71 _Fi = (Fn +Fn—1)Fn71 _Fg

:Fn(Fn—l *Fn) +F§_1

= _FnFn—Z +F§_1

— _(_1)n—1

=(=1)".

|
2.4.4 Jlykacoswu dpojesu
JIykacos®! Hus ompeben je ciemehoM peKypeHTHOM jeTHAYMHOM
Ln+2 - Ln+1 + Lna
2.20
{ Ly=2,L, =1. (2.20)

Haxne, JIykacosu 6pojesu ipuiiagajy HU3y 4Hju Cy ITOYETHU YIaHOBHU:
2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,....

ITpema HekuM n3BOpUMa, ypaso je Jlykac ®PudborauujeBuM dpojeBuma
Iao Taj Ha3uB. [IpuMmeTtnmo fa Jlykacos u ®udoHaumjeB HU3 3a/0BOIbaBAjy
HUCTY PEKYPEHTHY jefHa4YUHy, Y3 Pa3/IU4YUTe IOYETHE YCIIOBe.

21®pancoa Enyap Anaton Jlykac (Francois Edouard Anatole Lucas, 1842-1891) - ¢ppasn-
LyCKH MaTeMaTHdap. Y CKjafgy ca ¢bpaHIyCKHM U3roBopoM, JIuka, anu ce Kop Hac delrhe
cpeke Jlykac.
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Kao y cnydajy ®uboHauujeBrux dpojeBa, 0OApeaIuMo OIIITHY YJiaH U PyHK-
uujy regeparpucy JlykacoBor HHU3a.

TeopemMma 2.4.7. Otwitu yaaH JIykacosol HuU3a ogpeheH je ca

1+v5)" 1-v5\"
Ln< 5 >+< 5 ) (2.21)

Joka3. KapakTepucTr4yHa jegfHa4YVHa je ucTa Kao Kog OudoHavyujeBoOr HU-
3a, ofakJsie cliedu ma cy U HyJe ucte. [lakie, y ckiany ca TeopemowMm 2.4.1,
OIIIIITE pelllene je

1+v5) 1-v5)"
Ln:C1< 5 ) +C2< 5 >
Lo:2:C1+C2,

Li=1=c¢ <1+2\/§> Yo, (1_2\@),

01:1,C2:1,

Hame modujamo

OOHOCHO

ofjakJiie 3aKJ/by4yjeMo [a je ONIITH 4YjaH gaT ca (2.21). |

TeopemMma 2.4.8. Pyukuuja ieHepaitipuca JIykacosol Hu3a ogpeheHa je ca

2—x

L =15

(2.22)
Joka3. PekypeHTHO]j jeqHauuHU JIyKacoBOT HHM3a ofAroBapa cieaeha jegHa-
YuHa

L(x)—Lix—Lo L(x)—L
) 21" o _ L) —Lo +L(x),
X X

ofjakiie, CIUYHO Kao y Teopemu 2.4.3, nodujamo jegHakocT (2.22). [ |

Baxu cnepeha pemnanuja usmehy dudonauujepux u JlykacoBux dpoje-
Ba.

TeopemMma 2.4.9. Ako cy (F,) u (L,) pegom QuboHauujes u JIykacos8 HU3, OHga 3d
n > 1 eascu

Ln :Fn+1 +Fn71~
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Joka3. 3a n =1 podbujamo L, = F, + Fy, ogHOCHO, ugeatureT 1 = 1. Ilpert-
TIOCTAaBUMO [a 3a n > 2 BaXu jegHakoct L,_; = F, + F,_,. Kopucrehu peky-
peHTHY jegHauuny (2.20), unaH L, MOXKeMO IIPEACTaBUTH y 00NUKY 3b6upa
npeTxogHa ABa. [IpuMeHOM MHOYKTHMBHE XUIIOTe3€ Ha oba cabupka, ma
3aTUM MperpynucaBambeM U KOopulltheleM peKypeHTHe jemHauuHe (2.16),
modujamo cnemehu HU3 jemHAKOCTH:

Ly=L,1+Lh>
=F,+Fo2)+ Fo1+Fn3)
=(F+Fn1)+ (Fnz2+Fo3)
=Fp1 +Foy.

3apaum

1. [Jokasatu cnenehe ugenturetre ca PudoHauyujeBUM dpojeBUMa:
» Fyyn=F1F,+F/F,.1,3ak>1,n>0,
* Fpu=F:,—-F ,3an>1,
e Fi+Fs+...+Fy_1=F,,3an>1mu
* Fo+F,+...4+F;=Fy,1—-1,3an>0.
2. Tokazatu cneneha TBphema.
* CBaka IBa y3acTonHa OudoHauujeBa dpoja Cy y3ajaMHO IIPOCTH.
» Qdudonauujes 6poj F, nenu dudorHauujeB 0poj Fi,, k > 0.
* AKo je p npocT dpoj Behu oz 5, oHIa je TayaH Ta4YHO jeaH of MCKa3a

PlFps 1 plF, .

3. [oka3zaTu ga je Hajehu 3ajemuuuku genunan D(Fy, F,) ®PudoHauujeBux
bpojesa F\ u F, jenHak ®udoHaunjeBoM 0POjy Fp n.

4. Jloka3aTu Ja Baxu

lim

n—s oo Fn

k
Fk+n o <1+\/§>
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5. TpuboHauujes Hu3 ogpeheH je peKypeHTHOM jefHaYMHOM KOjoM ce 4jiaH
HH3a M3pazxKaba IIPeKo IIPeTXogHa TPU:

Tn+3 = Tn+2 + Tn+1 + Tna
To=0,T,=0,T,=1.

Ha3uB oBor HM3a HacTao je KOMOUHOBawmeM peun ,Tpu” u ,OudoHaun”.
HN3pauyHaBawkmeM MOYETHUX YJIaHOBa JOodHjaMo HUS:

0,0,1,1,2,4,7,13,24,44,....
OppenuTy ONIITH YNIaH U QYHKIIWjy TeHepaTPUCy OBOT HHU3a.

6. loka3aTtu Oa je 3a n > 2 onmty 4naH JIykacoBor Hu3a onpeben ca

()]

7. Iokaszatu cnenehe ugeHTuTeTe ca JIlykacoBuM dpojeBuUMa:

L,=

« Lyl —L2=-5(-1)", 3an>1,
° Ln+2Ln71 =L2

2,—L23an>1,

e [2 =1,,+2,3an>0m
i LkLn _Lkn = (—]_)kLn_k, 3ak <n.

8. [JokazaTtu cnenehe penanuje usmehy OudoHauujeBux u JIyKacoBux
bpojesa:

.FZUZFnLn:?’anZO:
« 5F2 [2=4(-1)"",3an>0,
° n+an_F2n+1 :(_]—)n: 3anZOH

. 2Lk+n =LL, + 5FF,, 3a k,n > 0.

2.5 KaTtanaHoBu dpojeBu

Katiananoe*? Hu3 ompebeH je cnemehoM peKypeHTHOM jeTHAUYUHOM:

n—1
Cn = Ci : Cn—i— P
{ % ' (2.23)

Co=1.

22Tyxun Illapn Katanan (Eugéne Charles Catalan, 1814-1894) - 6enrujcku MaTeMaTudap.
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OTypa cy nO4YeTHHU 4jlaHOBU KaTajnaHOBOT HU3a JaTH ca:
1,1,2,5,14,42,132,429,1430,4862,....

PekypeHnTHa jemHaumnHa (2.23) je HeJIMHeapHa, alld C€ MOKE PEUIUTH IITO
oBnme HeheMo papuTu (moctymak ce Moxe npoHahu y [31]). Ommrtu 4nan

omrosapajyher Hu3a je
C. — 1 (Zn)'
n+1\n

PazmoTpumo capa crnenehu npodnem. Heka je maT HEKM pauyyHCKU U3-
pas3 Koju ce, peliiMo, CacTOju OJ1 HU3a OCHOBHUX MaTeMaTUYKUX ollepaliyja
Hapm duso KojuM OpojeBHMa MM IPOMEHJBPUBUM U (MasiMx) 3arpaja. YKo-
JINKO cajfja YKJIOHMMO CBe OCHM 3arpana, noduheMo jemaH KopeKTaH HU3
3arpapma. Ha opumep, u3pas

2x + <i(x2 -1ly+ 3) -2(x—y)

maje Hu3 3arpapa (())().

3Hauewme TepMUHa , KOPEeKTaH” UHTYUTUBHO je jacHo. Ha mpumep, nipeT-
XOIOHY HU3 je KOPEKTaH jep ce 3arpaje 3aucTa MOT'y paCIIOpeIuTHy Ha TaKaB
Ha4uH, 0ok peruMo Hu308H ())( u )()(() To BHUCY.

Konmko nMa KOpeKTHUX HM30Ba N IapoBa 3arpaga? Hajuope jemas npu-
Mep.

Mpumep 2.5.1. Konuko uMa KOPEKTHUX HU30Ba 3 IIapa 3arpapga’?

PasnukyjemMo Tpu ciydaja:

* KaJa HU3 IIOYUHE Ca TPU OTBOPEHE 3arpare,

* KaJla HU3 [I0YHUEE Ca TAaYHO [IBe OTBOPEHe 3arpaje u

* KaJla HU3 II0YHUHEe TaYHO jeTHOM OTBOPEHOM 3arpagoM.

Hajnope, npBu ciy4aj gaje Ta4HO jeqaH KOpeKTaH pacnopen. Hakon
TPU OTBOPEHE 3arpane Mopajy yCilequTu TPU 3aTBOpeHe, To jecT ((())).

Ipyru cnydaj maje crnepneha mBa pacropefa [0 KOjuX HHje TEIIKO
mohu: (()() 1 (())()-

Hamnocnetky, Tpehu cnyuaj maje jom ga pacuopena: ()(() u )()().

3ak/pydyjeMo Oa YKyIIHO MMaMO 5 KOPEeKTHUX HH30Ba 3 IIapa 3a-
rpapa.

Pa3MoTpuMO cafia OIIITH CIIy4aj, TO jecT HeKa je maT KOpPeKTaH HU3 N
IlapoBa 3arpafa. JacHo je fa TakaB HU3 MOpa [I0YeTH OTBOPEHOM 3arpagoM
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KOjy HeKafja KaCHHje MOpaMo 3aTBOPUTH, Te Ira CTOTa MOXKEMO 3alucaTH
y 0bnuky

(Z1)Z>,

npu 4yemy cy Z; u Z, (Moryhe u mpa3Hu) KOPeKTHHU ITIOOHU30BU 3arpapa.
OBO Hac OOBOOM [0 PeKypeHTHe jegHauuHe (2.23), npu deMy je C; dpoj
KOPEKTHHUX paclopeza 3arpala Koju ogrosapa Hu3y Z;, a C,_;_; dpoj Ko-
PEKTHUX pacrnopena 3arpaja Koju ogrosapa Hu3y Z,. Ilakie, MoXnaa He-
O4YeKHBaHO, alu Opoj KOPEKTHUX paclopena n mapoBa 3arpaja jegHak je
Karanauosom dpojy C,.

Mpumep 2.5.2. Heka je maTa KBapgpaTHa Tadmna ¢popmara n x n (Koja ce
3a n = 8 cBOOM Ha IIax0BCKY Tadmy).

Iyt xoju moma3u u3 OOWmeT IeBOT yrila Tadie, 3aBpiiaBa y TOPHEM
mecHoM, a kpehe ce mo mBHIlaMa Iojba Oe3 Mpecellaka AujaroHase
(m3meby Ta oBa yrna) u 6e3 KpeTama yIeBO U HaHUKe, HA3UBaMO MO-
HOTOHU IIYT (BUOETU CIIUKY).

OHO WITO je MHTEPECAHTHO je fa je Opoj MOHOTOHUX IIyTE€Ba Ha OIU-
caHoj Tabmu popMaTa n X n jegHaK OBOCTPYKOj BpemHocTu KaTanaHo-
Bor 6poja C,. [1a 61cMo ce YBEPUJIN Y TO, HajIpe IPUMETHUMO [ia je dpoj
nyTeBa KOju ce Hajla3de MCIIOA AujaroHalie jedHaK Opojy myTeBa Koju
ce Haa3e uM3HaL (CHMEeTpUYHU Cy Y OOHOCY Ha AujaroHainy). Capga je
IOBOJBHO IIPUMETHUTH [a KpeTamke yOeCHO OyK UBUIle jefHOT [Iojba Y
OyTy UCHOJ [UjaroHalie ogrosapa jedHO] JIEBOj 3arpagy y KOPEKTHOM
pacnopeny, OOK KpeTame HaBUllle (Takohe, OyK UBUIlE jeIHOT 10Jha)
OfroBapa OecCcHOj 3arpagu. Ha npumMep, UIyCcTpOBaHU NIyT Oaje pacmo-

pen (00)O0)0)-
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Oedbunuiujy cradna u, mocedHo, KOpeHCKOr cTadia mahemMo KacHUje y
IMomopmemsuuma 3.2.1 u 3.2.2. Y HapegHOM IIpuUMepy orpaHun4dunheMo ce Ha
IoTHyHa KOpeHCcKa drHapHa cTadiia Koja ce MOTy PeKyp3UBHO meduHuUCa-
TH Ha cienehu HauuH. Heka je maT KoHa4aH CKyI odjekaTa Koje Ha3uBaMO
YBOPOBHU U pejaliija IIopeTKa Hac/legHuk nedrHUcaHa Ha TOM CKymy. Taza
ce UoliyHO KOPeHCKOo BUHapHo cilabao cacToju Of,

* jegHOT YBOpa (KOju Ha3WUBaMO KOPEeH) U

* IBa IIOTIyHa KOpeHCKa OmHapHa cTadja U jegHOT HOJATHOI 4YBopa
TaKBUX Ia Cy no medpuHHNIMjU 0da KOpeHa OBa cTadia HaCIeIHUIU
HOBOT 4UBOpa (KOju TMMe [I0CTaje jemUHCTBEeHU KOpeH, MOK ABa cTada
mocTajy rnopcrabdia HOBOT cTadmia).

Y ckmnany ca medHHUIIMjOM, CBaKO KOPEHCKO OMHApPHO cTadio mma je-
OVHCTBEHU KOpeH. YBOpOBe TakBOI CTadia KOju HEMajy HaCJeOJHUKE Ha-
3uBaMo juciuosu. ITpumep jegHOT MOTIIYHOT KOPEHCKOT DMHApHOT cTadna
UJIyCTPOBaH je Ha Crnunu 2.2.

Cnuka 2.2: IloTnyHO KOpeHCKOr duHapHO cTadno. KopeH je unycTpoBaH
Ipyraduje o OCTaJiuX 4YBOPOBa.

[TpuMeTuMO [a CBaK¥ YBOP KOjU HYUje IUCT UMa TaYHO OBa HaCJIeJHUKA,
Te y CKJIafy ca TUM HacJIeDHUKEe CBAKOT TaKBOT YBOpPa MOXKEMO ypPeOuTU
(Ha mpou3BoJ/baH HAYWH) TAaKOo IITO heMo jemHOr Ha3BaTHU JIEBUM Hacle[-
HHUKOM, a Opyror gecHuM. IloTnyHO KOpeHCKO duHapHO cTtadno ca Ta-
KBUM ypehemeM Ha3uBaMoO {03ULUOHO TIOWIYHO KOPEHCKO OUHAPHO citiabho.
Y ToM cnydajy, MOKeMO TOBOPUTH U O JIEBOM U OEeCHOM (IIO3UIIMOHOM) IOT-
IyHOM KOPEHCKOM DMHapHOM IOonacTadiy.

HanomeHa 2.5.3. [ledrHuNIMja TIOTIYHOT KOPEHCKOT duHapHOT cTadia Mo-
e Ce VOIIITUTU Ha NPOU3BOJBHO IIOTIIYHO k-apHO cTadino (y ciydajy du-
HapHor, Baxu k = 2). Takohe, TepMUH ,IOTIYHO” y UCTOj HebUHUIIUjU
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Ccyrepullle fa CBaKM 4YBOP KOju HUje JUCT MMa OBa HacinepHuka. Y Ilopmo-
IeibKy 3.2.2 BpatuheMo ce 0BUM CcTadivMa M TOM IIPUJIUKOM JaTU OIIITHU-
jy nedpuHULINjy y CKJIafy ca KOjOM y KOPeHCKOM dWHapHOM CTadiIy CcBaku
4YBOP KOjU HUje JIUCT UMa HajBullle IBa HacllegHUKa. TakBa KOpeHCKa du-
HapHa cTtadia HeKaJa ce Ha3WBajy HEIOTIIYHUM, IOK Ce y TaKBOj CUTyallu-
ju y IpeTXonHOj HeduHUIINjU TEPMUH ,IIOTIIYHO” U30CTaBlba.

EBo Haj3ap u npuMepa.

MpumMmep 2.5.4. OHO IITO je UHTEPECAHTHO je Oa je, 3an > 0, dpoj mo3u-
OUOHUX IIOTIIYHUX KOPEHCKUX DMHapHUX cTabana 4yuju 6poj mucTtoBa
us"ocu n+1 jeguak KatanarnosoMm dpojy C,. 3arcTa, KOpEKTHE HU30BE
3arpaga Takohe MoxkeMo gedruHNCATH PEKYP3UBHO:

* [Ipa3aH HU3 3arpaja je KOPeKTaH u

* aKoO Cy Z; U Z, KOPEeKTHU HU30BU 3arpajia OHfa je u Hu3s (Z;)Z,
Takobe KOpeKTaH.

Pexyp3uBHa meduHUNMja KOPEKTHOT HU3a 3arpafga u geduHULIN-
ja IMo3ULMOHOT MOTIIYHOT KOPEHCKOT OMHapHOT cTadlla jacHO Cyrepu-
1y d1jeKTUBHY KOPECIIOHAEHIUjY u3Mehy cKymna Koju cagpzKu CBe KO-
PEKTHe paclopefie n IapoBa 3arpaja U CKyla Koju cagpzKU CBa TaKBa
ctabna uuju je Opoj nucToBa jegHaK n + 1:

* IIpa3aH HU3 3arpaja IIpecjiukasa ce y cTadio Koje ce cacToju of
jemHOT 4BOpa U

* aKO Ce KOpPeKTHM HM30BHU 3arpafa Z; u Z, IpecjinKaBajy y CTa-
brma T, u T,, oHma ce HU3 (Z,)Z, IpecnuKasa y cTadmo Koje ce
moduja yBohemeM HOBOT YBopa (KOpeHa) UHju Cy JIEBU U [IeCHU
HaclIeOgHUK penoMm KopeHu ctadbana T; u T,.

3apauum

1. OgpenuTu cBe KOPEKTHE pacliopefe 6 mapoBa 3arpaja Koju MOYumY
ca Ta4yHO [IBe OTBOPEHE 3arpale.

2. KonCcTpyHncaTtyu nO3uUIUOHO IOTIIYHO KOPEHCKO drHapHO CcTadno koje
oxrosapa Hu3y 3arpana (()(())())((())-

3. KoncTpyucaTu cBa IO3UIIMOHA IIOTIIYHA KOPeHCKa OuHapHa ctadia Ko-
ja uMajy 6 mucrosa.
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Teopumja rpacdosa

Teopuja rpadoBa je pemaTuBHO HOBa MaTeMaTH4Ka odiacTt. HMako ce
Cca HeuyuM MITO Ha3uMBaMoO rpadoM MOKEMO CYCPEeCTH U Yy PaHUjuUM pe3yJi-
TaTuMa (BumeTu nmodetak Operbka 3.5), 3HaYajHUjU pa3BOj TeOpHje jaBiba
ce y gpyroj nmonoBuHu XIX Beka. 3a OBy TeOpHjy KapaKTepUCTHUYHa je
IIMpoKa IpUMeHa Y padyyHapCKUM, GU3MUKUM, XeMUjCKUM, OMOJIOUIKUM,
TEXHUYKUM, €KOHOMCKUM, OPTaHU3alliOHUM, COIIUjaTHUM U OPYTUM Hay-
Kama. Bumie metama Moxe ce npoHahu y [16, 17, 22], a Heke npuMeHe
HaBeIllTheMO U y OKBUPY OBOT feJjia KIbUTe.

Y onoMme m1TO crienu baBuhemo ce menoM Teopuje rpadoBa Koju ce ociia-
Ha ¥ HaJloBe3yje Ha HeKe o caapxkaja ema 1. M3narame hemMo 3anoyeTu
OCHOBHUM II0jMOBUMa, a 3aTUM heMO ce yIO3HaTU ca HEKUM TUIIOBHMA
rpadoBa. HakoH Tora nmocreneHo heMo ce yrmo3HaBaTu ca MHOTUM IIpPef-
MeTHMa u3ydaBama OBe TeopHuje. [locedHy naxmy ToCBeTHheMO aJITOpUT-
MHMa ¥ BUX0BUM IDpUMeHaMa.

3.1 OCHOBHM NOjMOBM

Y okBUPY OBOT Ofie/bKa yo3HaheMo ce ca CBUM THUITOBUMa rpagoBa Ko-
je hemo kacHuje nsyyaBatu. OdjacHuheMo Kapga 3a rpadoBe KaxkeMo Ia
cy usomMopdHu 1 gedpuHNCcaTH UHBapHjaHTe rpada. Haenrhemo HU3 Opy-
rux neduHHLIMja U OpUMepa, a u3jarawme heMo 3aK/by4YUTU MaATPUYHUM
penpe3eHTalujaMa rpagosa.

[IpeTnocTaBbaMo Aa YuTaslall MMa HEKY IpeacTaBy o rpadoBuMa (To
jecTt, ma My je IIO3HATO [a Ce pajy 0 HEKUM AUCKPETHUM CTPyYKTypaMa Ko-
je ce cacTroje om YBOpoBa IIOBe3aHUX I'paHaMa). Y INpuMeHaMa, YBOPOBU
pernpe3eHTyjy HeKe odjekTe (Koju Mory dutu reorpadcke nokanyje, jenu-
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HUIlEe OPraHn3aluoOHOTr CUCTEMA, NEJIOBU XEMHUJCKOT jequmbema, 0codbe unu
Trpylie ocoda, ¥ CIMYHO), a TpaHe pesaldje usMehy Tux odjekarta npu 4emy
IOCTOjarbe pealidje 3aBUCHO Of] CUTYyallldje MOXKe IIpeficTaBbaTu reorpad-
CKYy IOBE3aHOCT, KOMYHUKAIIMOHU KaHay, MOoTryhHOCT TpaHcdepa pode, u
CIIUYHO.

ITocedHno, MHOTU IpOdJIEMU ca KojuMa ce cycpehemo y pauyHapcTBy
MOTy ce Momenupatu rpadosuma. Heku onm mUX Cy KOHCTPYKIMja pady-
HaApCKUX MpeXa, opraHu3alidja U 3allThTa IogaTaka, pa3B0Oj BellTadyke
UHTEeJIUTeHIuje, IPOTOK MHOpMaIja, aHajan3a C/IUKa U IIpelo3HaBabhe
007MKa, CIOXKEHOCT ajropuraMa, Kogupawma U m3padyHaBamwa. Ha mpu-
Mep, CTPYKTypa IIeJIOKyIIHe UHTEpPHEeT MpexXe MOXXe OUTU IpelcTaBibe-
Ha rpadoM Tako Aa je cBaKa IlojeqUMHAaYHa JIOKallyja IIpefAcTaB/beHa He-
YUM IITO Ha3WBaMO 4YBOP rpada, a YKOJIHMKO Cy JIOKalldje IIOBe3aHe XU-
IIepJINHKOBUMA Tafla Cy oAroBapajyhu 4BopoBu rpada moBe3aHu rpaHaMa.
Y cknamy oBUM ODPHUMEPOM, jaCHO je Ja aITrOPUTMH KOjU ce pa3MaTpajy y
OKBUDY TeopHje rpadoBa npencTasbajy 3Ha4YajHy LIEeNNHY TeOpHje anro-
putama. Cneme dopmMmanHe neduHHULMje U HOTAllHja.

3.1.1 Tuwnosu rpadosa

ITpocit ipag unu camo ipag je ypehenu nap G = (V,E) Koju ce cacToju of
ckyna V 4uje e1eMeHTe Ha3uBaMoO 480po8u U CKyna E Koju 4vHe OBOYJIaHU
TIOACKYIIOBY CKyIla YBOPOBQ, a Yhje eJIeMeHTe Ha3uBaMo IpaHe. YKOJINKO je
moTpedHO Ha3HAYUTH O KojeM rpady ce pagu, CKymn YBOPOBa U CKYII rpaHa
o3HauaBahemo u ca V(G), omHocHO E(G).

Cmatpahemo fa je ckyn 4BopoBa rpada Hemrpa3aH ¥ KOHa4daH. Y TaKBQj
cuTyauuju dpoj uBoposa rpada ozHauaBamo ca n (n € N), Dok dpoj rpaHa
o3HayaBamo ca m (m € N*).

N

Cnuka 3.1: IIpumep (mpoctor) rpada.

IDakmne, rpad je jemHa pesalnroHa MaTeMaTHU4Ka CTPYKTYpa YHju Cce YBO-
POBM U U V Hajla3e y pejalldju yKOJIWKO CKyI E cagpxu enemeHT {u,v}.
YV pany ca rpadoBuMa PeTKO Kafa Ce KOPUCTU CKYIIOBHA TEPMUHOIIOTHja
U3 npeTxonHe AeduHMIMje 1 ogrorapajyha HoTauuja, a rpad ce Hajuelrhe
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npencTaBsba rpaduuku (0Tyma My U Ha3uB). Ha Cnunu 3.1 uiaycTpoBaH je
rpad G = (V,E), npu ueMy cy ckynosu V u E gatu ca

V=Ng u
E=1{{1,4}{1,5},{2,3},{2,5},{3,6},{4,5},{5,6},{5,8},{6,7},{6,8}}.

Y ckiagy ca 0OBaKBUM IIPUCTYIIOM, KaXXeMoO [a rpaHa cildja gBa 4Bopa
KojuMa je ompebeHa, DOK 3a TakBe YBOPOBE KaXKeMO Ia Cy cycegHu. 3a
TpaHy KoOja Ccliaja IBa YBOpa KaxKeMo [a je UHUUJeHIIHa Ca CBaKUM Off BbUX,
a Te YBOPOBE HA3UBaMO Kpdjesumda rpaHe. 3a rpaHe UHIMIOEHTHE ca UCTUM
YBOPOM KaxKeMo [ia Cy cycegHe.

Ysopogse rpada hemo, y 3aBUCHOCTH off KOHTEKCTA, 03Ha4YaBaTU HEKUM
O 0O3HaKa

u,v,w,...,vi,Va,v3,..., 1,2, 3,...,

a rpaHe HEKUM O] 03HaKa
e.f.g,...,e1,exe;3,...,uv,uw,vw, ... 1,2 3 ..., 12,13,23,....

Ciueiien ygopa u, y o3Hanu d,, jeqHaK je Opojy rpaHa MHIUMOEHTHUX Ca
TUM 94BOpOM. OKOAUHOM 480pa u, ¥ o3Hanu N(u), Ha3uBaMO CKYII CBUX UBO-
poBa CycegHUX TOM 4YBOpPY. MuHumasHu ciielieH ygopa y rpady o3HaudaBa-
hemo ca 6, a makcumanHu citeiieH 4gopa ca A.

Y HacTtaBKy hemo Kopuctutu cinefehe o3Hake. YKOIHUKO je U IIPOU3BO-
JhaH YBOP, a e Ipou3BoJbHa I'paHa rpada G, oHma ca G—u o3HauaBaMo rpad
KOju ce moduja yKiamameM YBopa U (M CBUX I'PaHa UHIIUAEHTHUX Ca BUM)
u3 G u, cnuyHo, ca G — e o3HavyaBaMo Trpad Koju ce goduja yKiiarmarmeM
rpaHe e. McTo Tako, YKOJIMKO e HUje rpaHa rpada G, Taga G + e 03HauaBa
HekM rpad Koju ce moduja leHUM JomaBameM rpady G.

INopen nmpocTux rpadoBa MOCTOje joIll HeKu TUIIOBU rpadoBa. YMECTO
popmanuux medunuMja faheMo BUX0OBe ONUCe U jedaH IpUMepP.

I'pag ca lieltizbama JoIyIliTa IOCTOjalke TpaHa 4YHja cy odba Kpaja jemaH
UCTHU YBOP.

Myattuipag je rpad y KojeM je mOIyIIeHO ITIOCTOjale BUIlle I'paHa u3Me-
by nBa uBopa. (V HeKoj nuTepatypu MynturpadoBu odyxBaTajy u rpadoBe
ca meTJbaMa.)

TeaxcuHcku Ipag je rpad 4ujoj je cBaKOj rpaHU IpPUApPYKEHa HeKa HY-
MepudKa BpemHOCT. Ty HYMepUUYKY BPEeOHOCT Ha3UBaMO LIedxHCUHA IpaHe.
ITpocT rpad Moxke duTH pa3MaTpaH Kao CIelyjajiaH ClIydaj TeKUHCKOT
rpada yuje cBe rpaHe UMajy TEKUHY 1.

Ycmepenu ipag (v HeKOj nuTepaTypH, opujeHiiucaHu rpad unu guipad) je
TUI rpada Yuja cBaka rpaHa MOXKe II0CEeNOBaTH yCMepemwme 0f jeTHOT UYBO-
pa ca KojuMm je UHIIUAEHTHa Ka OPYroM TakKBOM YBOpPY. YJora yCMepema
3aBucHU of KOHTeKcTa. Hajuenrhe, 4uBop o Kojer ume ycMmepemne je y pesna-
OUjU Ca YBOPOM Ka KOjeM HAe, alu He U 00paTHO. Y TaKBOM KOHTEKCTY,


graph
Line


128 3.1. OCHOBHW NOJMOBN

rpaHa de3 ycMepema je (mogpa3yMeBaHO) ABocMepHa. ['paHy ycMepeHOT
rpada Koja je ycMepeHa of UBopa U Ka 4Bopy v pa3MaTpahemo Kao ypebe-
HU nap (u,v).

Mpumep 3.1.1. HapasHo, moryhe cy 1 KoMbuHalje CIIOMEHYTUX TH-
noBa rpadosa, Ia Tako Ha IIpUMepP MOXKEeMO I'OBOPUTH O YyCMEPEHOM
TEeXXKUHCKOM MyJTurpady ca netbaMa. Ha ciunu je unyctpoBaH jenaH
TakaB rpad.

HanomeHa 3.1.2. Y HacTaBKy TeKCTa, Kafia rom Kaxemo ,rpad” umahe-
MO y BUOY IIpocT rpad geduHUCaAH Ha MOUYETKY IofmodesbKa. Y CKiamy ca
TUM, CBe meduHULMje U TBphewma ogHoce ce Ha (mpocTe) rpadoBe, U3y3€eB
aKo HUje Opyrayuje HarnameHo! MHora TBphewma MOTy Ce YOIIITUTHA U Ha
ocTajie TuioBe rpadoBa uiu Beh Baxke 3a HeEKe O]l HUX.

Cnene nBa jeqHOCTaBHaA TBphema.

Teopema 3.1.3. Cywma cilieiieHa usopoea ipaga jegHaka je geociipykom 6pojy
ipaHa, o jeciu 8axcu jegHakociu

idui =2m.
i=1

Jokas. Tlpunukom cyMupamwa OBUX cabupaka, CBaKy rpaHy dpojuMo Ta4HO
IBa IIyTa, Te OTyda CJiedu TpaxkeHa jeqHaKOCT. [

Teopema 3.1.4. 5poj usoposa HellapHoi cilielieHa ipagpa Huje HellapaH.

Joka3. Ha ocHOBY mpeTxomHe TeopeMe, CyMa CTelleHa CBUX YBOPOBA HUje
HenapHa. [TomITo UCTO BaXkKM U 3a CyMy IIapHUX CTelleHa, 3aK/bydyjeMo na
¥ CyMa HeIlapHUX CTeIleHa TaKohe HHUje HellapHa. [ ]

[IpeTxomHEe OBe TeopeMe BaXe 3a CBe TUNOBe rpadoBa M3y3€B OHUX
KOju cazpixke netrbe. Haume, y ckiany ca meduHHUIIMjOM CTelleHa Y4BOpa,
net/ba yBehaBa cTeneH 4yBopa ca KOjUM je UHIIMIOEHTHA (a TUME U CyMy CTe-
TeHa CBUX YBOpPOBA) 3a 1, HOK rpaHa Koja HHUje MeTiba UCTy cyMy yBehaBa
3a 2.
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3.1.2 WU3somopchusmu rpachoBa u MHBapujaHTe

3a rpadoBe G u H KaxXeMo0 fia Cy uU30MOppHU YKOJIMKO IIOCTOjU OUjeK-
THBHO IIpeCJINKaBambe CKylla YBOPOBa jeJHOT Ha CKYyIl YBOPOBa APYIOT KO-
je gyBa cycencTtBa usMeby uBopoBa. I[IpakTuuno, rpadoBu cy u3oMoOphHHI
YKOJIMKO Ce pa3nuKyjy caMo y O3HadaBamby 4BOPOBaA.

HanomeHa 3.1.5. Y HekOQj nuTepaTypu 3acCTyIJbeH je HEUITO Opyraduju
IIPUCTYI y CKJIay ca KojuM cy u3oMopdHU rpadoBU MOeHTUPHUKOBAHU
(To ject, m3zomopduu rpadoBU pa3MaTajy ce Kao jemaH uctu rpad). Ja-
CHO je ma usMebhy mBa npucTymna HeMa KPyIIHUX pa3JidKa 1 [Ia Ce OHe CBOMe
Ha pa3jiuKe Yy TEPMUHOJIOTHjU.

Mpumep 3.1.6. Jebununmja nose3aHor rpada mara je y HacCTaBKYy,
npernu3Huje Ha cTpanu 132. ¥ oBoMm TpenyTKy pehu hemo ga je rpad
IIoBe3aH YKOJIUKO Ce Ol CBAaKOT UBOpa Moxke Aohu mo duio Kojer apy-
ror yBopa ,kKpehyhu” ce mo rpanama Tor rpada. Y cynpoTHoMm, rpad
je HemoBe3aH.

Csu Heu3oMophHU IToBe3aHU rpadoBU ca 4 YBOpa UIIyCTPOBAHU CY
Ha CIULMN.

TN IX
L INX

I'padoBe 13 TpeTXOOHOT IpUMepPa OOpeannau cMo Bogehu ce jegHocTaB-
HOM JIOTHUKOM, IOOK V OIIITEM CJIy4ajy UCIUTHBake M30MOPGHHOCTU OBa
rpada HUje jemHocTaBHO. Ha Cnumu 3.2 uinycTpoBaHa Cy ABa M30MOpd-
Ha rpada 4Yuju je 3ajemHUYKU Ha3UB YelliBopoguMeH3uoHa Kouka. OMIITH]e,
rpad 4Huju ce CKyI YBOPOBa CaCTOju of CBUX ypeheHux duHapHUX k-TOPKU
¥ YHja Cy YBOPOBHU CyCeOHM aKO M caMO aKoO ce ofaroBapajyhe k-Topke pa-
3JIUKY]y Ta4HO V jedHOj KOOPOAUHATHU Ha3UBaMoO K-guMeH3UOHA KOoUuKda.
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Cnuka 3.2: YeTBoponuMeH3K0OHa Kolka (mpey3eto u3 [30]).

Ca nmopacTtoM dpoja yBopoBa Opoj HenszomMopdHUX rpadoBa dp30 pacTe.
Y cnepehoj Tabenu mat je Opoj Hem3oMophHUX TOBe3aHUX IpadoBa ca Haj-
Buiie 10 ¥BOpoOBa:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
# 1 1 2 6 21 112 853 11117 261080 11716571

Hneapujanita ipaga je dpyHKUIMja medmHHCaHa Ha CKyny rpadoBa Koja
UMa MCTy BPeOHOCT 3a cBe m3omopdHe rpadoBe. MHBapujaHTe rpadoBa
IpenMeT Cy HIMPOKUX MCTpaXKuBama, a [0 caja cMo ce Beh cycpenu ca
HekuM of mux. Ha nmpumep, To cy dpoj uBopoBa n, dbpoj rpaHa m, MUHU-
MaJIHU CTeIleH 4YBopa 6 MJIM MaKCHUMaJIHU CTelleH YyBopa A. Y oHOMe IIITO
cnenu cpetaheMo ce ca MHOTUM OPyrUM MHBapHjaHTaMa.

ITogipag rpada G = (V,E) je rpad G' = (V',E’) 4uju je CKyIl 4BOPOBa II0[-
CKYII CKymna 4BopoBa rpada G, a CKyI rpaHa HNOACKYII CKyIla I'paHa UCTOT
rpada, To jecT Baxku

V' CV,E CE.

Hedopmanuo, kaxkeMmo ga rpad G cagpxu rpad G’ u ga ce G’ Hana3u y G.

Hngykosanu tiogipag rpada G = (V,E) goduja ce yknamameM IPOU3IBOTb-
HOT CKyIla YBopoBa rpada G (TuMe U rpaHa MHIIMAEHTHUX ca ibuMa). CBaku
MHOYKOBaHH Ioarpad UCTOBPEMEHO je U Imoarpad, oK 00paTHO He BaXKH.

Komiinemenit tpada G = (V,E) je rpad G = (V,E) KOju UMa KCTH CKYII
4yBOopoBa V U y KQjeM Cy YBOPOBU CYCEOHHU aKO U CaMO akKO HUCY CyCel-
HU y rpady G. 3a rpad KaxeMo Oa je CaMOKOMilleMeHIllapHU YKOJIUKO je
u3omopdaH CBOM KOMIUIEMEHTY. HuTanall ce MOxXKe YBepuTHu fa je y Ilpu-
Mepy 3.1.6 HaBeneH jenaH caMOKOMILJIeMeHTapHu rpad.
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3.1.3 LlleTwe, cTase U NyTeBM

Illelirva y Tpady je HU3 0dnMuKa (vq,e1,Vs,€s,. ..,k 1,Vx) YAJU CY WIAHOBU
HaM3MeHUYHO YBOPOBHU U I'paHe TOT rpada TaKBHU [a je TpaHa e; UHIUAEHT-
Ha ca yBopoBUMa V; U Vi1 (1 <i<k—1). Kaxemo fa meTma 11osesyje (Uiu
craja) yBopoBe v, u Vi. IlleTa je 3ailisopeHa akKo BaXKU V; = Vi, a Y CYIIPOT-
HOM je oieopeHd. [[yjxcuHa wellike jeOHaKa je dpojy rpaHa Koje cagpzKu.
HedopmanHo, KaxkeMo [ia IIeTia IIpoJjia3u YBOPOBMMa U I'paHaMa Koje ca-
opxku. [IpuMeTuMO Oa meTHa UCTUM YBOPOM HJIM UCTOM I'PAHOM MOIKe
npohu Buille nyra.

HanomeHa 3.1.7. llletwy y rpady Hajuenthe heMo o03HauYaBaTH OHAKO KaKo
CMO TO YYMHWIU y IPETXOOHOj medUHUIIMjHU, NaKjle HaBOhemeM YBOpPOBa
U rpaHa. YKOJHMKO IpaHe LIeTEHe He UTPajy yI0ory y KOHTEKCTY y KojeM
ce OHa pa3MaTpa, KOpucTuheMo U caXxeTy HOTaUHjy 0dmuKa (vi,Va, ..., Vi),
Ipu YeMy ce IIoOpa3yMeBa fa Cy YBOPOBU KOjUu CY CyCeHU Y HU3Y CYCEeIHU
U y pasMaTpaHoM rpady.

Citaza y rpady je 1meTHa Koja CBaKOM I'paHOM ITpOJia3u HajBUIllE jemaH-
nyT (IpOU3BOJFHUM YBOPOM MOKe IIpPohM M BUILIE IIyTa).

ITytu y rpady je meTsma Koja CBAKUM YBOPOM (THMe, ¥ CBAKOM I'DAaHOM)
[IpoJia3y HajBUIIE jeJaHITyT.

CnuyHo, iyl y ycmepeHoM ipagy (unu ycmepeHu iyii) ogpeben je Hu3om
pa3IUYUTUX YBOPOBa (Vi, Vs, ..., Vx) TAKBUM Ja Taj ycMepeHU rpad campxu
rpaHe (v;,viy1), 3a 1 <i < k- 1. Ca nyreBumMa y ycMepeHUM rpadoBuMa
Hehemo ce cpeTaTtu npe Opempka 3.10.

MpumMmep 3.1.8. JenHa metwa y rpady ca cirke (y CKiIagy ca caxkxeToM
"HoTtauujom u3 Hanomene 3.1.7) je (1,3,4,5,2,8,5,4,7). [pyra mert-
’a, K0ja je ICTOBPEMEHO U CTa3a, je peruMmo (3,1,4,7,3,4,5), a Tpeha
lIeTHa, Koja je ¥ cTa3a U IyT, je peuumo (1,3,7,4,5,2,6).

1 2

7 8

IToBe3zaHocT rpada HedbopmanHo cMo yBenu y [Ipumepy 3.1.6. Dop-
MasiHa OeduHUIMja He pa3fuKyje ce MHOro. [akse, 3a gBa 4Bopa rpada
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KaXkeMo fia Cy 108e3aHU YKOJIUKO IIOCTOjU IIYT KOjU UX II0Be3yje. Y CynmpoT-
HOM, YBOPOBH Cy Helloge3aHu. 3a rpad KaxeMo [a je 108e3aH YKOJIUKO Cy
CBU 4BOpPOBU TOT rpada MehycodHo moBe3anu. Y cynpoTHOM, rpad je He-
tiosesaH.

[IpumeTHMO fa je TOBE3aHOCT YBOPOBA jeHa pealnija eKBUBaJeHIHje
medbuHucaHa Ha rpady. Kiace ekBuBajieHIIMje V OOHOCY Ha Ty peJjaldje
Ha3mBaMO KoMiloHeH e flose3aHocitiu ipagpa. Cnemne joIill HeKe OedUHUITH]E.

BesusHu usop rpada je 4YBOp UMjUM Ce yKlamameM Op0j KOMIOHeHaTa
noBe3aHocTu yBehaBa. Mocil (unu 8e3ueHa ipaHa) rpada je rpaHa yKiamba-
BeM Koje ce dpoj KoMmmoHeHaTa mmoBe3aHocTu yBehaBa (3a 1). IlocedHo,
BE3MBHU YBOP M MOCT IIOBe3aHOT I'pada Cy pemoM UBOp U TpaHa YHjUM
yKIambamkeM rpad mocraje HemoBe3aH. TakaB YBOP U I'paHa He MOpPajy Oa
mocToje.

Pacitiojarve n3meby nBa uBopa u u v rpada G, y o3nauu dist(u,v), jeqHako
je myxunHu Hajkpaher nyTa Koju ux nosesyje. Cmatpahemo ma je pacroja-
e u3Mehy mBa 4Bopa KOju HUCY IIOBE3aHU ODECKOHAUHO.

ExcueHniipuyuilieii yg8opa u, y O3HaI¥ ecc(u), jegHAK je pacTojamy u3Mehy
TOT YBOpA ¥ YBOpa KOjU Ce Hajla3W Ha MaKCUMaJIHOM pacTojamy Of Hera,
TO jecT

ecc(u) = max{dist(u,v) | ve V}.

Pagujyc ipaga G, y o3nanu r(G), jeqHaK je MUHUMAaTHOM eKCLeHTPHUIH-
TeTy YBopa ToT rpada, To jecT

r(G) = min{ecc(u) | u € V}.

IleHitiap ipagpa urHE CBU YBOPOBH YHUjHU je €KCIIEeHTPUIIUTET jeIHaK pagu-
jycy rpada. ]

Hujamettuap ipagpa G, y o3uanu diam(G), jemHaK je MaKCUMaJIHOM €KCIIeH-
TPULUTETY Yy TOM rpady, TO jecT

diam(G) = max{ecc(u) | u € V}.

IToBe3aHOCT, pafAujyc U A¥jaMeTap Cy MHBapHjaHTe rpada.

3.1.4 Heku rpacosu

ITpasaH ipag je rpad Koju HeMa rpaHa. Takas rpad Koju ce cacToju camo
Ofl jemHOT YBOPa Ha3uBaMO pusujasaH ipag.

Komiineitian (unu iioltiiyH) ipag je rpad duja cy cBaka IBa YBOpa CII0jeHa
rpaHoM. KomnneraH rpad Koju uMa n 4BOpoBa 03Ha4aBaMmo ca K.

PeiyaapaH ipag je rpad 4mju YBOPOBU UMajy jedHaKe cTelleHe. PeiuMo,
IIpa3HU U KOMILJIETHU I'padoBU Cy perynapHu. PerynapHu rpadosu npen-
MeT Cy MHOT'HX UCTpaXxuBamwa. VMajy MIMPOKY IPUMEHY Yy TEOPUjU KOLO-
Ba, KOHCTPYKILUjU KOMIUJIEKCHUX MpexXKa, eJIeKTpoTexHunu u xemuju. Ha
ocHoBY IIpumMepa 3.1.6, 3aK/by4dyjeMo ga IIOCTOje TaYHO ABa Hen3doMopdHa
ToBe3aHa peryJjapHa rpada kKoja uMajy 4 yBopa. Ilo3HaT je dpoj TakBUX
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rpadoBa u y cinydajy Beher dpoja yBopoBa. Penimo, moBe3aHUX peryiap-
Hux rpadosa ca 10 yBopoBa nma 167, a ca 16 uBopoBa 1698517036411.

BuiiapiuuitiaH ipa¢ je TpuBHMjanaH rpad unm rpad 9uju ce CKyI 4YBOPOBa
MOZKe TIOAe/IUTH Ha OBa OQUCjYHKTHA IOACKYyIa (makse, y ckiagy ca nedu-
HUIIMjOM ITapTHUIIMje CKyIma Koja je maTa Ha ctpaHu 102), Tako fa cBaka
rpaHa Tor rpada craja 4BOp M3 jedHOTr MOACKYyIa ca YBOPOM M3 OAPYIroT
nonckyna. [IpuMeTuMoO fa je cBaku IIpa3aH rpad UCTOBpeMeHO U dumnap-
TUTaH; Oynyhu Ja HeMa rpaHa, ’eTOBU YBOPOBU MOTY Ce, Ha IPOU3BOJbaH
HAQUVH, paCIOPEenuTH y OBa OUCjYHKTHA CKyla.

Komiineltian builapitiuitiaH 1pag je dunapTutan rpad KOO Kojer je cBakKu
YBOP U3 jeqHOT CKyIla TapTuliflje CycemaH CBUM YBOPOBHUMaA U3 IPYTOT CKY-
na. CTeneH CcBakKOr 4BOpa U3 jJeOHOT CKylla jefHakK je Opojy 4BOpOBa Opyror
ckyna. Kommieran dunapturtas rpad o3HadaBamo ca K, ,,, Ipu 4emy n,
U n, 03Ha4aBajy KapAUHAJIHOCTYU CKyIlOBa IIapTUIldje.

3ge3ga je koMmieTaH dunapTuTaH rpad 3a Koju Baxu n; = 1.

Iukayc je moBe3aH rpad KOI KOjer je CTeleH CBAaKOI YBOopa jegHaK 2.
[Tuknyc Koju mMa n 4BOpPOBa 03Ha4YaBaMo ca C,.

Ilyi je rpad medunHUCaH Ha cnenehy HaYuH:

* 3an <2 To je jenuHu noBe3aH rpad ca n YBOPOBa, a

* 3an > 3 1O je rpad Koju ce modHja yKiIamameM jeqHe rpaHe LUKITY-
ca C,.

IlyT Koju uMa n YBOpoBa O3Ha4YaBaMo ca P,.

Hyorcuna yukayca U gyscuHa Uyilia jegHaKe Cy Opojy rpaHa y CBaKOM Of
BUX.

[MpumeTtumo ga oyT y rpady (y cMuciy paHuje medbuHULMje IIyTa Kao
CIleIdjaJIHOT cily4aja IeTwe y rpady mate Ha cTtpanu 131) ompehyje un-
OyKoBaHU moarpad Koju je myT (Y CMUCITY OpeTXonHe neduHUIuje).

JacHo je ma 3a n € N, mo Ha u3oMopdu3aM, IIOCTOjU TAaYHO jeaH Ipa3aH
rpad, koMmeTaH rpad, HUKIYC U IOIYT ca n 9YBopoBa (y Ciaydajy OUKIIyca,
MoOpa BaxuTu n > 3). Cnu4HO, 3a n;,n; € N, 1o Ha u3oMopdu3am, II0CTOju

TAYHO jeflaH KOMIJIeTaH dunaprutas rpad K, .

Mpumep 3.1.9. Ha cnunu ce pemoM Hanase jemaH peryiapad rpad
4YWju Cy CBHU YBOPOBU cTemeHa 3 (oBaj rpad mo3HaT je Kao [leiluep-
ceHos?® ipa¢g), mpuMep dumapTUTHOr rpada, KOMIIeTaH OMIApPTUTAH
rpad K5, 3Be3ga K g, mukrnyc Cg 1 IyT Pg.

25]ynujyc Ietep Kpuctujau Ietepcen (Julius Peter Christian Petersen, 1839-1910) - fas-
CKHM MaTeMaTu4ap.
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TMomomemak heMo 3aK/byYHTH jeTHOM OOPEeOHHUIIOM OUIIAapPTUTHHUX I'pa-
¢doga.

Teopema 3.1.10. I'pag je buiiapitiuiliaH ako U camo ako He Cagpicu UUKAYC He-
flapHe gysicuHe (kao tiogipag).

Joka3. Axo du dunapTuTaH rpad cagpkao HUKIYC HellapHe OyXKuHe, OHOa
1 cBaka [Ba cycemHa 4YBopa TOT IIUKJIyCa IpuNagasa pPa3jinuuTUM CKY-
TIOBHMMa IapTHUlldje YBopoBa, MebyTuM To HUje Moryhe dynyhu ma LUKITyC
cafpxu HellapaH dpoj 4BOpOBa.

[IpeTnocTaBUMO cafa fa je rpad moBe3aH U Oa He CaOpKU LUKIIYC He-
napHe ayxuHe. HM3BpmuheMo pa3BpcTaBame uBopoBa rpada y ABa cCKy-
Ila TaKO Ja YBOPOBU KOjU IpUIlajajy UCTOM CKYIly HUCY CcycegHU. Hajupe
IIPOU3BOJbaH YBOP, PELUMO U, TOJajeMOo Y IPBU CKYIl. 3aTUM CBe YBOPOBE
KQOjHu Cy Ha HEIIapHOM pacTojamy O YBOpa U IofajeMo y OPYT'H CKYII, a CBe
OHE KQjU Cy Ha IIapHOM pacTojamy y IPBU. YKOJIMKO, HAKOH 3aBpIIETKa
0Be mpollenype, Meby 4BOpoBMMa HCTOT CKylla HeEMa CyCegHUX, rpad je
dunaptuTasn.

Y cynpotHoM, moroguhe ce ma cy OBa 4BOpa, Koja cy unu 0da Ha He-
napHOM unm odba Ha IMapHOM pacTojamy Of U, CyCeOoHHU. Y TOM CIy4ajy,
KoMbMHOBameM Hajkpahux myTeBa of YBOpa U [0 CBAKOT O TUX YBOPO-
Ba U IpaHe KOja UX cliaja, 4odujaMo IIUKIIyC HelapHe OyXKHUHE, IITO je y
CYIIPOTHOCTH Ca IIPETIIOCTaBKOM.

Axo je rpad HemoBe3aH, OHJA IPETXOOHY IIPOLIeAypPY Tpeda IPpUMeHUTH
Ha CBaKy OF KOMIIOHeHaTa II0BE3aHOCTH. |
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3.1.5 MartpuyHe penpe3eHTaumje rpacosa

Wwma BuIlle HauMHa 3anKcuBama rpadoBa y padyHapCKUM CUCTEMUMA, a
CKOPO CBU Cy 3aCHOBaHU Ha Pa3IW4YUTUM HaBohemnMa cycencrasa nusMmeby
4YBOpOBa. JeZaH TakKaB 3aluC jeCTe MaTpU4YHM 3anuc. Hexka cy Hapasee
Vi,Va,...,V, 9YBOPOBH, a €1, €, ..., e, I'paHe, rpada G.

Maiipuua cycegcitisa rpada G, y o3Hauu A(G), je MmaTpuia dopMara n x n
Yy K0jOj je efleMeHT Ha IIO3ULrju (I,j) jemHak 1 yKOJIMKO Cy YBOPOBHU V; U V;
cycenHH, a'y cynpotHoM 0. MaTtpuiia cycencrsa je O9UII€gHO CUMETPUY-
Ha. [IpuMeTuMO ga MaTpHIla CyCeOCTBa HHUje MHBapHjaHTa rpada. Umaxk,
MaTpulle cycencTBa M3oMophHUX rpadoBa Cy CIUUYHE (IITO HUje TELIKO
IoKasaTu).

Maitipuua uHuugeruuje rpada G, y o3Hanu R(G), je matpuiia ¢dopmara
n X my KOjoj je eleMeHT Ha no3unuju (i,j) jegHak 1 yKOJIMKO je 4BOD V;
WHIMAEHTaH ca I'paHoM e, a y cynpotHoM 0. CBaka KOJIOHa MaTpuIle WH-
mUOeHIMje caapzKU TaYHO [BE jeJUHUIIE.

Mpumep 3.1.11. MaTpuuia cycencrBa rpada ca CIUKe 4Huja i-Ta BpCcTa
¥ KOJIOHa OATr0Bapajy 4Bopy HyMepucaHoM ca i (1 <i < 7) u jegHa Ma-
Tpulla UHIUAEHIINje UCTor rpada ogpehbeHa Ha cnuyaH HaYUH PEIOM
Cy mate ca

0111111 111111000
101 00 0O 100 0O0O01TO0O
11000 0O 01 00O0O0OT1O0O0
A=]11 00O01O0O0|, R=1]001O0O0O0O0T1O0
10 010O0O0 0 001O0O0O0OT1FO0
1 000001 0 0001 O0O0O0O1
1000 01O 0000 O0O1O0O01
2
7 3
6 4
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Ha modyeTKy momoperpKa pPeKM CMO fJa ce OHedHUHHUCaHe MaTpulle Ko-
pucTe 3a 3anuc rpadoBa y pauyHapCKUM CUCTeMUMa. To je TauHO, MaKO
MOXK€EMO IPUMETHUTH [ia OHE Iajy BUllle nH(opMaIlrija HeTo IITOo je TOTped-
Ho. Ha npumep, rpad MoxkeMO OgpenuTH caMO Ha OCHOBY, PeluMOo, Top-
Ber Tpoyrjla MaTpulle CyceAcTBa. [mak, oBakBUW 3allliCU UMajy U HeEKe
npensocTtyu. HamMme, npupmpysKeHa MaTpHUlla cagpKu HU3 mHOpMAaIuja o
CTPYKTYypHU U MHBapujaHTaMa rpada. Takobe, Heke TpaHchopMalinje rpa-
¢a moryhe je gedpuHMCcaTU onepanrjaMa Hafg oOroBapajyhuM MaTpuiiaMma.
IToctoju yuTaBa odnacTt Teopuje rpadoBa Koja ce Ha3UBa CIIEKTpaJiHa Te-
opHja ¥ Koja ce HaBU HU3ydyaBamkeM MaTpHlla CyCeICTBa (UM HEKUX OPYTUX
KBaJlpaTHUX MaTpHulla Koje cy nNpuapyxeHe rpadoBruMa) u peaqHux dpoje-
Ba Koju cy oppebenu muMa. TakBu dpojeBU Ha3uBajy ce COIICTBEHE BPe[-
HOCTH U YWHE MYJITHUCKYI KOjU ce Ha3uBa clekiuap ipaga. Ha cneKTpanHOoj
Teopuju rpadona ce HeheMo 3aapKaBaTH, a BUIIIE 0 B0j MOXKe ce TpoHaku
y [11], a o ’eHUM nIpuMeHaMa y pauyHapcTBy y [10]. (MHTepecaHTHO je,
penyMo, IOa je MHTepHeT IpeTpaxuBaud ['yri 3acHOBaH Ha pe3ylaTaTUMa
OBe Teopuje.)

3apaum

1. [Joka3aTu fa He IIOCTOju peryiaapaH rpad ca HelmapHUM dpPoOjeM YBOPO-
Ba ¥ HeIlapHUM CTEIIeHOM 4YBopa.

2. Jloka3aTu Oa 3a CBakKu moBe3aH rpad Baxu m > n — 1. HaBecTtu mmpu-
Mep rpada 3a Koju ce JoCTuXKe jemHakocT. Konuko rpaHa uMa KOMIIJIETaH
rpad K,, a Konuko KoMIuleTaH dunaptutal rpad Ky, ,,?

3. Ha KokTeny ce Hama3u n dpauynux napoBa. AKO Ce CBAKO Of IIPUCYT-
HUX PYKOBaoO Ca CBMMa OCHM Ca CBOjUM CYIIPYKHHUKOM, KOJIUKO je YKYIIHO
pyKoBama duno? ®opMupartu oarosapajyhu rpad 4uju cy Y4BOpOBU CYCe-
HU aKO ¥ caMO akKo cy ce oArosapajyhe ocobe pykoBamne. (OBakaB rpad
Ha3uBaMoO KokilieacKu ipag.)

4. HaBecTu mpuMep IIoBe3aHOT perynapHor rpada koju uma 100 yBoposa
cTemneHa 4.

5. [JokasaTu Oa 3a CBaKU KOMILJIETAH OUIIapTUTaH perynapaH rpad K,
KOju HHje nIpa3aH rpad BaxKu jeOHAKOCT Nn; = N,.

1:12

6. loka3aTu ma je k-muMeH3MOHa KOLIKa jedaH OuUIlapTHUTaH peryiapaH
rpad cremena k Koju uMa 2% yBopoBa u k2*~! rpana.

7. Joka3aTu fa He IMOCTOju rpad 4Yuju Cy CBU YBOPOBU PA3JIUUUTOT CTe-
neHa. KoHcTpyrcaTu nmoBe3aH rpad ca 8 4yBopoBa YHju Cy CTEIIeHU pegoM
1,2,3,4,4,5,6u7.


graph
Line


3. TEOPUJA TPA®OBA 137

8. HaBecTu nnpuMep I1oBe3aHOT OUIIapTUTHOT rpada y KojeM CBU YBOPOBU
Y CBAKOM Ofj CKyIIOBa IIapTULje UMajy pa3IinuduT crteneH. M3secTu onmru
3aKJby4ak.

9. OppepnuTu cBe Hen3doMopdHe ToBe3aHe rpadose ca 5 YBOpOBa KOf KO-
jux je MUHUMAJIHU CTeleH 4Bopa Behu ox 1.

10. OgpenuTu cBe Hen3oMop(dHe MoBe3aHe perynapHe rpadose ca 8 4Bo-
posa.

11. [JokasaTu fa je HajMame jegaH of rpadosa G, G moBe3aH.

12. [Toka3aTu Ia 3a CcBako n € N, mo Ha uzoMopdusaM, [IOCTOjU TAUYHO
jemaH KokTeJicKu rpad (medbuHmMcaH y 3agaTKy 3) KOju UMa 2n 4BOpoBa.

13. [JokasaTu fga 3a cBako n € N, 1o Ha m3oMopdu3aM, IIOCTOjU TAUHO
jenaH moBe3aH rpad 4Yuju Cy CTEIeHU YBOPOBa pedoM IaTu ca

12@ _1,@,@,@+1,...,n—2,n—1

(ymopenutu 3apmaTax 7).

14. [Joka3aTu ga 3a CBAKO k > 2, k-TMMeH3MO0Ha KOIIKa CaapKu UHOYKOB-
HU noxarpad nzomopdan (k — 1)-UMEH3UOHO] KOLIKU.

15. oka3aTtu pna dpoj 4BOpOBa peryjiapHOr CaMOKOMILJIEMEHTApPHOT I'pa-
¢a jennak 4k+1, 3a k > 0. [okasaTu ga je nukiyc Cs, 10 Ha usoMopdusam,
jemmHu Takas rpad ca 5 YBopoBa U OIPEOUTU CBe TaKBe rpadose ca 9 uBo-
posa.

16. [JokasaTu Oa peryiapas rpad creneHa 3 cagpzKU Be3UWBHHU YBOP aKo
U CaMO akKo CagpzKu MOCT.

17. Jokas3aTu Oa OujaMeTap CaMOKOMIIJIEMeHTapHoOr rpada Huje Behu
on 3.

18. M3pauyHaTu eKCIEHTPUIMTET CBAKOT YBOpPa, pajujyc U OujaMeTap
ITeTepcenoBor rpada u k-TuMeH3UOHE KOIIKE.

19. JlokaszaTu ga 3a CBakKu rpad BaxXu UOEHTUTET

RRT=A 4D,

mpu yemy je R maTpuua nHuuaeHuuje, RT keH TpaHCMoHAT, A MaTpUIla Cy-
cenctsa, a D ogrosapajyha mujaroHanHa MaTpHUlla ca CTeIIeHMMa YBOPOBa
Ha I'JIaBHOj OWjarOHaJIu.

20. [Ioka3aTu Oa je eIeMeHT KOjU Ce Hajla3u Ha HNO3uluju (i,j) y MaTpu-
uu A* (mpu yemy je A MaTpuIla cyceacTBa rpada) jemHak opojy IIeTHH ay-
XKUHe k Koje Ioja3e U3 YBOpPa V;, a 3aBplllaBajy y 4BOpy V; Tor rpada.
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3.2 Cradna

Y oBoM operpKy yno3Hahemo ce ca rpadoBuMa Koje Ha3uBaMo cTadbnu-
Ma. ITocedHo heMo pa3zMOTpUTH KOpeHCKa U pasanumyha cradna u Ha-
BemrheMO [IBa aJIropuTMa 3a Iperpare rpadosa. H3marame Koje cnenu
IpencTaBba TEOPHjCKY OCHOBY 3a aJilrOPUTMe Koje heMo IIpe3eHTOBaTu y
HapefHa ABa OfeJbKa.

3.2.1 JOedmHMUMja N OCHOBHA CBOjCTBA

Citiabs0 je moBe3aH rpad Koju He cagpxku noarpad usomopdaH HUKITY-
cy. Ilpumep jegnor cradna pat je Ha Cnunu 3.3.

Cnuka 3.3: IIpumep cradna.

Bpoj HenzomopdHUxX cTadana ca Hajsuiie 14 yBOopoBa marT je y cinenehoj
Tabemnu:

nl1l2 3456 7 8 9 10 11 12 13 14

# 1 1 1 2 3 6 11 23 47 106 235 551 1301 3159

HenosezaHu rpad 4dmja je cBaka KOMIIOHEHTa I10Be3aHOCTH CcTabdio Ha-
3uBaMo wyma. Cnene HeKa CBOjcTBa cTabara.

TeopemMa 3.2.1. Cregeha lispherva cy eksuBa/1eHIIHA.
(1) T je ctuabro.

(2) T je liosesaH ipag Kog kojel je 6poj ipaHa 3a 1 marwu og bpoja ueopoea, iio
Jjeciu sadicu
m=n-1.

(3) T je makcumanHu ipag 6e3 uukayca (y cmucay ga gogasarem duo Koje ipa-
He Haciligje YuKayc).
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(4) T je muHumanHu tioge3aH ipa¢ (y cmucay ga ykaarearbem 6ua0 Koje ipaHe
fioclugje Helloge3aH).

(5) 3a csaka gea usopa ipaga T tiocitoju ayHo jegaH Tyill Koju ux liogesyje.

Jokasz. (1)=(2) IlpeTnocTaBUMO Ja UMIIIMKallija BaXXHX 3a CBa cTadia ca
HajBUIIIE N YBOPOBAa ¥ HEKa je dpoj uBopoBa cradbna T jegHak n+ 1. V me-
My IIOCTOje OBa 4YBOpa Koja Ce Hajla3e Ha MaKCHMAaJIHOM pacTojalmy U TU
YBOPOBU MOpajy dutu creneHa 1. (V cynIpoTHOM, UM HUCY Ha MaKCUMal-
HOM pacTojamy uUnu y rpady mocToju MuKiyc.) YKiamameM OUJI0 Kojer of
Ta ABa 4YBOpa modujamMo ctadio ca n yBopoBa M (IO mpeTnocTaBum) n — 1
rpaHa. bynyhu ma cMo yknamameM YBOpa YKJIOHUIM U TaYHO jeJHY I'DaHy
WHIUIEHTHY ca BuM, cTadno T uMa n rpaHa.

(2)=-(3) Hajupe, pa3amaTpaHu rpa¢d HeMa LIUKIIyca, MHa4Ye dHUCMO yKIia-
BhambeM IpaHe KOja IIpuUIlajla HEKOM IMKJIIyCy A0dunu moBe3aH rpad ca
UCTUM OpOjeM YBOPOBa, allk Ca jedHOM I'PaHOM Mambe, IITO HUje Moryhe
oynyhu ma rpad ca Tum dpojeM rpaHa He Moxke duTH moBesaH. (OBo je
jemHOCTaBaH MHOYKTWBHM 3aK/by4dakK. Bupetu u 3amaTtak 2 U3 IPETXOTHOT
omerpka.) Bynyhu ga je T moBe3aH rpad, 3a cBaka gBa YBOpa IIOCTOjU IIYT
KOju UX IOBe3yje. YKOJIUKO JoaMo jedHy TpaHy, Ha npuMep usdmehy 4so-
poBa u U Vv, Tafla OHa 3ajelHO ca IIyTeM KOjU UX II0Be3yje YUHU ITUKITYC.

(3)=(4) Ako je T makcuManHu rpad de3 HUKIyca, OHOa OH Mopa ou-
TH n0Be3aH. (Y cyIpoTHOM, MOTIH dKCMO mofjaTy rpaHy usMehy uBopoBa
KOjU ce Hajla3e y pa3InduTUM KOMIIOHEHTaMa U Ha Taj HauuH GopMUpaT
rpa¢ ca Behum dpojeM rpaHa Koju Takohe HeMa HuKIIyca.) AKO caga yKJo-
HUMO jeIHYy rpaHy u3 rpada T, oHOa OH He MOXKe OCTaTH I10Be3aH jep du y
TOM CJIy4ajy II0CTOjao MyT KOju IoBe3yje YBopoBe uaMebhy kojux je ympaso
YKIIOKk€eHa I'PaHa, ITa OU Taj IIyT ¥ Ta I'paHa YWHWIN IUKIIYC V II0Ja3HOM
rpady.

(4)=(5) [IpeTnocTaBUMO Oa 3a HEKa [JBa YBOpa IOCTOje IBa IIyTa Koja ux
noBe3yjy. Y TOM ciiy4ajy (IOLITO Cy TU IIyTEeBU Pa3/IUYNTH), IIOCTOjU rPaHa
KOja IIpunajza IpBOM Of BbUX, a He IIpUNafa OpyroM. YKiamameM Te TpaHe
modujamo rpad ca MamuM dpojeM rpaHa Koju je Takobe mmoBe3aH (HauMe,
U Jajbe 3a CBaKa [Ba YBOpa IIOCTOjU IIyT KOjU WX II0Be3yje 3axBasbyjyhu
IOCTOjary ABa nyTa uaMeby pazmaTpaHUX 4YBOPOBA), IITO IPOTUBYypEYU
npetnocTtaBnu (4).

(5)=(1) I'pad 3a K0Oju BaxKu NpeTHocTaBKa (5) no nepUHUINjHU je TToBe-
3aH. YKOIUKO du Takas rpad cagpzKao IUKIIyC, Taga O 3a cBaKa JIBa 4YBO-
pa Koja mpunagajy UKJIyCcy II0CTOjajia ABa IIyTa KOju UX IIoBe3yjy (oda my-
Ta ce Hajla3e y TOM LIUKJIYCY), IIITO HHUje V CKJIaay ca IpeTiocTtaBkoM (5). B

Y HacraBKy hemMo pa3amMoTpuTH ABe BpCcTe cTadasa: KOpeHCKa M pasa-
numyha.
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3.2.2 KopeHcka u pasanuwyha ctadbna

KopeHcko ciiabao je cTtadbio 4uju je jemaH 4BOP U3OBOjEeH O OCTaJIUX.
Taj uBOp HA3UBaMO KOPEH.

Meby uBOpOBHMMa KOpeHCKOTr cTabia mocToju ompeheHa xujepapxuja
u npateha TepmuHonoruja. Heka je T KOpeHCKO cTadiio 4YHju je KOpeH
4yBOp . 3a 4YBOP U, 3a Koju Baxku dist(u,r) = i, KaxKeMo [a IIpumanga i-ToM
HUBOY cTabnma T. AKO 4YBOp u IpuIlaga i-TOM HMBOY, a YBOp V IIpuIanga
(i+ 1)-oM HMBOY ¥ aKO Cy Ta [Ba YBOpa CyCEeOHH, OHIA YBOD U HA3WBaMO
ipeillixogHUKOM 4YBOPa V, @ YBOP V Ha3UBaMO HAC/1egHUKOM YBOpa u. YBOPp KO-
ju Hema HaclegHWKa Ha3uBaMo Jjucii. YBOP KOju HUje HU KOPEH HU JIUCT
Ha3uBaMO yHYWpawrU 48op.

MpumMmep 3.2.2. Ha cnuny je uiIyCTPOBaHO jeTHO KOPEHCKO cTabso ca
pacmopenoM YBOpoOBa II0 HMBOUMA.

HHUBO YBOPOBHU

0 1
1 2,3
2 4,5
3 9,1
4 1

@12

Jacuo, uBop 1 je KopeH, uBopoBu 6, 7, 8, 9, 11 u 12 cy nucrtoBH, a
OCTaJI YBOPOBU CY YHYTPAIIU.

KopeHcko k-apHo ciliabs0 je KOPeHCKO cTadilo 4¥ju CBaKM YBOpP UMa Haj-
Bullle k HacnegHuKa. IloililiyHo KopeHCKo k-apHo ciliabs0 je KOPeHCKOo CTa-
0710 yMju cBakM YBOP KOjU HHUje MUCT MMa TayHO k HaciegHuka. Ca oBa-
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KBUM cTadnuma Beh cMo ce cycpenu y OmerpKy 2.5. Y TOM TpPeHYTKY joIIl
YBEK HUCMO uMManu geduHULMjY rpada HUTU CBOjCcTBa cTadsia marta y Te-
opemu 3.2.1, ma cMO IpUMEHUIU OPyTraduju OPUCTYyI. TaMoIlima peKyp-
3uBHa fAedUHUIMja NOTIYHOT KOPEHCKOT k-apHOr ctadna (Bumetu Harmo-
MeHy 2.5.3) eKBUBaJIEHTHaA je 0BOj.

IIpena3umo capa Ha cTadbia U3 gpyror geja HacjaoBa nomogerbKa. Haj-
npe hemo gatu onmtHjy nepuHMINjy palanumyher rpada.

Pasatiurwyhu ipag rpada G je rpad Koju mMa UCTHU CKYI YBOPOBa Kao G u
4YHUju je CKyIl TpaHa MOACKYN cKyna rpaHa rpada G. OuurienHo je cBaku
pasanuwyhu rpad jeman moarpad rpada G.

Y cknapgy ca npeTxonHOM OebUHUIIUjOM, pasaiiukbyhe ciiab/s10 TOBE3aHOT
rpada je pasanumyhu rpad Koju je cradmo. CnmuHO, pasaliurwyha wyma
HeloBe3aHOT rpada je pasanumyhu noarpad kKoju ce cacToju of pa3anu-
wyhux cradama KoMIloHeHaTa ITOBE3aHOCTU maTor rpada. Pasanumyha
ctadna crapajy meby moarpadose kKoju ce HajBuile usydanajy, dOyoyhu ma
y MHOTUM IIpuMeHaMa IoarpadoBU KOju Cy IIOBE3aHU M Y3 TO UMajy MU-
HUMalHU OPOj rpaHa Urpajy 3HadajHy yJaory. JaCHO je Ja CBaKM IIOBE3aH
rpad uMma pasanumyhe ctadno (Koje He Mopa OUTH jeOUHCTBEHO). Y Ha-
cTtaBKy hemo mckopuctutu pazanuwmyha cradna 3a gebuHULN]Y €1eMeH-
TapHUX IUKIyca rpada U NUKJIOMaTU4YKOT dpoja rpada.

Axko je T pasanutbyhe ctadso nmosezanor rpada G, oHfa ce gomaBamkeM
IpoM3BOJbHE T'paHe cTadny T, Ipu YeMy OHa IIpUIlafia OCcTaTKy rpada G,
modHja TayHO jemaH IUKIIyC y HOBOHacTanoM rpady. Taj IuKIyc Ha3uBaMo
enemeniiapHu uukayc rpada G y ogHocy Ha pa3anumyhe cradmno T. HcTo
BaXku U YKONUKO je T pazanumyha llyma HemoBe3aHOT rpada.

Mpumep 3.2.3. Ha cnunm je wiIycTpoBaH rpad U jeqHO HeroBO pasa-
nuwbyhe cTtadsno (rpaHe ctadia UIyCcTpoBaHe Cy IIpBeHOM dojom). [lo-
IaBameM IrpaHe 78 ctadny modujamMo ejleMeHTapHU IIUKITyC Koju heMo
Oo3HauuTH ca 1234678.
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Huje Temko 3akpy4yuTy Aa Opoj eleMeHTapHUX LMKIIyca II0BE3aHOT
rpada He 3aBUCHU Of u3dopa pasanumyher cradbna. 3aucra, dpoj rpaHa
CBakKoOr pasanumyher crabdia jegHak je n—1, a no peprHUNNjU cBaKa rpaHa
Koja npunapa rpady, anu He u GuUKCupaHOM paszanumyheM cTadiy, ogpe-
byje jeman enemenTapuu uuknyc. I[lpema ToMe, y ciny4dajy moBe3aHor I'pa-
da dpoj enemeHTapHUX LUKIIyCa jemHakK je m —n + 1. Baxu u cnepehu,
HENITO ONIITHjU, Pe3yjTaT KOju Ce penuMo MOXKe OoKa3aTh WHAYKIINjOM
110 dpOojy KOMIIOHEeHaTa II0Be3aHOCTH.

TeopemMma 3.2.4. bpoj esnemeHiliapHux yukayca ipaga jegHak je m —n + p, lipu
yemy je m bpoj ipana, n 6poj ugoposa, a p bpoj KomiloHeHaila tiose3aHocitiu ol
ipaga.

Huxkaomaitiuuku é6poj rpada, y o3HaI v, jeqHaK je Opojy eneMeHTapHUX
nuKiyca rpada. JacHo, IMKJIOMaTH4YKH OPOj je jefHa mHBapujaHTa rpada.

Mpumep 3.2.5. OpgpenuTu UUKJIOMaTUYKY OPOj U CBe eiIeMeHTapHe IU-
Kiyce rpada u3 [Ipumepa 3.2.3 y ogHOCY Ha Ha3Ha4YeHO pa3anumyhe
crabro.

[Tpumenom Teopeme 3.2.4, godujaMo jeOHAKOCT » = M —n+p =
12 -8+ 1 = 5. ¥3 HoTanujy U3 OpeTXOOHOT IpuMepa, el1eMeHTapHU
LUUKITYCHU CY:

e 234, mobujeH momaBameM IpaHe 24,

* 125, modbujeH momaBameM rpaHe 25,

12345, godujen momaBameM rpase 45,

123465, modujeH gomaBameM rpaHe 56, u

e (Beh cnomenyTm) 1234678, nodbujen momaBameM rpaHe 78.

3.2.3 [MMpeTpare rpacosa

IIpeitipaia ipagpa cacToju ce of CeJleKTOBama jemHOT II0 jeIHOT YBopa
rpada Tako ma CcBaku dyde cejieKTOBaH TAa4yHO jedaHIIyT, a y CKJamy ca
HEeKHNM IIpaBUJIOM KOjuM je ompeheH penocien celeKToBama. YMECTO Tep-
MUHa ,CeJIeKTOBamke YBOPOBa”, V CKJIady pPacIpOCTPameHuM IIPUCTYIIOM,
kopuctuhemo TepMuH ,0dunaxkeme yBopoBa”. IIpodnem npetpare rpada
OnrcKo je moBe3aH ca IpHMeHaMa, HauMe [OBOJbHO je YBOPOBE CXBATH-
T Kao pellpe3eHTalldje odjekaTa Koje M3 HEKOr pasjyiora tpeda oduhu.
Y oHOMe 1ITO cjiegu orpaHuYmnheMo ce Ha ImoBe3aHe rpadose.

Kom (BepoBaTHO) CBUX IpeTpara, HapeOHU YBOP Y 00MIacCKy CyCemHU
je HeKoM 4YBOpy Koju je Beh odubhen (Taj yBOp He Mopa dUTHU TIOCIIEOEbU
odubenu). Y TakBoj cuTyauuju, rpadp 4uju Cy YBOPOBU YBOPOBU rpada
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KOjH je MpeaMeT IIpeTpare, a 4uje cy rpaHe oupebene nperparowm, je jeqHo
palanumyhe (ycMepeHOo) ctadso gaTtor rpada. (Yckopo hemo pasmoTputu
IBa IpuMepa HaKOH Kojux he oBo dutu jacHuje.) TakBO cTadno Haz3uBaMo
ctuabo lUpeiupaie.

Objacuuhemo mBe mpeTpare, TakKO3BaHYy IIpeTpary o AyOuHU U IIpe-
Tpary no mupuHu rpada. Ode nperpare nojase of IPOU3BOJHFHOT YBOPA,
a oxnroBapajyhe anropuTMe yKpaTko hemo omucaTiu.

Kogp iipetupaie iio gybuHu (eurin. depth first search, DFS), HapenHu 4BOp
K0ju 0du1a3uMo CyCegHHU je OHOM KOju je mmpeTxomHo odubheH, yKomuko je
TOo Moryhe. AKO HHje, OHIA je CyCemHM IIPETXOIHOM Of MPETXOOHO 0dU-
benor, u Tako pemoM. IIpeTpara y oniiTeM cjy4ajy HHje jeQUHCTBEHa, TO
ject npyka mMoryhHOCT u3d0opa Koja ce yriaBHOM pelllaBa MHHUIIUjAJTHOM
HyMepalujoM YBOpPOBa TakKo [a, Y CJIy4ajy Buile MOTyhHOCTH, 00MIa3uMO
4YBOP HYMepHCaH HajMawmuM dpojeM. JeqgHa oBaKBa IIpeTpara uiycTrpoBaHa
je cnemehum mpumepom.

Mpumep 3.2.6. M3spmmheMmo npetpary no gydbunu rpada ca ciuke.
Ila du mpeTpara dusa jeIMHCTBEHA, YBOPOBe rpada HyMepHcaiu CMO
Ha IPOM3BOJhaH HAYWH, a IpeTpary heMo 3alo4YeTu of YBOpa HyMe-
pucasor ca 1.

12 13 14

Ha cnepehoj cnunu unycTpoBaH je pe3yiraT IpeTpare. Y cKiamy
ca OBOM IIpeTparoM, Opyru 4BOp KOju 0dmiIa3uMo je cycepn 4dBopa 1
KOju je HyMepucCaH HajMawmuM OpojeM, pnakie 3. [Ipema ToMme, Ha3Ha-
YWJIU CMO U I'PaHy Koja cIlaja Y4BOpoBe 1 u 3 u JOJeIuiu joj ycMepeme
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onm uBopa 1 ka yBopy 3. Ha umcTu HauuH, HapeOHU 4BOD je 2 (Zo Ko-
jer cmo cturnu of ¥yBopa 3). Cagza, dynyhu ma uBop 2 HeMa HHUjeTHOT
cycefa Koju HHUje odbubeH, HapegHU YBOP KOju 0dMIIa3mMMO je cyceqn
4yBOpa KOju IpeTxonu 4Bopy 2 (a To je 3) U y3 TO je HyMepUCaH Haj-
MamuM dpojeM, makie TO je 9YBOp 5, ¥ TaKo pegoM. HamocneTKy, cBU
yBopoBU 0dubenu cy y cinenehem pemocrneny:

1,3,2,5,10,6,12,13,7,4,8,11,9, 14.

1

12 13 14

Kon iipeitpaie iio wupuHu (eurn. breadth first search, BFS), Hajuipe odu-
J1a3UMO CBe Cycefie IIPBOT YBOpa, IIOTOM cBe (Heodbubene) cyceme mpyror
yBopa (Zakye, OHOT KOju je duo Opyru y pemocieny oduiaxKema), IOTOM
cBe (Heobubene) cyceme Tpeher uBopa, u Tako pegoM. Hu oBa mipeTpara y
OIIIITEM CJIy4ajy HUje jeqUHCTBeHa IIITO Ce MOXKe PelIuTH Ha Beh onrcaHu
Ha4WH.

MpumMmep 3.2.7. Ha cnunu je uinyCcTpoBaHa jegHa IIpeTpara o IIuPUHA
rpada u3 I[Ipumepa 3.2.6. KopucTunu cMo UCTy HyMepalldjy YBopoBa
U IIOHOBO 3allO4YeNy IpeTrpary of 4Bopa HyMepucaHor ca 1. 3atum
CMO OOUIININ CBE HETOBE Cycele, faKijie peqoM YBOpoBe 3 U 4, IOToOM
HeodbubeHe cycepe uBopa 3, HaKie pefgoM 4BOpoBe 2, 5, 6 u 7, ¥ TaKo
penoM. CIUYHO Kao y MIPETXOOHOM IIPUMEDPY, Pefociel oduaxkemwa
YBOPOBaA je:

1,3,4,2,5,6,7,8,9,10,13,11,12,14.
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Crabrno nperpare Ha3HA4Y€HO je Ha UCTU HA4YUH.

1

3apaum

1. Oppenutu cBa HensoMopdHa cTadia Koja uMajy 7 4BOpoBa.
2. JToka3aTu Oa CBakKO CTadio cagpzkKu HajMame OBa YBOpa CTemneHa 1.

3. Akocyd,,d,,...,d, CTelleHN YBOPOBa HEKOT cTabya, JoKa3aTH Oa BaXu
jeoHakocCT

zn:di =2(n-1).

4. lokazatu Teopemy 3.2.4.

5. [lokasaTu ga 3a OUKJIOMaTUYKM OpOj V moBe3aHOT rpada Koju uma n
YBOPOBA BaXKe HejeOHaKOCTHU
(n—1)(n-2)

5 .

6. OppenuTu cBa Hem3oMopdhHa pa3anumyha ctadsa [leTepceHOBOT Tpa-
¢da. M3pauyHaTu UKIOMaTUYKU Opoj Tor rpada?

0<pv<

7. U3pauyHaTy ITUKIOMaTU4YKU Opoj perynapHor rpada (kKoju uma n 4Bo-
POBa) 4YMju je CTeleH YBOpa jeJHaK T.
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8. Ilperpaxutu rpad ca cimuke odema nperparama (1o OyOUHU U IO IITU-
PHHU), aKO je IOYETHU YBOP HyMepucaH ca 1.

1

10

9. Jla nu mocToju mpeTpara o ayduHu rpada U3 NPeTXOmHOr 3amaTKa
Koja pe3ynryje pasanumbyhuM ctadiom Koje je uzomopdHo myty Po? O06-
Pa3JIOKUTH.

3.3 O3HauyeHa cTadna

Panwuje cmMo peknu ga cy rpadoBu M30MOPOHU YKOJIMKO Ce Pa3JIUKY]y
caMo y 03Ha4YaBamwy YBOPOBa. Y CKJIa[ly ca TUM, YKOJIMKO O3HaYaBake YBO-
poBa y HalllUM pa3MaTpamuMa He Urpa HUKaKBY YJIOTYy, Taga u3oMopbhHU
rpadoBU NPaAKTUYHO IIPENCTaBkajy jeqaH uctu rpad.

Y oBoMm opesbKy daBuheMo ce rpadoBumMa, a HajBulle cTadbmmma, Kop
KOjuX O3HadaBame 4YBOpPOBa uUIpa eceHnujanHy ynory. [Ia ducmo To Ha-
racuny, TakBe rpadose Ha3Bahemo 03HauyeHu ipagosu. HanmomumeMo Oa
usomopdHu rpadoBu ocTajy u30MOPGHU U YKOJIMKO UX pa3MaTpaMo Kao
O3HaueHe, ajli Cce TaKBU rpad0BU Pa3/lUKYjy YKOJIMKO EHUXOBU YBOPOBU
HHUCYy O3Ha4YeHU Ha UCTU HAUMH.

Y oHOMe mTO cienu pa3MoTpuheMo mpodieM npedpojaBama O3HaUe-
HUX cTadajla ¥ HaBECTHU alIrOPUTME 3a KOOWpame U NeKOoaupame TaKBUX
crtabarna.
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3.3.1 lMpebdpojaBawe o3HaYeHUX cTabana

YBopoBe oO3HaueHOr rpada o3HauaBaheMO NIPUPOIHUM OpojeBHMaA.
Y cknapy ca tuM, rpad u3 [Ipumepa 3.2.6 u 3.2.7 MoKe dUTU pa3MaTpaH
Kao O3Ha4veHU rpad yKOIMKO TaMOIIKBYy HyMepalijy 4BOpPOBa CXBAaTUMO
Kao BUXOBO O3HAUYaBame.

Mpumep 3.3.1. Op paHUje 3HaMO fa, OO Ha ulomMopdusam, IOCTOjU
TA4HO jegHO cTadno ca 3 uBopa. Ca mpyre crpalHe, dpoj 03HaYeHUX
ctabana ca 3 yBopa jegHak je 3. CBa Tpu crTadia cy msoMmopdHa u
UJIYCTPOBaHa Cy Ha CIULN.

1 1 1

3 23 23 2

Hakon kpaher nipedpojaBama, m1To 0BOe HeheMo paguTH, MoXKe ce
3aKJby4YHUTH Ja O3Ha4ueHux cradana ca 4 yBopa umMa 16.

Y teopuju rpadoBa He IOCTOju eheKTUBHU HAUMH 3a HU3padyHaBame
Opoja HenzoMoppHUx rpadoBa ca maTuM dpojeM YBOopoBa. FICTO BaxXu u
3a dpoj HemszomopdHUX cTadbama. Y TakKBUM mpedpojaBambuMa KOPUCTE Ce
CIIoXKeHUje TeXHUKe Koje Pe3yiTyjy pa3HUM aCUMITOTCKUM oOlleHaMa Ha
KojuMa ce oBfe HeheMmo 3ampzkaBaTtu. Ca Apyre cTpaHe, Opoj o3HaUeHUX
ctabana Koja uMajy jemHak 6poj uBopoBa maje KejnmujeBa?® Teopema. Ilp-
BU OoKa3 TeopeMe mao je IIpudep.?’ Mu hemo je HaBecTu be3 mokas3a, a
peunMo v Kibu3u [31] maTa cy 4eTupu JoKa3a OBE TEOpeMe.

Teopema 3.3.2 (KejnunjeBa TeopeMa). 5poj o3HaueHux citiabasa ca n u8opoea
JjegHak je n"2,

Huje Temko 3akpbyduTu Aa je 6poj pasanumyhux cTadaja 03HaYeHOT
KoMmmneTHor rpada K, jegHak dpojy o3HaueHUX cradasna Koja uMajy n 4BO-
pOBa, TO jecT jemHaK je n"2.

Y HacTtaBKy heMo maTu jeqHy peKypeHTHY GOpMyy 3a U3padyHaBame
dpoja pasanumyhux cradasna mpou3BOJLHOT O3Ha4YeHOT rpada. Ilpe Tora,
pPa3MOTPUMO jOIlI HeKe O3HadeHe rpadoBe unju dpoj pasanumyhux ctada-
Jla MOKEeMO M3payyHaTHu u be3 Kopunrhewa HajaBlbeHe (popMyIie.

26 ApTyp Kejnmu (Arthur Cayley, 1821-1895) - eHTTIeCKE MaTeMaTH4ap.
27Epucr ITon Xajui Ilpudep (Ernst Paul Heinz Priifer, 1896-1934) - HeMa4Ky MaTeMaTH-
yap.
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Mpumep 3.3.3. [ToBesane rpadose Koju, monyT rpada ca CIUKe, ca-
IOp3Ke Ta4yHO jefaH eleMeHTapHU MUKIIYC Ha3uBaMO YHUUUKAUYKUM.

IToctoju TauHO 5 palanumyhux crTadana pasMaTpaHoOr 03HAUYEHOT
rpada, dynyhu ga jedMHCTBEHU ITUKIIYC UMa TOJIMKO rpaHa. (YKiama-
HBeM OUIIO Koje rpaHe IIUKITyca modHjaMo jemHO pa3anumyhe cTado.)
Hexka op Tux pasanumyhux crabana cy nsoMopdHa.

1

5 6

HapaBHO, BaxXu ¥ OIIIITH 3aK/by4dak fa je Opoj pazanumyhux cra-
basa cBaKor 03HAUYEHOT YHUIIMKIITMYKOT rpada jeqHaK OyKUHU jeIuH-
CTBEHOT ITUKJIyca Tor rpada.

YuTanall MOXe MOKYIIATH [a M3padyHa Opoj pasanutbyhmx cradana
o3HaueHOr rpada Koju campXKu TadyHO 2 ejieMeHTapHa LUKIIyca, I1a II0-
TOM 3, ¥ TAaKO pefoM (padyH II0CTaje CBe KOMIIJINKOBAHUjH).

Heka je e rpana mynturpada G (Koju MoxKe cafgpzKaTu U netsbe). Koh-
upakuyuja myatiuipagpa G y ogHOCY Ha TpaHy e, y o3Hanu G- e, je mynTurpad
Koju ce moduja og mynturpada G — e umeHTU(PHUKOBakEM YBOPOBA Ca KOju-
Ma je rpaHa e duna UHIUMOEHTHA.

Mpumep 3.3.4. Ha cnunm je unycTpoBaH rpad u BeroBa KOHTpakiigja
Yy OJHOCY Ha rpaHy 67.
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Os3naumMo Hapaske Opoj pasanumyhux ctadasna o3HadueHor rpada G ca t(G)
U HaIlOMEHUMO fa ce pas3amnumyhe cTadio moBe3aHOT MyjaTurpada ca n
YBOpPOBa JedHUHUIIIe Ha UCTU HAYMWH Kao y CJIy4ajy IIpocTor rpada, To jecT
TO je ctadno (a He MynTHCTab/I0) YHUju je CKyl YBOPOBAa jeJHaK CKYITy 4YBO-
poBa mynturpada.

Teopema 3.3.5. 3a ceaku o3HaueHu myaitiuipagp G sadicu jegHakocil
t(G) =t(G—e)+tG-e),

iipu wemy ce myaiuuipag G — e gobuja ykaareareem ipaHe e, a myaiuuipag G - e
KoHIpakyujom myaitiuipagpa G y ogHocy Ha IpaHy e.

Joka3. CBako pazanumwyhe ctadno mynturpada G Koje He cagpKu rpaHy e
jemHo3HauHO ompehyje paszanumbyhe cradmno mynturpada G — e u odpaTHO,
IIITO Jaje IIpBU cabupak ca JecHe CTpaHe jeIHaKOCTH u3 GopMynaliyje Te-
opeMe. Cnn4HO, CBakKO pazanuimbyhe cradno mynrturpada G Koje campku
TpaHy e jemHOo3Ha4HO ompebyje pazanumyhe cradnmo mynturpada G -e u
obpaTHO, IIITO Jaje Opyru cadbupax. [ |

Mpumep 3.3.6. M3pauyHaTtu Opoj pasanuwmyhux cradana IpBOTr 03Ha-
yeHor rpada ca CIIHKe.

4 4

O3HauuMo pa3MaTpaHu rpad ca G 1 HekKa je e = 35 rpaHa y OmHOCY
Ha Kojy heMo npumeHuTHN TeopeMy. YKIamameM I'paHe e u3 rpada G
mobdbujamo muknyc Cg KOjH, y CKIIaAy ca 3ak/by4ykom u3 [Ipumepa 3.3.3,
uMa 6 pazanumwyhux cradana.

MynTturpad G - e UJIyCTPOBaH je Ha UCTOj cnuuu. [IpuMeTHMO Oa
ce CBako pazanumyhe ctadno oBor mynturpada goduja yknamameM
jemHe of OBe OyIljie TpaHe U jOLI jegHe Oof IIpeocTanux rpa”a. Ilpema
IIPUHITUTY IIPOM3BOMa, Opoj HauMHa Ha KOje MOXKeMO TOoOUTH pa3alu-
wyhe cTadsno jemHaxk je 2 -4 = 8, To jecT Baxku t(G - e) = 8.
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Korauno, npumernoMm Teopeme 3.3.5 godujamo pe3ynrar

t(G) =t(G—e) +t(G-e) =6+ 8 = 14.

3.3.2 Kopgupawe u gpekoaupatme o3Ha4eHux ctabana

Kopgupame 1 gekomupame O3Ha4YeHUX CcTadalla KOPUCTE Ce TPUIIUKOM
3amuca TakBuX cradaia y padyyHapckKuM cuctemmma. Kao mrto hemo Bu-
IeTH, CBAKO O3Ha4eHO CcTadyo ca n(n > 2) 4BopoBa MOXKe OUTH KOOUPAHO
HHU30M of n — 2 mpupogHa dpoja.

3an > 2, IIpugpepos HU3, y O3HALA S(n) = (S1,52,...,S._2), j& OMIIO KOjU HU3
KOju ce cactoju of n — 2 (He HyKHO pa3nuyuTa) dpoja ckymna N,.

Teopema 3.3.7. IIpugepos HU3 S, ogpehyje jegHo 03HAUEHO Cluad/o Koje uma
n ygoposda u 0bpaiiHo.

Yno3uaheMo ce ca gBa anropuTtMa - 3a ogpehusame [IpudepoBor HU3a
Ha OCHOBY 3ajaToT 03Ha4YeHOT cTabna (Kogupame) 1 3a ogpehuBame o3Ha-
yeHOTr cTadiia Ha OCHOBY 3apaTor [IpudepoBor Hu3a (mekomupaime). OBU
ANTOPUTMH MCTOBPEMEHO IIPEeCTaBbajy U JOKa3 IPEeTXOJHe TeopeMe.

( )
Anroputam 5 (MpucdepoBo koaupamwe). ANropuraM IpuxBaTa HETPU-
BHUjaJIHO O3Ha4YeHo cTadso, a Bpaha jequHCTBEHU KO TOT cTadia.
BEGIN
INPUT T={{1,2,...,n},E} // cradmo T
s=() // wnHHLMjanu3lauuja;
WHILE |V(T)| > 2

U — 4YBOp CTelleHa 1 MuHUMaHe O3HAKeE;

vV — cyceqn of U;

T:=T-u;

§:=Ss-+V // pommcaTu 4jlaH vV Ha Kpaj HH3a S;

RETURN s

END
\. J/

Y cknagy ca anropuTMOM, jeMIHHCTBEHO O3HA4YeHO CTabjio Koje mma 2
YBOpa KOOWPHO je Impa3HMM HU30M. TpHu o3HadeHa cradbmna u3 [Ipume-
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pa 3.3.1 pegom cy KogupaHa jemHou4aHuM Hu3oBuMa (3), (1) u (2). Cnegu
HEIITO CJIOXKEHUjU IIPUMED.

Mpumep 3.3.8. Oppenutu IIpudepoB HKU3 KOju KOOUpa 03HAYEHO CTa-
b1no ca cnuke.

6@ \ 4
Toxk anroputMa (ca n cMoO 03Ha4YUIU OPOj YBOpoBa TeKyher cradma):

s s=0).

*n=8 s=(8)

"n=7: s=(83)

«n= = (8,3,7).
«n= = (8,3,7,4).
«n= =(8,3,7.4,7).
en=3: s=(8,3,7,4,7,5).

Pesynrart je HU3 s = (§,3,7,4,7,5).

Pa3MoTpuMO cafia ¥ aJiTOPUTAM 3a JAeKOOUpame Y KOjéeM KOPUCTUMO U
jenman moMohHU HU3.
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4 N\
Anroputam 6 (MpudepoBo pekopgupamwe). ArropuraM IpuxBaTa Kof,
a Bpaha jeguHCTBEHO 03Ha4deHO cTabio Koje je muMe ogpeheno.

INPUT s = (s(1),5(2),...,s(n—2)) // IlpudepoB HU3

T=({1,2,...,n}, 0) // uHHULHjanu3aLuja;
I=(1,2,...,n) // nomohHU HU3;

WHILE s # ()

vV — MUHMM&@IHa BPeOHOCT KoOja Ipunaga [, a He mnpumaga S;
w=s(1);

T=T+vw;

l:=1-v // yxknonutu v us I;

s:=s5-s(1) // yxnornutu s(l) u3 s, TO jeCT IOMEPUTU HU3 S
3a jeOHO MECTO VJIEBO;

CIIOjUTH TPAaHOM [Ba YBOpa Koja cy ompeheHa mpeocTamum
ejleMeHTMa Hu3a [;

RETURN T

END
\. J/

Crnepnu npuMep.

Mpumep 3.3.9. OppenuTu 03HaYEHO CTadIo Koje je KomupaHo [Ipude-
poBuM HuU30M s = (8,3,7,4,7,5).

Toxk anropurma:
*s=(8,3,7,4,7,5).
* T=({1,2,3,4,5,6,7,8},0),1=(1,2,3,4,5,6,7,8).

ei_q. |v=1] w-8 T=T+18
7 [1=(2,3,45,6,7,8) [ s=(3,7,4,7,5)

ci_o. |v=2] w=3 T:=T+23
=% [1=(3,4,5.6,7.8) | s=(7.4,7.5)
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.i_3. v=3] w=7 [T:=T+37
-7 | 1=(4,5,6,7,8) | s=(4,7,5)

.i_a. v=6|w=4[T:=T+64
-1 1=(4,5,7,8) | s=(7,5)

.5 v=4|w=7][T:=T+47
e [=(5,7,8) s=(d)

ciog V= |w=5[T:=T+75
- I=(5,8) s=0

o | T:=T+58 |.

PesynTart je ctadno us I[Ipumepa 3.3.8.

JeonnocTaBHOM aHanu3oM oda anropuTMa MOXKe Ce 3aKJ/by4YUTHU fa NPBU
onpebyje jenuacTBeHu [IpudepoB HU3 Koju oAroBapa 3agaToM 03HAUYEHOM
cTadny u ma, cnuyHo, opyru ogpebyje jenuHCcTBEeHO 03HAYEHO CTadIO KOje
ofromapa 3aJaToM HHU3Y.

3apaum

1. OgpenuTu cBa 0O3Ha4deHa cTadia ca 5 4BOpOBa KO KOjUX MaKCHUMaJIHU
cTeneH uBopa Huje Behu ox 3.

2. Kopuctehu KejnujeBy Teopemy, mokasaTu fa je Opoj pasanumyhux cra-
barna o3HaueHOT rpada Koju ce modHja yKnamarmeM jefHe TpaHe HETPUBHU-
jamHOTr KOMIUTEeTHOT rpada jegHak (n — 2)n"—3.

3. M3pauyHaTtu Opoj pazanumyhux cradana o3HaueHOT KOMIIJIETHOT Ou-

NapTUTHHOT rpada Ky, .
4. OppenuTu CBe OBe3aHe O3HaueHe rpadoBe Koju HeMajy Buire on 10
YBOPOBa U 4Yuju Opoj paszanumyhux cradbana Huje Behu op 4.

5. M3pauyHaTu 6poj pasanumyhux cradasna moBe3aHor 03HaueHOT rpada
YHWju je HUKIoMaTU4KU 0poj jemHak 2. (VY cknagy ca mebUHUIINjOM ITUKJIIO-
MaTHYKOT Opoja, oBakaB rpad cagpzkKu TayHO [iBa eleMeHTapHa LUKIIyCa,
anu Tpeda MaTH y BUAY Aa UCTHU rpad MoxKe campkaTu 2 unu 3 nmoarpada
usoMopdHa HEKOM IUKIycy. bpoj pasanumyhux cradana 3aBucu o dpoja
rpaHa Koje mpuIilagajy HUKIycuMa.)

6. Kopucrtehu Teopemy 3.3.5, uspauyHaTu dpoj pazanumyhux cradana
O3Ha4veHOor rpada ca CIUuKe.
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Y

7. Oppenutu [TpudepoB Ko jenHor pa3anuimbyher ctadna rpada U3 nperT-
XOMOHOT 3aJaTKa.

8. AKo je YBOp MaKCHMMAaIHOT cTeneHa 3Be3fe K; ,_; o3HadeH ca 1, oxgpe-
outu ogrosapajyhu [Tpudepos kox (de3 hdopmanHor cripoBobema anropuTt-
Ma 3a Kogupame). Koje cTtadno je kogupaso Hu3oM (2, 3, 4, 5, 6, 7)?

9. Iexommpatu Ilpudepose nHuU3l0BE (2,1,3,3,4,8), (5,9,4,6,6,1,4,5) u
(7,6,5,2,7,6,5,1).

3.4 MuHuMmanHa pasanuwyha ctadbna

Y oBoM ogzebKy pa3MaTpaheMo caMo TexkuHcKe rpadose. I[logcetumo,
TO Cy rpadoBU YHjUM Cy IpaHaMa IpUOpyXKeHe HyMepudKe BPeOHOCTU
KOje Ha3mBaMO TeXHHaMa rpaHa. Heka cy Hagabe TeXXHUHe CBUX I'paHa
IIO3UTHUBHE. Y OMNIITEM CJIy4ajy, ToBe3aH (TeXUHCKM) rpad MoxKe UMaTU
BHUIIle pazanumbyhux cradama, a o mocedHOr MHTEpPeca Cy OHa KOp KOjux
je TeXkXuHa CBUX I'paHa CTadia MUHUMAaNHA, a Pa3fior 3a TO OIEeT JIEXU y
npuMeHaMa. [10BOJBHO je TeXKUWHE I'pPaHa CXBAaTUTHU Kao IleHe Koje Tpeda
IIaTuTU (MU OyXKUHe ITyTeBa Koje Tpeda npehu) kpehyhu ce on jemuor
IO OpyTOr 4BOpa.

Texxuny rpaHe e o3Ha4daBaMo ca w(e). TeacuHa TexXUHCKOT rpada G, y
o3nanu w(G), jedHaKa je CyMH TeXXWHa rpaHa Tor rpada:

w(G) = > we).

ecE(G)
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MuHumanHo pasaiiuryhe cltiab10 TOBE3aHOT TEXKUHCKOT rpada je pa3anu-
myhe cTadno MuHMManHe TexkuHe (y CKyIly CBUX pa3anumyhux cradana).
HapaBHO, TakKBO CTadjio MOCTOju y CIIy4dajy CBAKOT MOBE3aHOT TEXUHCKOT
rpada 1 He Mopa duTH jemuHCTBeHO. Clefle IBa alropuTMma 3a ogpehusa-
e MUHUMaJHOT pa3anumyher cradnia.

3.4.1 Kpackanos anroputam

Crpateruja KpackamoBor?® anropuTMa MOXKe Ce OIHCATH ca ,Hajupe
rpaHa HajMame TexuHe”. Kao TakaB, ajJropuraM Ce 4eCTO HaBOOU Kao
OpuMep IIOXJIENHOTr aJiropuTMa. TaKBU aJITOPUTMHU YBEK OuMpajy pelneme
KOje je JIOKaJIHO HajllOBOJbHUjE.

4 )
Anroputam 7 (KpackanoB anroputam). AiropuraM IpuxBaTa IIOBe-

3aH TexXWHCKU rpad G, a Bpaha jemHO MUHMMANHO pa3anumwyhe crTa-
6110 TOT Tpada.

K1: Texyhu rpad T je mpa3as rpad ca uCTHM CKyIIOM YBOpOBa Kao G.

K2: Ypenutu rpase rpada G y Heonafajyhu HU3 y CKJIagy ca HBUXO-
BUM TeXKHWHaMa.

K3: Heka je e HapenHa rpaHa Hu3a (y IPBOM IPOJIaCKy OBHM Kopa-
KOM TO je IpBa I'paHa Hu3a). AKO TakKBa rpaHa He I0CTOju, ipehu
Ha K5.

K4: Axko momaBameM rpaHe e TeKyheMm rpady T HacTaje UKIIyC, OHOA
npehu Ha K3. UHaue, gomaTtu Ty rpany rpady T u npehu Ha K3.

K5: Kpaj.

\. J

IlocToje mocedHU anropuTMM KojuMa ce ompehyje ma nu momaBameM
rpaHe y Kopaky K4 HacTaje umuknyc unu He. Ha muMa ce oBme Hehemo
3aapzKaBaTHu. [[OoKaKMMO KOPEKTHOCT KpacKamoBor anropurMa.

Teopema 3.4.1. Kpackaaos asiopuitiam pe3yaiiyje MUHUMAAHUM pasaiiukbyhum
ciiabsaom tiose3aHol WWedxcuHcKol ipaga.

Joka3. Hajupe, anroputaM He MOXKe Pe3yJITOBATU HelloBe3aHUM rpadom,
HUTHU rpadoM KOju cagpxkKu HUKIyc (BumeTu Kopak K4), miTo 3Ha4u ma Ta-
KaB rpad Mopa dutu cradno.

Heka je Hapampe T ctadno godujeno KpackamoBUM aqropuTMoOM U HEKa
Cy e, ey,...,e, 1 TpaHe TOT cTabna ypeheHe y cKknanmy ca pefocienoMm gofa-
Bama TekyheM rpady. IIpeTnocTaBUMO CyIPOTHO, TO jeCT a TeXXKWHa CTa-

281Tose¢ Beprapn Kpackan (Joseph Bernard Kruskal, 1928-2010) - aMepryKy MaTeMaTH-
yap u uHGoOpMaTHUap.
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ona T HUje MUHMMaJIHa. Y TOM CiIy4dajy, IOCToje pa3anumyha cradmna (Haj-
Mame jeJHO) MUHUMaJIHe TeXKUHe Koja je Mama o TexkuHe ctadna T. Heka
je 3a cBako TakBo cTadno S gedunncana dynkuuja f(S) = min{i | e; ¢ E(S)}.
Os3xauuMo ca S’ cTadsio 3a Koje je BpemHOCT oBe GYHKIIHMje MaKuCMaJllHa.
Axko Baxu f(S') = k, oHIa cy rpaHe e;,e,,...,6,_; UCTOBPDEMEHO U TpaHe
cradna S’. Y cknapgy ca TeopemowMm 3.2.1 (meo (1)=-(3)), rpad Koju ce moduja
IOoJaBameM I'paHe e, cTadbny S’ (makne, S’ + ex) campKu IUKIIyC. AKO je e;
TpaHa TOT IMKJIycCa KOja npunaga cradny S’, a He npunaga T (TakBa rpaHa
mocToju jep ce cradnma T u S’ pa3nukyjy), pasmorpumo rpad S” Koju ce
mobduja ykiIamameM IpaHe e; U3 S’ ¥ IOTOM IOOoOaBameM IpaHe e;. Bpoj
rpaHa rpada S” Takohe je jemHak n — 1, a rpad je y3 To u noBe3aH (jep je
TpaHa e, Ipulagasa UKIyCy), aKie U OH je (pa3sanumyhe) ctado.
JacHo je ma BaxXu jemHaKOCT

w(S") = w(S') + w(ey) — w(e). (3.1)

I[IpumeTuMoO capa ga ctadna Tu S” cagpxke rpaHe e, e,,. .., e,. I1oITo je
rpaHa e, cinefeha Koja je y Ckjlafy ca allrOpUTMOM popaTa ctadny T, mopa
BaxXUTU w(ey) < w(e}), IITO 3ajeqHo ca jenHakolrthy (3.1) maje HejemHaKOCT
w(S”) < w(S’). 3anpaBo BaxKu jeqHAKOCT, jep je S’ cTabio MUHUMAJIHE Te-
xuHe. MebyTtum, Baxku u HejegHAKOCT f(S”) > k = f(S’), IITO IPOTUBYpEUH
u3dbopy ctadna S'. [ |

MNpumep 3.4.2. KpackajoBUM aJITOPUTMOM OIPEOUTU MUHUMATHO pa-
sanumbyhe ctadsno rpada ca cinuke.

Tok anropurMma:
K1: T je mpazan rpad ca 8 yBopoBa Vi, Vs,...,Vs.

K2: Hu3s rpana par je cnepehom tadenom:
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K3:

K3:
K3:
K3:

K3:
K3:
K3:
K3:
K3:
K3:
K3:
K3:
K5:

I'pane pesyntyjyher cradna umyctpoBaHe Cy IIpBEHOM D0jOM.

e = viv,. K4: He Hactaje nuknyc. lakie, rpa”Hy e momajeMo
tekyheM rpady T (caxetuje, e — T).

e = V3Vy.
e =ViVs,.
e = VyVsy.

tekyheM rpady T (caxetuje, e A~ T).

€ = V4Vg.
e =V,Vs.
€ = V4Vs.
e = VgVg.
e =VVg.
e = VsVy.
e = VsVg.
e = VgVy.
Kpaj.

ViVa VaVy ViVz VaV7 V4V V2V3
1 1 2 2 2 3
V4Vs VeVg ViVg V3V7; Vs5Vg  VeVy -
3 3 4 4 5 6

K4: e - T.
K4: e — T.

K4: Hacraje umknyc. [akie, rpaHy e He OOOajeMo

K4: e —T.
K4: e —T.
K4: e —T.
K4: e —T.
K4: e A T.
K4: e A T.
K4: e A T.
K4: e A T.
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[TpumeTHMO Aa CMO y TPETXOOHOM IPUMEPY aJIrOpUTaM IIPUMEHUIIN O0-
CJIOBIIE, TO jeCT UCIIUTAJIU CMO CBe rpaHe rpada G. bBynyhu na pazanumyhe
ctabso rpada ca 8 yBopoBa (Tonuko ux uMa G) ©Ma 7 rpaHa, alropuTamM
CMO MOTJIM 3aBPILNTHU OHOT TPEHYTKa Kaja je cegMa rpaHa gopgaTa cTadiy
(cBe mmocrie we cy onmdauene). lakinie, Moryha je MoguduKkalyja aaropurMma
yBobemeM dpojada Koju du dpojao momaTe rpaHe.

3.4.2 lpumMmoB anroputam
OcHOBY 3a HelTO eDUKACHUjHU allrOpPHUTaM YUHU HapegHa TeopeMa.

Teopema 3.4.3. Heka je G = (V,E) tiose3aH tedxcuHcku ipap, U C V u e ipaHa
MUHUMAHe TedxcuHe kKoja ciaja yeop u3 ckyia U ca usopom u3 ckyia V\U. Ta-
ga tiocitioju MUHUMAAHO pa3saiiuryhe ciiabao WedcuHcKkol ipapa G Koje cagpacu
ipany e.

Joka3. Heka je S MuHuManHoO pa3anuimyhe cTadmo Koje He campku rpa-
Hy e. Ilogrpad S + e cagpxu nukiyc. ITopen rpase e, TOM UUKIIyCY IPU-
Ilafia ¥ HeKa rpaHa e’ Koja cliaja 4Bop u3 cKyma U ca uBopoM u3 ckyma V\U.
ITomrro Baxkm w(e) < w(e’), yKIamameM IrpaHe e’ u3 rpada S + e godujamo
(TpaxkeHo0) MUHMMAIHO palanuwyhe cradno. [ |

CrtpaTteruja IlpuMoBOT?® anropuTMa MOXKe Ce ONHMcaTH ca ,Hajupe Haj-
onuxu cycen”. OBaj anropuraM Mo¥XKe Cce KOPUCTUTH U 3a omgpebhuBame
MUHUMaJHe pa3anuikbyhe IIyMe HellOBe3aHOT TEXKMHCKOT rpada (Koja ce
aHanorHo medurUIlle). ¥ Ty cBpXy ce U KpackanoB anropuraM MoxKe MO-
ouduKoBaTHu. Y Ciydajy ImoBe3aHOr rpada, Ipollefypa onucaHa y IPBOj
pederunu kopaka K2 [TpuMoBOr airopuTMa U3BpIIaBa Ce caMo jeJaHIyT.

4 )
Anroputam 8 (MpumoB anroputam). AnropuTaM IIpUxBaTa TEXKUHCKU
rpad G, a Bpaha jenHy MuHMManHy pasanumyhy mrymy Tor rpada.

K1: Tekyhu rpad T je rpad 6e3 uBopoBa.

K2: TIpousBosraH 4Bop rpada G Koju He npumana Trekyhem rpady go-
maTtu TeKyheM rpady. AKo TakaB YBOp He 1ocToju, npehu Ha K4.

K3: I'paHy HajMame TexXUHe Koja ciaja TeKyhu rpad T ca ocTaTKOM
rpada G momaTtu rpady T (TuMe Ce U APYyTM YBOP UHIUAEHTAH ca
TOM I'paHOM TaKobhe mopnaje uctom rpady). [Torasmatu K3 goxne
rop je moryhe u motom npehu Ha K2.

K4: Kpaj.

\. J

29PobepT Knej IIpuM (Robert Clay Prim, 1921) - aMepuuku MaTeMaTudap ¥ HHPOPMaTH-
yap.


graph
Line


3. TEOPUJA TPA®OBA

159

Mpumep 3.4.4. [IpuMOBUM aJIrOPUTMOM OOPEOUTH MUHUMAJIHO pa3a-

numyhe cradno rpada ca cnuke.

v2 3 v3

V4

vy V6 (0
Tok anroputMma:
K1: T=(0,0).
K2: YBop v; momajemo TekyheMm rpacdy T.

K3: I'pany v,v, momajemo Tekyhem rpady T (caxeTuje, viv, — T).

K3: viv; = T. K3: vovg — T. K3: vgvs — T.
K3: vyv3 =+ T. K3: vzv, -+ T. K3: vivg — T.
K4: Kpaj.
I'pane pesyntyjyher cradna uiaycTpoBaHe Cy IIpBEHOM D0OjOM.

U2 3 v3

V4

vr U6 U5
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3apauum

1. [Joka3aTu ma moBe3aH TEXKUHCKU Ipad Koxm Kojer cy TexKHHe rpaHa Me-
bycodHo pasnuuurte cagpxKu jeQUHCTBEHO MMHUMAJHO palanumyhe cra-
bo.

2. Hakon Ilpumepa 3.4.2 KoHCTaTOBanm cMO ga KpackanoB anropuraM
MOKeMO MOAu(pUKOBATH TAaKO [a 3aBplllaBa pag HaKOH popMupama pasa-
numyher cradna (be3 0b3upa MITO MOCTOje TpaHe KOje HHUCY UCIIHUTaHe).
Iloka3aTu IpUMEPOM [Ia ¥ TaKaB aJIrTOPUTaM MOKEe IaTU pe3yJiTaT TEeK Ha-
KOH UCIIUTHBala CBUX I'paHa. M3BeCTHU OMIITH 3aK/bydakK.

3. MomudukoBatu Kpackamnos u [IpuMoB anaroputaM Tako Aa onpebyjy
U TeXUHy godujeHor cradma. YHanmpemutu odba anropurMma y ciydajy ga
je pa3MmaTpaHu rpad mpocT (TexkuHa CBaKe I'paHe jegHaka je 1), To jecT
eNUMUHNCATH HelloTpedHe IIpolenype.

4. KpacKayloBUM, a IOTOM H IIpUMOBUM, aIrOPUTMOM OOPEOUTH MHUHU-
MaJniHO pa3anumyhe cTadno rpada ca cnuke. (Hajuope Ha HeKH HaduH
O3HAYUTH YBOPOBE.)

5. NmmnnemenTupatu Kpackasnos u IIpuMoB anroputaM y HeKOM IIporpaMm-
CKOM je3HUKY.

6. Monudukoatu [IpuMOB anropuTtaM Tako Oa pe3yiTyjyhe pasanumy-
ke cTadno (unu onmruje, mryma) dyne MUHUMATHO V CKyIly CBUX pa3alu-
wyhux cradana Koja cagpXke yHanpep usadpany rpany.
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3.5 OjnepoBu mynturpacosm

3a mynturpad kaxkemo aa je Ojrepos YKOJIMKO CagpKU 3aTBOPEHY CTa-
3y KOja CBAaKOM I'paHOM TOT MyJnTurpada npojasu jegaHnyT. TakBy CTas3y
HasuBaMmo Ojseposa ciiasa. Cnu4HO, 3a MyATuUrpad KaxeMo fa je loay-
0j1epos, YKOJIUKO CafpKM CTa3y KOja CBaKOM I'PAHOM IIpPOJa3u jedaHIyT.
JacHo, cBaku OjmepoB MynaTurpadg MCTOBPEMEHO je U IIOIYy0jIepoB.

Heku opg nmpobdneMa y KojuMa MoxkeMo cycpecTu OQjiepoBe U II0Jyojiie-
poBe rpadose cy nose3uBame [ITHK dparmMenara, Tako3BaHU KoJjlaM AU3ajH
¥ ImpodJieM KMHEeCKOT molinTapa. IIpBa mBa mpodnema HeheMo omucuBaTu
(3a meTtarme BumeTu [21]), a mpodieM KMHECKOT IomTapa usnoxunheMmo y
IMomomersky 3.5.1.

T'opune 1741. objaBmen je OjmepoB Hay4uHu pap [14] o 7 KeHUHTCcHep-
IKUX MOCTOBa KOju je, IpeMa HeKUM M3BOpUMA, IPBU pal U3 Teopuje
rpadoBa. HaumMme, rpap Koju ce HekKana 3Bao Kenunrcdepr (a maHac Ka-
nuBUHTpan, Pycuja) mexu Ha odbanmama peke Ilperen, a y BpeMe Kafa je
Ojnep XuBeoO y TOM I'pafdy, IIocTojasno je 7 MocToBa pacrnopehbernux Kao Ha
Cnunm 3.4. IlpobdneM KojuM ce MaTeMaThdap 0aBUO Ij1acu: [Oa JIU je MO-
ryhe npehu npeko cBrUx 7 MOCTOBa TakKo [ia Ce IIPeKo CBaKOT MocTa IIpehe
Ta4yHo jemaHnyT? OBaj npodnem MO3HAT je Kao UpodiemM KeHUHICOepwKux
mociiosa. Qjnep je nmpodieMm pemno Tako IMITO je KOHCTPyHCao IpUlan-
HU MynTUrpad 4uju 4BOPOBU OATOBapajy odanaMa peke M gBaMa pedHUM
OCTpBHUMa, a r'paHe MOCTOBUMa. [IBa uBOpa MynTurpada crnojeHa cy ca
OHOJIMKO T'paHa KOJIMKO MOCTOBa CIlaja oaroBapajyhe mesnoBe rpapma. Taj
mynturpad uinycrposaH je Takobhe Ha Cnunu 3.4.

1

3

Cnuka 3.4: Mana rpaga Kenunrcdepra u3s npse nonosure XVIII Beka (mpe-
y3€TO ca HHTepHeTa) U NpunagHu Mmyaturpad.

Ha oBaj HauuH n1podjieM ce CBOOU Ha HUCIUTHUBAH-E [a JIU je MpUlagHu
mynturpad momnyojiepos. Huje Telko yTBpOUTH a OH TO HUje, Te Ia TUMe
IIpejia3ak IIPeKo MOCTOBA Ha ONMMCAaHU HAa4YUH HUuje Moryh.
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HanomeHa 3.5.1. Op OjnepoBor BpeMeHa la 0 gaHac dpoj MoCToBa mpe-
KO peke Ilperen ce Mmewao. Ha npumep, OBa Cy cpylleHa TOKOM [Ipyror
CBETCKOT paTa. MHOro Bullle feTaba, Kao U IofJaTak [a je y JaHalllkeM
Kanumwunrpany Mmoryhe npehu npeko cBakor Mocra TadHoO jemaHIyT, MO-
ke ce nmpoHahu y [25].

Ojnep je mao u pellewme y ONIITEM Cciay4ajy. ['maBHU pe3ynTaT ¢GopMy-
JIMCaH je Y HapeJHOj TeopeMH, OOK IIpodjieMy KeHUHT COepPIIKMX MOCTOBa
ofrosapa mocJjeauila Koja je maTta y HaCTaBKY.

Teopema 3.5.2 (OjnepoBa Teopema). 3a HellipusujasaH {iose3aH Myallu-
ipag sasicu ga je Ojaepos ako u camo ako cy ce8u 48oposu ol myaliuipaga iiapHol
cluetlieHa.

Joka3. O3zHauuMo Mmynturpad u3 ¢popmyinaiuje TeopeMe ca G U IpPeTHO-
cTaBUMO Hajupe ma G cazmpxku OjnepoBy (3aTBOPeHY) CcTaly. YKOIUKO ce
kpeheMo Oy TakBe cTase, Tafa Kaja rog HeKOM I'paHOM JoheMo mo HeKoTr
YBOpPa, MOpaMo KOPUCTUTH HEKY APYTY IPaHy (KOjy joIl HUCMO KOPUCTUIIN)
Ia omeMo of Tor uBopa. [lomTo oBakBa CTa3a IIpojia3d CBUM I'paHaMa y3
3aBplIeTaK y I0JIa3HOM YBOPY, 3aKJby4dyjeMo [a Cy CTeIIeHU CBUX YBOPOBa
TIapHU.

[IpeTnocTaBUMO cafia fja je CTeIeH CBaKOr YBopa Mynturpada G napas.
[Noka3 heMo u3BecTu MeTOOOM MaTeMaTH4YKe MHOYKIUje 10 OpOojy rpaHa.
MunuManHu 0poj rpaHa HeTpUBHjaHOT MyJTUrpada Koj Kojer je cTeleH
CBaAKOTI YBOpa napaH je 2. TakaB mynturpad mma 2 uBopa u 2 rpaHe Koje
UX CIIajajy U 3a mhera TBpheme ounuriegqHo Baxku.

[IpeTniocTaBUMO Oa TBphewme BaxkKM 3a CBe MyJaTurpadose Koju uMajy
Mame of m rpaHa u ma G uMa m rpaHa. bynyhu ma cy cBu YBOPOBU IIap-
HOT cTelleHa, G He caZpXKu HUjeJaH 4YBOp CTemneHa 1, ma nmpema tome G
HUje cTadsno (WTO HUje TEIIKO 3aK/bY4YWUTH, a 4yuTasnall ce MOXe CEeTUTU
u 3agaTka 2 u3 Opmerpka 3.2). YV ToMm cnydajy, G cagpKu LUKIIYC, PeLu-
Mo C. (Y cnyuajy mynturpadoBa IIUKIIyC MOXKe UMaTU U 2 YBOPa; TakKasB je
Ha IpUMep IUKIIyC U3 UHAYKTUBHe 0a3e.) AKO YKJIIOHHMO CBe IpaHe Koje
npunazajy nukinycy C, gobuhemo mynturpad Koju He Mopa dUTH ITOBE3aH,
any KOju U Jajbe He CaIpKU YBOPOBE HENapHOT CTeleHa.

[IpeTrnocTaBUMO Oa HOBOHacCTanu MyjlTurpad mma k KoOMIoOHeHarta IIo-
BE3aHOCTHU U O3HauYuMo ux ca Gi,G,,...,G;,. CBaka om KOMIIOHEHATa IIO-
Be3aHOCTHU G;, ¥ CKJIaZly ca MHOYKTHUBHOM XUIIOTe30M, campxku OjrepoBy
CcTa3y, peluMo S;.

ITomrro je mynturpad G nmoBesaH, cBaka off CTasa Si, Sy, - - ., Sy UMa dapeM
jemaH 3ajemHUYKU YBOP ca nukiycoM C. Tpaxeny OjnepoBy cTaly modu-
jamo tako mTo Kpehyhu ce gyx mukinyca C Kaga gobeMo oo mpBor 4uBopa,
pelnuMo u, KOju mpunana 3aTBOPEHOj CTa3u s; KOjy HUCMO oduimnu, nlabe-
MO U3 IIUKIyca, odubeMo 1eny craly s; ¥ BpaTuMO ce y 4Bop u. KpeTtame
3aBplraBaMo Kafia moheMo mo uBopa 1nukiayca C on Kojer cMo Kpenynu. B
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Teopema 3.5.3. HeiupusujiaH iose3aH myaitiuipag je tionyojaepos ako u camo
ako cagpacu 0 uau 2 yeopa HellapHol cilielieHa.

Joka3. Pe3ynrar cienu QUPEKTHO Ha OCHOBY He(hUHUIINjE II0JIy0jIepPOBOT
mynturpada u OjmepoBe TeopeMe. [ |

Mpumep 3.5.4. [1a nmu je Moryhe noByhu HenpeKugHy (KpUByOaBy) JIU-
HUJjy KOja CBaKU CeTMeHT JINHMja Ca Nome CIIUKe IIpecelia Ta4YHO jefaH-
ayT?

OBo je TUNIMYaH 3afaTak ca KOjUM Ce MOKEMO CYCPeCTU y IOMEHY
OjnepoBux mynturpadoBa. AKO CIIOJbAIIIE-OCT BEJTUKOT IIPAaBOyTaOHU-
Ka 0o3HaymMoO ca 1, a Tpu yHyTpallwke odgacTu pegom ca 2, 3 u 4,
MOJXK€eMO IIPUMETHUTH [a Kajfa o IWHUja IIpecelia HeKM CerMeHT OHa
nperna3uW u3 jegHe Oof TuX odbnmacTtm y opyry. To Hac moBoOou OO MyJI-
turpada ca 4 4yBopa KOju OATr0oBapajy CIoOMeHyTUM odbimactuma u 10
rpaHa Koje cy ogpebeHe cermeHTHMMa JIMHHMja KOju pa3gBajajy obia-
CTH:

3

ITomrro oBaj MynTurpad mMa IBa YBopa HellapHOT CTelleHa, Y CKJIa-
oy ca Teopemowm 3.5.3, moryhe je moByhu TpaxeHy KpuByoaBy JTUHU]Y.
[TpumeTrMO fa OHa MOpa KPeHyTH U3 0b1acT Koja ogrosapa jeZHOM
YBOPY HENApHOT CTeleHa U 3aBPIINTHU y 00JIaCTU KOja OAroBapa opy-
roMm TakBoM 4Bopy. Takobhe, Ha ocHOBY OjriepoBe TeopeMe, 3aKIbydy-
jemo pa Huje moryhe moByhu 3aTBOpeHy MUHUjY KOja CBAKU CETMEHT
IIpecelia Ta4HO jeJaHIYT.

Y cnyuajy OjnepoBux mynturpagoBa ca MamuM Opojem yBopoBa, Ojie-
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poBa CTa3a MOXKe Ce OOPEOUTH jeMHOCTAaBHUM DEe30HOBAHEM. Y OIIITEM
CIIy4ajy IIOCTOje pa3Hu aJIfOPUTMHU Koju ofgpehyjy TakBy cTaly, a oBue he-
MO U3I0KUTH TakKo3BaHu Pepujer’ anropuram.

( N\
Anroputam 9 (®Pnepujes anroputam). Anropurtam npuxsaTta OjiepoB
mynturpad, a Bpaha jegay OjnepoBy cTtaly Tor MyaTturpada.

BEGIN

INPUT G // OjnmepoB mymrurpad;

Vo — TPOU3BOJbAH YBOP;

s=(vo) // mHHOUjanu3anuja cTasze;

H=G // nomohnu mymnturpad;

WHILE [EH)| >0
usabpatu rpanHy e =uv € E(H) TakBy pa:
(1) u je mocnenmu 4YBOpP CTase S U

(2) e Huje Moct mynturpaba H, ocuM ako HeMmMa Opyror uzdopa.

S:=S+e,v // cTasu JomajeMo IpaHy e U 4YBOp V;

H:=H—-e¢;
RETURN s
END
. J

Ioka3 kopekTHOCTU ®repujeBor anropuTMa Moxke ce npoHahu y [6].
Crnepnu jeqHa geMOHCTpalyja.

MpumMmep 3.5.5. Ha cnunu je unyctpoBaH jegaH OjnepoB MynTurpad
(cBM YBOPOBU Cy IIApHOT CTelleHa).

IIpumenom ®rnepujeBor anroputMma (metabe hemo mpeckoumTH)
ompehyjemo OjnepoBy cTa3y. JemHo pemieme je craza (1, 2, 3, 4, 5,
1,4, 2,5,1). (V cknagy ca HatomesnoMm 3.1.7, KOpUCTHUIU CMO HOTa-
1IH1jy Koja He YKIby4dyje HaBObhemwe rpaHa cTtase.) [IpuMeTuMO Oa CMO ¥
BHUIIle HaBpaTa dupanu rpaHy Koja je MocT y momohHOM MynTturpady,
jep Huje dbuiio mpyrauujer usdopa.

30@nepu (Fleury) - dppaHiycKu MaTeMaTudap u3 XIX Beka.
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5 4

EBo jomuI jegHOT mpuMepa.

MpumMmep 3.5.6. YkinawamwmeM jemHe Of rpaHa Koje chajajy 4Bopose 1
u 5 mynturpada u3 [Ipumepa 3.5.5, godujamo rpad Koju cagpku Tad-
HO IBa YBOpPa HEIapHOT CTelleHa. Y TOM ClIy4ajy, Moryhe je IpuMeHu-
1 Mogudukanujy drepujeBor aaroputMma KojoM ce oapebyje (oTBo-
peHa) cTa3a Koja CBaKOM I'PaHOM IIpOjia3yu Ta4HO jeOaHIyT U YHjU Cy
Kpajlhu YBOPOBU yIIpaBo Ta OBa. JemHa TakBa cta3sa je (1, 2, 3,4, 5, 1,
4, 2, 5).

Y cnydajy ma mynturpad HHUje HU IIOIyO0jIepoB, HAjIIpe ce 3aBUCHO of
cunenudurkauje npodireMa pa3mMaTrpa MOTYhHOCT JofgaBama HOBUX I'paHa
Kako du HOBOHAcCTanu MynTurpad moduo TpaxkeHo CBOjcTBO. IlocToje u
moaudukaimje ®PneprjeBor aaropuTMa Koje OoIIyIliTajy BUIIECTPYKeE IIPo-
JlacKe UCTOM I'PaHOM.

3.5.1 Mpodnem KMHeckor nowitapa

IIpobaem KuHeckol fiowiliapa MOXKeMoO omnucaTu Ha crnenehu Haumu. Ilo-
mrap Kpehe 13 nomre, 0duna3u yaulle Y CBOM pejoHy pa3d3Hocehu momumb-
Ke ¥ 1oToM ce Bpaha y momrty. Ilomrap Tpeda ma odube cBe ymuile cor
pejoHa, a BpeMe he TpomUTU HajpallMoHATIHUje YKOJIHUKO je OyKUHa Mpe-
benor nyra MmuHUMAanHa.

AKO mpeTHocTaBUMO [a Ce Ha KpajeBuMa CBakKe yJulle Hajla3e pacKp-
CHUIIE, OHMIAa PEjOHY MOXKEMO NMPUAPYKUTHU jefaH TEeKUHCKU MynaTUurpadp
4YHju YBOPOBU OATOBapajy packpCHUIlaMa, a TpaHe AejlOBUMa yJIulla U3-
Mmebhy packpcuuna. TexxuHa cBake I'paHe jefIHaKa je HapaBHO OyKWHU OI-
roBapajyher mena ymunie. Y cKjiagy ca TMM, MaTeMaTu4Ka ¢opMmysaluja
mpodjieMa KMHECKOT MOIITapa IJlaCh: OAPEOUTH 3aTBOPEHY ILIETHY y Te-
KMHCKOM MynTUTrpady (3a KOju MOXKEMO NIPETIOCTaBUTHU [a je II0Be3aH)
KOja camipKu CBe rpaHe MyJiTurpada 1 MUHUMAJIHE je TeKUHe. JacHo, CBa-
KHUM IIPOJIaCKOM HEKOM I'PaHOM TeXKUHa IleTHe yBehaBa ce 3a Texxuny te
rpase. IlocToje pa3Hu alropuTMu 3a pelllaBamke OBOT IIpodneMma. IIpume-
THUMO [a je, V ClIy4ajy ma je npunpyxkeHu mynrurpad Ojnepos, pelleme
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npobdiema duso Koja OjnepoBa cTaza y mynturpady (kKoja ce, peimumo, Mo-
Xxe opgpegutu ®nepujeBuM anroputmoM), dyoyhu ma y TakBOj CUTyalluju
TIoIITap MOXXe MPOhM CBAKOM YJIMIIOM Ta4yHO jeJaHMIyT.

Ha3zuBs oBor npobiema noTude o KHHECKOT MaTeMaTtndapa Kyana?! xo-
ju ra je mpBu pa3MaTrpao 1962. roguse.

3apauum

1. Iloxm kojuM ycnoBuMa je koMmiieMeHT OjnepoBor rpada Ojnepon?

2. JIa nu je moryhe noByhu HenpekuaHy (KpUBYyOaBy) TUHUjY KOja CBaKHu
CErMeHT JIMHUja ca CJIMKe Ipecella Ta4yHOo jegaHnyT? Odpa3moxXuTu.

3. IIa mu ce ¢purypa u3 I[Ipumepa 3.5.4 u ¢purypa u3 nNpeTxogHOT 3afaTKa
MOTY HaIpTaTH! ¥U3 jegHOT noTte3a? Odpa3oXKUTH.

4. KommnnemeHT [leTepceHoBor rpada je perynapaH rpad cremneHa 6 ma
je, Ha ocHOBY OjnepoBe Teopeme, Taj rpad Ojnepos. [Ipumenom ®nepuje-
BOT anroputMa ogpenutu OjmepoBy cTa3y Tor rpada.

5. NmnnemenTtupatu ®nepujes aaropurtaM y HEKOM IIPOTPaMCKOM je3u-
Ky.

3.6 XamuntoHoBM rpacgoBm

3arpad kaxeMo fa je XamuilioHo8%? yKOJIUKO CampKU ITUKITYC KOju IIPO-
Jla3¥d CBaKUM 4BOpoM ToT rpada. TakaB IIUKIYC Ha3zuBamMo Xamu/ilioHO8
yukayc. CnuyaHO, 3a rpad KaxkeMo [a je 0ayxamuailioHo8 YKOJIUKO camp-
KU IIyT KOjU IIpOJIa3u CBAKUM YBOPOM TOT rpada, a TakaB IIyT Ha3UBaAMO
XamuanitioHos tiyiu. CBakM XaMUJITOHOB Irpa(d MCTOBPEMEHO je U IOJIyXaMuJl-
TOHOB.

31Men-Ky Kyan (1934) - KHHECKM MaTeMaTH4ap.
32Bunmjem Poyen Xamuntos (William Rowan Hamilton, 1805-1865) - upcku MaTeMaTU4ap
u husnyap.
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Mpumep 3.6.1. I'pad ca ciuke je XaMUITOHOB (MIYCTPOBAH je Tako
Ia HUje TelIKO YOUUTHU I0CTOojarke XaMUJITOHOBOT IUKIyca). Yuranan
MOXKe IIOKYIIIaTH Ja JoKaxe fa [lerepcenoB rpad HUje XaMUIJITOHOB,
aJu Ja jecTe IOJIyXaMUJITOHOB.

INocToju ounrnenHa aHanoruja usmehy nepunuIje XaMunITOHOBOT I'pa-
¢a u medpunuimje OjnmepoBor (myntu)rpada. Ilutame ga nu je HeKU rpad
OjnepoB y noTnyHCTH pa3peliaBa OjnepoBa TeopeMa. Y ciy4ajy XaMui-
TOHOBUX I'padoBa He IIOCTOjU CIIUYHO ,aK0 U caMo ako” TBphemwe. YV Ha-
cTaBKy heMo mokasaTu HEKOJHMKO TBphemwa Koja Jajy mOBOJbHE YCJIOBE 3a
XaMHUIITOHOBOCT rpada.

TeopemMma 3.6.2. Ykoauko ipap G cagpacu gea HecycegHa Yeopa, U u v, akea ga
HUX08U CllelieHU 3ag080./basdjy HejegHakocll

d,+d, >n,
oHga sadicu ga je ipagp G XamuailioHo8 ako u camo ako je ipap G+uv XamuaitioHos.

Joka3. Hajupe, ako je rpad G XamunToHoB, oHaa je u G + uv Takohe Xa-
MMJITOHOB HE3aBHCHO Of IPETIIOCTaBKEe TEOPEME.

IIpernoctaBuMo ma je G + uv XaMuiaToHOB rpad, a ma G TO HHje.
Y ToMm cnydajy, cBaku XaMUJITOHOB IIUKJIyC IIPBOT rpada Mopa Ipojia3u-
TH TpaHoM uv. [pyrum pedmma, G cagpxku XaMUJITOHOB IIYT KOjU CIaja
yBopoBe u u V. Heka je Taj nyT ogpeheH HM30M YBOpPOBa

u=vy,Vy,...,Vp =V.

[TpuMmeTMO ma akKo je 4BOp V; CyCeOHU YBOPY V, OHOA 4YBOp Vi, HUje Cy-
CeIHU 4YBOPY U. Y CYIIPOTHOM, IIOCTOjao du XaMUITOHOB IUKIyC ompehen
HHU30M YBOpPOBa

U,va,...,vi,V,Vn_1,...,Viy1.

I[lakme, yKOTUKO YBOP V mMMa d, Cyceqna, KUCTO TOJTUKO YBOPOBA HE MOTY OUTH
Ccycedu 4BOpA U, TO jeCT BaXKU HEjeTHAKOCT
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dugn_l_dva

IITO MIPOTUBYPEYMU IIPETIIOCTABIU TE€OPEME. |

IIpeTXOmHYy TeopeMy UCKOPHUCTHheMO 3a MOoKa3 HapemHe, XBaTajioBe33
TeopeMe.

Teopema 3.6.3 (XBaTanoBa TeopeMma). [Ipelliiociiagumo ¢ga Ccy uB0OpOBU
Vi,Va,...,V,, N > 3, ipagpa G ypeheHu lipema clueileHuma, io jecii ga eascu
dv1 < de <...<d,,. Ako 8adxcu umiaukayuja

n

d‘,k§k<2

:>dvn7 >n—-k

k

oHga je G XamuaiuoHos ipad.

Jokas. TIpernoctaBumo ga rpad G Huje XaMUJITOHOB, alu Ja je MaKCcuMaJl-
HU y TOM CMHUCIY, TO jeCT ga JodaBameM DUIIO KOje rpaHe IIocTaje XaMu-
ToHOB. Heka je (v, V;) ypebeHnu nap HecycegHUX 4BOpoOBa (3a KOju pelrMo
Baxwu k < I) 3a Koje je BpeZHOCT k + | MakcuMasHa.

[TomTo je oBa BpegHOCT MaKCHUMaJllHa, 3aKJ/by4yjeMO Ja je 94BOP Vi Cy-

CemHUu CBUM YBOPOBUMA V.1, Vi 2, ..., V,, OOHOCHO Ha BaXu
d, >n—1 (3.2)
CHuM4HO, YBOD V, jeé CyCemHU YBOPOBUMA Vi1, Vii2, .-« Vie1,Visls - - -, Vn, OTHO-

CHO BaXH U

dy>n—k—1. (3.3)

Ha ocHOBy npeTxogHe TeopeMe, UMaMoO U HejeJIHaKOCT

dy, +dy, <n—1, (3.4)

KoOja, 3ajemHo ca HejemHakourhy (3.3), maje

dvkgnflfdvlg(nfl)f(nfkfl):k.

O3HA4YUMO CTEIlEeH 4YBOpa Vi ca t, TO jecT dvk = t. IlpeTxonHa HejeOHa-
KOCT fmaje t < k, ma crora Baxu u d,, < t. W3 HejemHakoctu (3.4) cie-
mut = d, < 7. Kopucrehu mpernoctaBky TeopeMme U IIOHOBO HejenHa-
KocT (3.4), nodbujamo cnepgehu HU3 UMONIUKaNNja:

d zn—t:n—dvkzdvl+1>dv1:>n—dvk:n—t>l:>dvk<n—l.

Vn—t

MebyTuwMm, nocnenma HejeJHAKOCT IIPOTUBYpeUHr HejegHakocTH (3.2). W

33Bamnas XBaTan (VAaclav Chvéatal, 1946) - yelnku MaTeMaTH4dap.



3. TEOPUJA TPA®OBA 169

IupakoBa3* Teopema, Koja je jegHOCTaBHa 3a IMPUMEHY, MUPEKTHa je
TIOCJIeAUIA TPETXONHE.

TeopemMma 3.6.4 (AupakoBa Teopema). I'pap koju uma bapem 3 usopa u quju
MUHUMA/HU cllelieH 480pd 3ag080./6d8d HejegHaKOoCW

n

62§

je XamuauioHos.

Joka3. Umnnukaiuja u3 XBaTajloBe TeOpeMe BaXHU YKOJIMKO BaXu Hejen-
HAKOCT U3 OBE TEOpPEME. |

PasmoTpuMo capa jemaH mmpodiieM U3 JOMeHa II0JIyXaMUJITOHOBUX T'pa-
dona.

Mpumep 3.6.5 (npobnem Kowu4kor ckoka). Heka je maTa mmpaBoyrao-
Ha Tabma ¢opmaTta m x n (Koja ce 3a m = 8, n = 8 cBOAM Ha IIaXOBCKY
tabny). Oduhu cBa nosba Tabne ckakaueM (I1axoBcKa ¢urypa) Tako
Ila CKaKa4 CTaHe Ha CBakKo I10Jbe TaYHO jeJaHIyT.

Pemanuja ca momyxaMHUITOHOBUM TrpadoBHMa jaCHO je yOdJbUBa.
Cgakoj Tabimu MOKeMO NIPUAPYKUTHU I'pad Yuju YBOPOBU OATOBApPajy
mosbuMa Tabie, IpU 4YeMy Cy YBOPOBU CYCEIHM aKO M caMO aKO CKa-
Kay y jemHoOM 1moTe3y MoxKe npehu ca jegHor on omrosapajyhux nmosba
Ha Opyro.

Ha oBaj HaumH nuUTame IIOCTOjama pellerma npodiemMa CBOOU ce
Ha UCIUTHBAIE Ja JIU je IPUAPYXKEeHU rpad IoIyXaMHITOHOB WU
HUje. AKO (pelnMoO, Ha OCHOBY HeKe TeopeMe) 3aKJby4HUMoO [a je rpad
IIOJTyXaMUJITOHOB, OHJA y OMIIITEM ciy4ajy ogpebuBamwe nocrojeher
XaMuUITOHOBOT IIyTa HUje jeqHOCTaBaH 3ajaTak.

3aHUMIBUBO je HAallOMEHYTH [a je IIO3HATO Oa pelleme IIOCTOjU 3a
cBe Tabne opmaTa m x n, 3a m,n > 3, ca usy3enuMa tadiau popmara
3x3,3x5,3x6u4x4.

Jeman oxm HauwmHa da ce mobhe [o pellema IpodiemMa KOBUYKOT CKO-
Ka y ciy4ajy IaxoBcke Tadne (makie, ¢dopmarta 8 x 8) je ma ce Ta-
Orma mogenu Ha Mame Tadlle U a ce MPOdJIEM pelly 3a CBaKy Of HUX.
KoHauHo pelrewme ce IIoToM HodHja TaKo LITO ce Hajupe odube mpsa
nonTadna, ma ce jemHUM IIOTe30M nIpehe Ha cycegHy, U TaKO PEeOOM.
Ha npumep, peliema 3a Tadie popmata 3 x4 u 4 x 5 UIyCTpOBaHa Cy
Ha cnepnehoj caunm.

34T'abop Eugpe Mupak (Gabor Endre Dirac, 1925-1984) - Mabapcku MaTeMaTHyap.
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914 (13|18
101 5| 8 141198 3
71211 5 1101712
41916 20(15) 2|7
11123 1161116

Kopuctehu cumeTpuje moaTadbnu v YUEBEHHUIY Oa jeOHO pellerhe
00e3behyje jomr jemHo Koje ce moduja kKpehyhu ce ynatpar (op rmo-
clenmer Ka IPBOM II0JbY), KOMOMHOBaWkEM IBE Mame Tabie moma3mmo
IO jeOHOT pellera IIpodieMa KOBUYKOI CKOKa Ha ITaxOBCKOj Tadiu
(o3HaYMIM CMO caMO peJjieBaHTHA I10Jka).

1332 23 | 64

3.6.1 Mpobdbnem TproBavykor NyTHUKa

ITpobaem tupiosaukol iyliHUKa UMa IIyHO BapHjalija of KOjux ce HeKe MOo-
ry npoHahu y [8, 18]. OBge heMo ce 3ampkaTu Ha U3BOPHOj hOpMYyIIaIHjul.
Hexka je maT ckyn rpagoBa off KOjUX Cy HeKU I10Be3aHu nyTeM ogpeheHne ny-
JKUHe (Ha IpuMep, u3paxeHe y KUjoMeTpuma). TproBayku nyTHUK Tpeda
Ia odube cBaku rpaj TauHO jeJaHOyT U BpaTU Ce ¥ OHAj U3 KOjer je KpeHyo,
a Ja ToM npunukoM npehe Hajrkpahu myT.

Y 0BOM KOHTEKCTY MOXKEMO Pa3MOTPUTH TEKUHCKHU rpad 4uju 4BOPO-
BU peIpe3eHTYyjy I'paZloBe, IpaHe IIyTeBe u3Mehy HUX, a TeXXUHe IrpaHa
OyXKUHe nyTeBa. HeonxomaH yCIOB fa TProBa4dKM IYTHUK YOIIIITE MOXKe
U3BPIINUTH 3afaTak je ma je NpuapyxKeHu rpadp XaMUJITOHOB. Y TOM Cllyda-
jy, TpodiieM TProBavyKoT IIyTHUKA CBOAHU Ce Ha oapehruBame XaMUIITOHOBOT
LUKJIyca MUHUMAaHEe TeXUHE Y TEXKUHCKOM rpady.
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Penumo, ako cy cBaka OBa rpaja IoBe3aHa IyTeEM U UMa UX dapeM TpH,
XaMHUJITOHOB LIMKJIyC CBaKaKO IIOCTOjU, Te Tpeda ompemuTH OHaj 4dHja je
TeXWHa MUHUMaJHa. TakaB IUKJIyC Ha3uBaMoO ouliuMaaHu yukayc. IIpo-
drem ogpehuBama TakBoOT LUKIIyca je NP-TexXkak, a y ITUTepaTypHu IIOCTOju
BeJIMKM OPOj alropuraMa 3a HBeroBo pellaBame. (3a NP-Tellike mmpodieMme
Bepyje ce Oa He IIOCTOje epUKACHU aJITOPUTMU 3a IBUXOBO pelllaBaimkbe, TO
JecT ma ce, y HajHENIOBOJbHUJEM CIIy4dajy, HE MOTY PELIUTH aJilfOpPUTMUMA
CJIOKEHOCTHU KOja je monuHOoMMjalHa QyHKIHja of BeIUYHUHe yia3a.)

Jemau metop 3a ompebuBame onTUMAaNHOT IIUKJIIyCca IIopa3dyMeBa ogpe-
buBame cBUX IUKITyCca ¥ IOTOM M3ABajalhe OHOT KOjU je MUHUMAJTHE TeXKU-
He. JacHO je ma je oBakaB IPUCTYII BeoMa HeepukacaH. Ca gpyre cTpaHe,
CTpaTerHja ga yBeK Tpeda nhu mo Hajonuxker (y CMUCIIy MUHUMAaJIHE TeXKHU-
He IrpaHe) CYCEeQHOT 4YBOPa, Y OIIITEM CJIy4ajy, He JOBOOU OO0 ONITHMAaJIHOT
peliema, IITO je MIIYCTPOBaHO ciaenehum mpumepomM.

MpumMmep 3.6.6. XaMUITOHOB LIMKJIYC KOjU II0OJIa3u Of YBopa 1 TeXwusn-
ckor rpada ca cnuke ¢popMHUpaH ONNCaHOM cTpaTerujoM ompebeH je
HU30M 4yBOpoBa 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 4. Taj UuKIyC HUje ONTUMAaJIHU
TIOIIITO je HeroBa TexXWHa Beha om TexkmHe XaMHUIITOHOBOT IMKIIyCa
ompehenor Husom uBopoBa 1, 4, 2, 3,5, 6, 7, 8.

4
2
L ®3
6 1
®5
1
L @6

®
8 7

ITopen anropuTtaMa KOjHu majy OITHMAaJIHO peliewme npodiemMa Tpropau-
KOT IIyTHUKAQ, IIOCTOje ¥ TaKO3BaHU XEeYPUCTUYKHU aJTOPUTMU (UJIN XEYPHU-
CTHUKe). 3ajemHMYKA CBOjCTBA CBUX XEYPUCTUKA CY [1a je ’UX0oBa IpUMeHa
jemHocTaBHa (y CMHCIy Ja ce MOT'Y jeJHOCTaBHO UMIIJIEMEHTUPATH U Ia HE
3axTeBajy cJIoXKeHa UM3padyHaBamkba Koja ce, 3axBajbyjyhu ToMe, MOTY IIO-
HaBJbaTHU BeJIMKU OpOj IIyTa), ajld fa y OIIITEM CIIy4dajy He Aajy OITHUMAaJIHO,
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Beh pelieme Koje je y HeKOM CMUCJIy pedu OJIMCKO OIlTUMaliHoOM. Perema
Koja ce modujajy MpUMeHOM XeypUCTHKa Ha3uBajy ce 10goiiuumMasHum.

Onucakemo takosBany 3-xeypuciuuky. OBa XeypUCTHKa ITPUMEIbYje ce
Ha KOMIUIETHe TeXXWHCKe rpadoBe, OOHOCHO, Y CKJIafy ca paHHUjoOM Tep-
MUHOJIOTHjOM, IPUMeYje ce Y CUTyalldjaMa y KojuMa Cy cBakKa [IBa rpafa
noBe3aHa nyteM. Heka je s; jeqaH XaMWUJITOHOB UKIIYC KOMIIJIETHOT Te-
KUHCKOT rpada. YknamameM 3 HecycegHe TpaHe LUKIIyca S; godujamo
noarpadg Tor IUKIIyca Koju ce cactoju of 3 myTa. CllajambeM KpajeBa TUX
IIyTeBa Ha ofroapajvhe HaumHe modujamo HOBe XaMHUJITOHOBE IUKIIyCE.
IIa du oBO duno jacHUMje, HaBeOUMO jeJaH IIPUMED.

Mpumep 3.6.7. PasmoTprumo XaMunToHoB UKIyC Cg (CagpzkKaH y KOM-
nneTHoM rpady Kg) Koju je Ha cnuity ogpeheH pemom 4BOpoBHUMaA Off
1 mo 8.

VknawameM rpana 23, 45 u 67 nukinyca modujamo 3 myTa: jemaH
cagpxu yBopoBe 7, 8, 1 u 2, mpyru uBopoBe 3 u 4, a Tpehu uBopoBe 5
u 6. CrnajameM uBOopoBa 2 u 4, 3 u 6, u 5 1 7 fodbrjamMoO HOBU LTUKIIYC.
(Cnajame cMO MOTJIM U3BPIINTH jep je pa3MaTpaHu rpad KoMIjieTaH.)

HacrtaB/paMo TaMO I'me cMO cTanu. Huje TemKo yTBPAUTHU Ja pa3/Iudu-
THM CllajalkbrMa KpajeBa yTeBa fgodujamo 8 mukiyca (jemaH of BHUX je Sp).
Caga je jacHo miTa masbe Tpeda pagutu. Opn godujeHUX IUKIIyca dupamo
OHAj KOju je MUHUMalIHe TeXUHe (Taj UUKIYC He Mopa OUTU jeIUHCTBEH
U MOXKe Ce NOTOOUTHU Aa TO IIOHOBO OyIe S;), 03HaUaBaMoO ra ca S; U Ha
Bera NpuMemyjeMo IIPeTX0mHy npouenypy. Ha oBaj HauuH fodujamo HU3
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XaMUITOHOBUX ITUKIIyCa S1,S;,..., TAKaB [a je TeXKWHa CBAKOT HapemgHOT
Mama WY jefHaKa of TeXUuHe IpeTrxonHor. IIpolenypa ce 3aBpiiaBa Ka-
Ila Ce UCTIYHU HEKM Off YHaIpe[ 3afaTUuX KpuTtepujymMa (Koju ce yriiaBHOM
OOHOCe Ha Opoj uTepalyja Uau TeXXUHy HUKIIyCa).

Hanocnetky, nu3bop 3 rpaHe Koje ce yKjiamkajy MOXKe Ce BPIIUTHU Ha pa-
3He HauuHe. Penmmo, To MoXxke dutu ciydajaH u3dop uiau TO MOry dutu
rpaHe Behe TexkuHe (y ogHOCY Ha ocTarsne). Y ciaydajy ma usdop rpaHa He
IOBOOM IO IIpOMeHe IUKIIyca, Tpeda MOKyLIIaTH ca OpyradujuM u3d0poMm.

3apaum

1. [JokasaTu ga je rpad Koju ce moduja ykiIamameM OUJIO KOjer YBOpa
ITeTepcenoBor rpada XaMunToHoB. [loKa3aTu Ha je KoMmjeMeHT [letep-
ceHoBor rpada XaMUITOHOB U OOPEOUTH jemaH XaMUJITOHOB ITUKITYC TOT
rpada.

2. Tlopg KojuM npeTocTaBKaMa je (3aTBopeHa) OjimepoBa cTa3a HEKOT I'pa-
¢a ucroBpeMeno 1 XaMUITOHOB IIMKIIyC TOT rpada.

3. oka3aTtu ga KomieTaH rpad K, n > 3, cagpxu
(n—1)!

2
XaMUITOHOBUX LIUKIIyCA.

4. [TokasaTu fa KoMIjeTaH dunaprturtural rpad K, ,, n > 2, caapxku

(n—1)In!
2
XaMunTOHOBUX IIUKIyCa.

5. Ako cy uBopoBu rpada ypeheHnu kao y XBaTaa0B0j TEOPEMHU, TOKA3aTH
Ja CBaKa Of IIPeTIOCTaBKHU

n
d, >k+1, 3a k<§,

dvk gk,dvl §I:>d,,k+dvl >n, 3a k#1,

UMIUTULIVIPa IIPETIIOCTaBKy XBaTajlloBe TeopeMe, TO jecT odezdebyje xa-
MMIITOHOBOCT pa3MaTpaHor rpada.

6. [la 11 mocToju peuewme nMpodiemMa KOBUYKOT CKOKa y KOjeM CKakad
1ojia3u U3 IIojka KOje ce Hajla3u y jemHoM yriiy Tadbie ¢dopMmara n x n, a
3aBpIllaBa y O¥jaroHajiHO CYIPOTHOM HoJby? Odpa3yioKUTH.

7. UMmiieMeHTHPATH 3-X€yPUCTUKY YV HEKOM IIPOTPaMCKOM je3HUKY.
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3.7 MnaHapHu rpacdosu

3a rpad KaxeMo [a je U/1aHapHU YKOIHUKO Ce MOXKe IIPeICTaBUTH y paB-
HU TaAKO Ia ce meroBe rpaHe MehycodHo He npecelajy. OBa meduHUIMja
HHUje 3aCHOBaHa Ha CKyIIOBHOj neduHuUIUju rpada, Beh Ha ®eroBoj rpadpud-
KOj penpe3eHTanuju. HapaBHO, cMaTpaMo fia ce IrpaHe Koje ce NOJupyjy
caMo y 3ajeJHUYKOM UBOPY He Ipecelajy.

Mpumep 3.7.1. Oda rpada ca cnuke cy niaHapHu, dOyayhu ma ce mory
IIPeNCTaBUTH TAaKO [a UM Ce I'paHe He IIpecernajy.

CBaku IIoBe3aH INlaHapHU rpad KOju je IpencTaBibeH TaKo Oa My ce
TrpaHe He IIpecellajy Oejiv paBaH Ha HeKu Opoj 0dbnacTu, of KOjux je Ta4HO
jenHa dbeckoHauHa. JemaH Takas rpad u ogrosapajyha momgena uiaycrposa-
HU cy Ha Cnunu 3.5.

Cnuka 3.5: Ilnanapau rpad u ogroapajyha nogena paBHHU.

Y cnemehoj TeopeMu gokazahemo ma je 6poj odnacTu jequHCTBEHO OOpe-
ben ocHoBHMM MHBapujaHTaMa rpada.

Teopema 3.7.2 (OjnepoBa Teopema 3a nanaHapHe rpacdoBe). 3a csaku iio-
ge3aH {inaHapHu ipag G koju je ilipegciliaseeH y pasHu Wako ga my ce IpaHe He
iipeceuajy 8asxcu jegHaxKoc

n—-m+f=2,
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iipu uemy je n b6poj ugoposa, m 6poj ipaHa, a f 6bpoj obaaciiu Ha Koje ipagp geau
pasa.

Joka3. Magykuujom mmo dpojy rpaHa. IloimuTo je G moBe3aH, MUHUMAaJITHU
Opoj rpaHa Koje cagpXkm jegHak je n — 1 u Taga je G cradbno. Y cuy4dajy
cTtabna ouurnenHo Baxu f = 1, omakine cinenu TBpheme. [IpeTnocTaBUMO
Ia TBpheme BaxKu 3a CBe IIoBe3aHe rpadoBe ca Mame O m rpaHa U goKa-
KUMO Ja BaxXxu 3a rpad G koju uma m > n rpaHa. [lomTo Ham rpad uma
HajMame n rpaHa, OH cagpXKu HajMame jemaH nukiayc. Heka je e rpana Tor
nuknyca. I'pad G — e je moBe3an (jep e mpunaga IUKIYCYy) U OeIU paBaH
Ha jegHy obnacT Mame of rpada G (jep e orpaHmyaBa TauyHO IOBe 0OJjia-
ctu). IIpema MHOYKTUBHO] XUIIOTE3U (IpUMemeHO] Ha rpad G — e) BaxXu
n—(m-1)+(f—1) =2, omakie cjiequ TpaxeHa jeIHAaKOCT. |

EBo jomI jegHe ogpemHULE.

Teopema 3.7.3. Heka je G iiose3aH ipag y Kojem Hajkpahu Yuxayc uma g ipaHd.
AKo 8adcu HejegHakocil

oHga G Huje TiaaHapHu ipad.

Jokas. IlpetniocTaBuUMO [a je G nna"HapHU rpad (IpencraBbeH Tako ga My
Cce rpaHe He IIpeceliajy) ¥ JOKaXXKUMO fa Tafa faTa HejeJHaKOCT He BaXKu.
Hexka je c(F) bpoj rpaHa Koje orpaHu4aBajy odnact F. bynyhu ma cBaka
rpaHa orpaHudYaBa [Be obnacTu, Baxu y .c(F) = 2m (cymMupame BpIIMMO
110 CBMM OdacTuMa Kojux je yKynHo f). Ca gpyre cTpaHe, cBaka 0diacT je
OorpaHUYeHa Ca HajMame g TpaHa, Ia BaXu 2m > (f.
Kopuctehu npetxogHy TeopemMy, modujamo
2:n—m+f§n—m+2£;n:n—m(gg_2),

OJakJie CJIequ HejeqHaKOCT

4YrMe je JoKa3 3aBpIIEH. [

[IpeTxomHa TeopeMa UMa TEOPHjCKU 3Ha4aj, jep Aaje jedHO CTPYKTYPHO
CBOjCTBO IZTaHapHUX rpadoBa. Yckopo heMo ce ymo3HaTH ca jegHOCTaB-
HUM TECTOM KOjUM ce yTBpbhyje ma nu je HeKu rpad NnjaaHapHU UM HUje.
3a To HaM je moTpedHa HapenHa HedUHUINjA.

Ioiuiiogena ipagha G nodrja ce 3aMeHOM CBakKe rpaHe TOT rpacda HETPHU-
BUjaTHUM IIyTEM IIPOU3BOJbHE AYyKUHE (KOjU CIlaja YBOPOBE KOjU Cy dmmu
UHIUOEeHTHU ca rpaHoM). HedbopmanHo, notnomena rpada moduja ce y3a-
CTOIIHMM [OOaBamkeM IIPOU3BOJBPHOI Opoja Y4BOpPOBa CBAaKOj I'PaHU.
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Mpumep 3.7.4. OBo je jemgHa nmoTtnopena rpada ca Cnuke 3.5.

Crnepu HajaBIbEHU TECT.

Teopema 3.7.5. ['pag je tinaHapHu ako u camo ako He cagpoicu tiogipag Koju je
uzomoppaH Hekoj toitiiogeau ipaga Ks uau ipaga Kj 3.

Jenna nMnIuKanuja ce jegHOCTAaBHO HoKa3yje. Haume, HUje TEIIKO yBe-
DUTHU Ce Ia HUjenaH of rpadoBa Ks 1 K; 3 HUje IIaHapHHY, I1a 0TyAa rpadoBu
KOju ce modujajy BMX0BUM IIOTIIOHENaMa TaKohe HUCY InaHapHHU. [1oKas
Opyre uMNOIuKamuije Moxe ce npoHahu y [5, 34].

3apauum

1. [JokasaTu Ja peryiaapaH rpad ca 7 4BopoBa CTelleHa 4 HUje IJIaHapHU.

2. Ioka3zatu cnenehe yonmremne OjnepoBe TeopeMe 3a IJlaHapHe rpado-
Be: 3a IJjaHapHU rpad kKoju He Mopa OUTH IIOBE3aH, ajld je MIPeacTaB/beH
TaKO Ja My Ce rpaHe He Ipecellajy BaXHu jeJHaKOCT

n—-m-f=1+p,

npu 4eMy je p dpoj KoOMIIOHeHaTa IOBE3aHOCTH, a OCcTaljie O3HakKe UMajy
HUCTO 3Ha4UeH’e Kao Yy HaBeeHOj TEOPEMHU.

3. Kopucrehu Teopemy 3.7.3, moka3aTu fa IjiaHapHU rpad Koju mma Haj-
Mame 3 4BOpa MMa HajBuie 3(n — 2) rpaHa.

4. Kopucrtehu npeTxogHu 3afiaTak, [oKa3aTH [a IlaHapHU rpad cagpxku
YBOpP 4YUjH je CTEeIleH HajBuuie 5.

5. Ioka3zatu pa cy rpadoBu K; — e u K3 3 — e, [IpU 4eMy je e IIPOU3BOJbHA
rpaHa, IJIaHapHU.
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3.8 CnapmBama y rpadoBuMa

Ctiapusearbe y Tpady je MOACKYII CKyIla I'PpaHa TaKaB [la HUKOje IBe TpaHe
TOT MOACKYIIa HUCY CycenHe y rpady.

MpumMmep 3.8.1. Ha ciunu Ccy wiIyCcTpoBaHa ABa CllapuBama y HaTOM
rpady. (I'paHe jegHOT cllapyBaiba UJIYyCTPOBaHE CY IIPBEHOM, a APyror
nyaBoM H50joMm.)

MakcumanaHo cilapuearbe y rpady je criapuBame KOjeM ce He MOKe IoaaTH
TrpaHa Tako [ia OHO OCTaHe clapuBame. Hajeehe ciiapusare y Tpady je OHO
Koje campzxu HajBehu dpoj rpana. Hu MmakcuMmasnHo HU HajBehe ciapuBame
He Mopa fa dynme jemuHcTBeHO. llpBeHO cniapuBame u3 [Ipumepa 3.8.1 je
MaKCcuMaJiHO U HajBeke 11TO Ce jemHOCTaBHO IpoBepaBa. [1naBo crapusa-
e HUje MakKCUMaJIHO, Ia TUMe Huje HU HajBehe. Kama ducmo my mopmanu
TpaHy MHUMOEHTHY Cca YBOPOM CTelleHa 4, IIJIaBO CllapuBaie dU II0CTasio
MaKCHUMaJIHO, ajli U najke He dou dumno Hajsehe. CBako HajBehe cnapuBame
KCTOBPEMEHO je ¥ MaKCHUMaJIHO.

CaspweHo ciiapusare y Tpady je cliapuBamke TaKBO [ia je CBaK1 YBOP TOT
rpada MHIUTEHTAH ca jeqHOM IpaHOM cliapuBama. ['pad He Mopa ma ca-
IPKM caBpllIeHO CIlapuBakhe, a jeaH Takas rpad mat je vy I[Ipumepy 3.8.1.
[[ITaBuIle, ako rpad uMa HelapaH dpoj YBOpOBa, OHOA OH HEe MOXKEe HMa-
TH CaBPIIEHO cliapuBamke. CBaKO CaBPIIEHO CIIapUBaibe jeé HCTOBPEMEHO U
HajBehe crapuBame, a IO MPETIIOCTAaBKOM [la CaBpIIEHO CllapuBaib€e I10-
CTOjH, BaXKu U 00paTHO.

MpumMmep 3.8.2. [yt napHe OyKMHE HapaBHO HEMa CaBpIIEHO CIIapu-
Bame, OOK IIyT HellapHe OyXKWHE MMa jeQUHCTBEHO CaBpIIEHO CIapu-
Bame, IIITO HUje TEILIKO YTBPOUTHU.

CnuuHoO, IUMKIIYC IapHe OyKWHe UMa Ta4HO OBa CaBpIlIeHa Cliapu-
Bama. YKOJIUKO ca M 03Ha4YuMO jeIHO Of BUX, Taja je opyro onpeheHo
pe3nuKoM cKynosa E\M.

Ha cnumu cy unycrpoBaHa OBa rpada 3a Koje HHje TeIIKO 3aKJby-
YUTHU Ja cafpzKe CaBpllieHa CllapuBama.
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Ipyru rpad ca CIuKe je KOMIIJIeTaH OUIIapTHUTaH M Hera of pa-
HUje o3HaudaBaMo ca K, ,. OBaj rpad uma 4! caBpuieHUX CIlapuBamba.
3auncra, noctoje 4 MoryhHOCTU 3a rpaHy CaBpIIEHOT CllapuBamka Koja
je UHIIUOeHTHa ca jegHUM ¢puKcupaHuM yBopoM. HakoH Tora, mocro-
je 3 moryhHOCTHU 3a rpaHy MHIMOEHTHY ca HEKUM OPYTUM YBOPOM U3
HUCTOT CKyIla MapTUIlMje YBOPOBA, MOTOM 2 MOTYhHOCTHU 3a HapegHHU
yBop ¥ 1 MoryhHOCT 3a mpeocTanu 4BOp, IITO maje 4 -3 -2-1 = 4!
MOTYhHOCTH, OMHOCHO CaBpIIIEHUX CllapuBama.

HapasHO, BaK# ¥ OIIIITH 3aKJby4akK y CKJIaAy ca KOjUM KOMIIJIeTaH
dunaprtutaH rpad K,, uMa n! caBpllleHUX CllaprBaimba, a Ha CIWYaH
Ha4YMH MOXe Ce JoKa3aTH Ja koMmnieTaH rpad K,, uma

(2n)!
n!2n

CABpPIIIEHUX CIIapHWBaiba.

Y HactaBky heMo pa3MOTPUTHU IUTalbE IOCTOjalkha HajBeher ciapuBama
y rpady. Kao mito hemo BupmeTu, To NUTalke je Y HOTIYHOCTU Pa3peIieHo
jemgHUM ,,aK0 M caMO akKo” TBphewmeM. 3a modeTak, HEOIXOOHE Cy HeKe
mebuHUINjE.

Heka je M mpou3BOJbHO CIlapuBame y rpady G. 3a 4yBop u Tor rpada
KOju HUje MHIIUAEHTaH HU Ca jeJHOM I'paHOM CllapuBama M KaxeMo Ia je
ca0bogaH y ogHOCY Ha M. 3a nyT

P=(vi,e1,vz,€3,...,€_1, V)

y rpady G Kaxxemo ga je M-asiiepHupdjyhu yKOIUKO UJIM CBE TpaHe Helap-
HOT MHIEKCa UJIU CBe TpaHe IapHOT UHAeKCca nyTa P npunanajy cnapuBamy
M. [IpyrumMm peumnma, rpaHe IIyTa HAU3MEHUYHO IpUIlafajy ¥ He Ipunagajy
IaToM cCIlapuBamy. M-ygehaHu iyl je M-anTtepHupajyhu nyT Kop Kojer cy
CaMO KpajeH YBOPOBU CIIODOOHU y OOHOCY Ha cnapuBame M. Takas myT
He Mopa [a IIO0CTOjH.
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MpumMmep 3.8.3. Ha cnunu je Ha3Ha4YEeHO jeJHO CllapuBame M Koje ca-
opxku 4 rpase. 1yt ogpehen HM30M YBOpOBa of 2 mo 8 je M-anTepHU-
pajyhn, a nyt P onpeben susom uBoposa of 1 mo 8 je M-yBehanu.

1 9 10

® ® | |
2 3 4 ) 6 7 8
Youumo ga cnapuBamke M HUje HajBehe U fa je jenHo Behe cnapusa-

we ogpebeno ca MAE(P), mpu ueMy /A 03Ha4aBa CUMETPUYHY Pa3JIUKY
IBa CKyIa.

HamokoH cMO CIpeMHM 3a HajaB/beHU pe3yJ/ITaT 3aCHOBAH Ha OHOME
IIITO CMO YOUHIIH Y IIPHUMePY, a Io3HaT Kao bepxkoBa® TeopeMma.

TeopemMma 3.8.4 (bep>xoBa TeopeMa). Ciiapusare M y ipady G je Hajeehe ako
u camo ako G He cagpacu M-ysehaHu Tyil.

Jokas. TlpeTtnocTtaBuMO Oa je cnapuBake M HajBehe u Heka, HacympoTt
TBphewy, rpad G cagpxu M-yBehanu nyt, penumo P. IIpumetrumo fna
je MAE(P) (mpu ueMy o3Hake A u E(P) umajy ucto 3Hauewme Kao y [Ipume-
py 3.8.3) Takobe criapuBame y pa3aMaTrpaHoM rpady. lllTaBuile, To ciapu-
Bale CafpzKU jeOHy rpaHy Buile (om M), mrto 3Ha4uu ga M Huje HajBehe.

[ pyry mMnnukanujy gokasahemo tako mro heMo moxasaTtu KOHTpaIo-
3unujy, To ject npernocraBuheMo na cnapuBame M HUje HajBehe U moKa-
3akemo ga Taga rpad cagpxku M-yBehanu iyt. Ako M Huje HajBehe ciapu-
Bale, OHJIa IIOCTOjU CcIlapuBaimbe M’ Koje je HajBehe U TUMe cafpKU BUIIIE
rpaHa om M. Pasmotpumo noarpad rpada G 4uju je cKym rpaHa ompehen
yHUjoM cKynoBa M u M'. CtemneH cBakKOT YBOpa TaKBor noAarpada Huje Behu
on 2. (Caku 4BOp MHIIUAEHTAH je ca HajBUIlle ABe I'PaHe KOje Ipumnamajy
pa3nuYUTUM CllapuBamuMa.) [IpyruM pedmMa, CBe KOMIIOHEHTe I10Be3a-
HOCTH pa3MaTpaHor noxarpada cy nyTeBu uiu nqukiIycu. bynyhu ma cBaku
LUKIIYC cafgpzKHU jegHaK Opoj rpaHa M3 crapuBama M u M’ (IIUKIIyC Mopa
Outu napHe gyXVHe U BEroBe I'paHe HAaU3MEHWYHO IPUIIafajy jefHOM I1a
IPyroOM CllapuBamy) U Ja CllapuBaike M’ camgpxKu BUIIE T'PaHa, 3aK/bydyje-
MO Ja MOpa IIOCTOjaTU KOMIIOHEHTAa KOja je IyT KOju cafgpKU jedHy rpaHy
Buile U3 M’ Hero u3s M. Y ToMm ciy4ajy, TpaHe TaKBOT IIyTa HaU3MEHUYHO
npullagajy cnapuBawkmuMa M u M’, ¢ TUM Ja IIpBa U IIOCIEeOka rpaHa ImyTa
npunazajy cnapuBawy M’. Taj nyT je, nakine, TpaxeHu M-yBehauu nyr. B

35Knop XKak Bepx (Claude Jacques Berge, 1926-2002) - ¢bpaHIlycKA MaTeMaTHyap.
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Mpumep 3.8.5. Beh cmo koHCcTaTOBanu Oa cnapuBame M u3 Ilpume-
pa 3.8.3 Huje HajBehe, a TakaB 3aKkIbyyaj ciaenu U Ha OCHOBY bepzkoBe
TeopeMe, momITo rpad campxku M-yBehanu nyTt. HajBehe criapuBame
uctor rpada cagpxu 5 rpaHa U Yy OOHOCY Ha TaKBO CllapHBaike He
II0CTOju yBehaHu myT.

INocToju Benuku Opoj IpUMeHa cllapuBaiba y rpadoBUMa. JemHa of BUX
MOXKe Ce CyCpecCcTH Kof TaKO3BaHOT {Iipobsema paciiopega tiocaosa (y HEKO]
IUTEPaTyPH, lpobaem 3ailoubasara unu iipobsaem acuiHauuje). IlpeTnocra-
BHMO [1a je JaT HEeKU CKYII II0CJIOBa U Ca IpyTre CTpaHe CKyI pagHUKa. Tako-
be, maTtu cy u nopaIu Koju roBOpe 0 TOMe KOje ITIOCJIOBE CBAKU Ofl pagHUKa
yMe ma pagu. OHO IITO ce TpaXHU je jedaH paclopen pagHUKa Ha IIOCIOBE
TaKo [a IITO BHUIIIE II0CJIOBa OyAe ITOKPUBEHO U [1a IITO BHUIlle pagHUKa dyne
3arocCJeHo.

YKONMKO IpeTIIOCTaBUMO [Ia je 3a odaBhare CBAKOT Of II0OCJIOBA JOBO-
JhaH jeflaH pafHUK U [1a Cy pagHULIM jefHaKo edUKaCHU y 00aBibamkhy IIOCIO-
Ba, modujaMo HajjemHOCTaBHUjU OONUK mIpodsieMa. JacHO, oBako (popMy-
JICaHU IPOdJIeM MOXKe ce MofelupaTu dUIMapTUTHUM rpadoM Kom Kojer
YBOPOBH jeJHOT CKyIla ITapTHULFje OATroBapajy NoCI0BMMa, YBOPOBU APYIOT
CKylla OATroBapajy pafjHUIMMa U IPU TOM Cy ABa YBOpPa CIOjeHa I'PaHOM
aKo ¥ caMoO ako oAroBapajyhu pagHUK yMe Ia pagy oaTH I1ocao.

Y oBakBOj cutyauuju ompebuBame omTHUMaNHOr pacliopefa pagHUKa
cBomu ce Ha oapebuBame HajBeher cmapuBama y dumapTUTHOM rpady.
3a TO moCTOju BUIlle anropurama, a Mehy Hajno3HaTHje cllafja TaKO3Ba-
HU Mahapcku asiopuiiam. OBOe ra HehemMo HaBoOUTH, a MOXKe ce IpoHahu
y[5, 15, 31, 34]. Mabapcku anroputam 3acHOBaH je Ha bepxkoB0oj Teopemu
U jOIlI HeKUM TEeOPUjCKUM pe3yTaTuMa OABojulle Mabapckux MaTeMaTuda-
pa, Ia My OTyIa ¥ Ha3uB.

CrnoxeHUje BapujaHTe npodieMa pacropena II0CI0Ba 3aXTeBajy pa3jiu-
4yuTe OpojeBe pagHUKaA 3a IIojeINHAYHEe IOCJIOBE WIU OOMYIITajy pas3aInudu-
Te e(pUKaCHOCTH caMux pamHuka. [IpunmkoM pelllaBama TaKBUX IPOodIie-
Ma KOPUCTe Ce TeXXWHCKU (dunapTuTHU) rpadoBU Kom KOjUX TeXKUHE I'pa-
Ha, peluMo, MOTY pPeIlpe3eHTOBaTH BpeMe noTpedHOo 3a odaBsbambe I10Cia
O CTpaHe NOojeqUHAYHUX PafHUKA. JedaH O HajIO3HaTUjUX aJropuTaMa
3a pelaBame Tako GopMynucaHor mpodieMa je Kyu36-Mankpecos®’ anro-
puTtaM (BumeTu moHOBO [5, 15, 31, 34]).

3apaum

1. [loka3aTu ma cTabio MOXKe MMaTH HajBUIIE jeIHO CaBPIIEHO CllapuBa-
me.

36Xaponn Bunujem Kyn (Harold William Kuhn, 1925-2014) - aMepryky MaTeMaTH4ap.
3711ejmc Pejmonn Mankpec (James Raymond Munkres, 1930) - aMepu4yky MaTeMaTHyap.
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2. Heka je maTto cTtadno koje uma 2n, n > 1, uBopoBa. Y CKjangy ca IIpeT-
XOOHUM 3aJaTKOM, OBO CTadjio MOKe MMaTH CaBPIIEeHO ClapuBame, TO jeCT
CcIlapuBaibe KOje Cce cacTOju Of n rpaHa, IITO je JmaKjle MaKCHMaJlHu OpPoj
rpaHa cnapuBama y cTtadmy. OgpenuTu jemHO cTadbiio Koje HHje IIyT U 3a
Koje ce Taj dpoj moctuxke. Koja je momwa rpanuiia 3a dpoj rpaHa HajBeher
criapuBama y ctabny u y ciy4ajy Kojux crabana ce goctuxe?

3. IIoka3aTu ma roBe3aH rpad ca nmapHuM dpojeM YBOpOBa KOju He calp-
KM WHOYKOBaHU noarpad udomopdas rpady K; ; UMa caBpIIIEHO CllapUBa-
Be.

4. JToKa3aTu la CBaKM OUITapTUTAH peryiapaH rpad uMa caBpIIEHO Cla-
pUBame.

5. KoHcTpyucaTu jegaH perymnapal rpad cremneHa 3 KOju HeMa caBpliie-
HO criapuBame. M3BeCTH ONIITU NPUHLUIN 3a KOHCTPYKIHjy peryiapHoOT
rpada TpoU3BOJBHOT CTEIIEHA Ca UCTUM CBOjCTBOM.

3.9 bojewa rpacosa

Bojere ysoposa rpada je GyHKIMja KOja CBaKH YBOP I'pada ImpeciaukKaBa
y HeKy 00jy 3 maTor cKyna doja. Y ToM ciydajy KazkeMo [a je 4Bop 0d0ojeH
omrosapajyhom dojoM. 3a Hojere uBopoBa KaxKeMo Aa je iipasu/iHO YKOITUKO
Cy CyCeOHM YBOPOBM 000jeHM pa3nuduTuM dojaMa.

Bojerwe ipaHa Tpada je GyHKIIMja KOja CBaKy rpaHy rpada IpeciaukKaBa
y HeKy bojy u3 gartor ckymna doja. Kao y npeTxogHOM Ciiy4ajy, KakeMo fa
je rpaHa obojeHa oprosapajyhom 6ojoM, a 3a bojere rpaHa KaxeMo Ja je
IPaBUJIHO YKOJIMKO Cy CycefHe rpaHe 00ojeHe pa3nuuuTuM dojama. IIpo-
dneMm bojema rpaHa rpacda MoxKe ce CBeCTH Ha nmpodiem dojema YBOpOBa
HEeroBOoT JTUHUjCKOT rpada.

Jlunujcku 1pag rpada G, y o3uauu L(G), je rpad je Koju ce moduja Ha
cnenehu HaymH:

* ckyn uBopoBa rpada L(G) ogrosapa ckyIly rpaHa rpada G,

* yBOpoOBU I'pada L(G) cy CycemHU aKO M caMO aKO Cy BHUMa ofroBapa-
jyhe rpane cycenue y rpady G.

Kaxkemo fa je G kopeHcKu ipag cBor nuHHUjcKoT rpada. (OBaj TepMUH He
Tpeda HOBOOUTH y BE3y Ca paHUje CIOMUBbaHUM KOPEHCKUM cTadmuMma.)

Mpumep 3.9.1. Ha cnunu je unyctpoBaH rpad G ca HyMepuCaHUM I'pa-
HaMa U meros nuaujcku rpad L(G). byoyhu ga G uma 8 rpana, L(G)
uma 8 yBopoBa. CycencTBa u3Mmehy uBopoBa ompeheHa cy mpeTxom-
HOM [eUHUITHAjOM.
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)

JacHo je ma cBaku rpad, go Ha n3oMopdu3aM, UMa TauyHO jelaH JITUHU]-
cku rpad u ma dojewme rpaHa rpada jemHo3HauHO ogpehyje dojere YBopoBa
HEeroBOT TUHUjCKOT rpada. OdpaTHO, u3 Teopuje rpadoBa IIO3HAT je pe-
3yJITaT y CKJIay ca KOjuUM CBaKOM JIMHUjCKOM I'pady Koju HUje usomopdan
rpady K; ogrosapa TayHoO jemaH KOpeHCKU rpad. IpyruMm peduma, ako je
HeKkM rpad NUHUjCKU U HHUje u3oMopdaH rpady Kz, oHOA OH jeJHO3HAYHO
onmpebyje kopeHcKu rpad 1 dojeme YBOpPOBa IMHUjCKOT Irpada jemHOo3Had-
HO onpebyje dojeme rpaHa HEroBOr KOPEHCKOT rpada.

Y cknapmy ca IpeTXOOHOM AUCKYCHjoM, y HacTtaBkKy hemo merarbHUje
U3N0XKUTHU O0jerme uBopoBa rpada. Hapmarbe, Kaga rom Kaxkemo ,00jeme
rpada” umahemo y Bugy 6ojere meroBux 4Bopona!

3a rpad KaxeMo fa je k-060jus YKOJIMKO ce MOKe IIPaBUJIHO 0O0jUTHU KO-
punthemeMm k doja. [Ipenusnuje, rpad je k-0d00juB YKOIUKO IIOCTOjU HYHK-
IIMja Koja CBaKXd YBOP TOT rpada IIpecirukaBa y HEKY 00jy m3 ckKyma of k
boja Tako fa ce cycegHM YBOPOBM IIPECIIMKaBajy y pa3nuyure doje.

MuHUMaIHy BpeaHocT k 3a Kojy je rpad k-0d0juBs, y 03HAIM y, HA3UBaAMO
xpomaitcku 6poj rpada. XpoMaTcKu dpoj je jemHa nHBapHjaHTa rpada.

I[TpumeTuMoO fa ce dojerme HelloBe3aHOT rpada MoxkKe pa3MaTpaTHu Ta-
KO IITO ce dojeme CBaKe KOMIIOHEHTE IT0BE3aHOCTHU pa3MaTpa He3aBUCHO
on dojema ocTanux KoMInoHeHaTa. OBO Hac, peluMoO, DOBOOU OO jeTHO-
CTaBHOT 3aKJby4Ka Ja je XpoMaTCKu Opoj HemmoBe3aHoT rpada jeqHaK Mak-
CHMAaJIHOM OJ XpOMAaTCKHUX OpojeBa HEeroBUX KOMIIOHEHaTa. Y CKJany ca
IPeTXOOHUM, Y KOHTEKCTY Dojera rpadoBa Hajuenrhe ce pa3MaTpajy caMo
noBe3aHu rpadoBu.

Mpumep 3.9.2. Kommneran rpad K, Moke ce IpaBUIIHO 0O0jUTU KOPHU-
utheweM n 6oja. Byayhu ma cy cBu uBopoBu oBoT rpada MmehycodHo
CyCenHH, 3aK/by4dyjeMo Ia je ’BberoB XpoMaTCKu OpPoj 3aKucCTa jegHaK n
(To jecT, He MOKe OUTH Mambu).

Huje Temko 3ak/pydUTH [a Ce CBaKU IIyT KOjU CaipXu HajMame 2
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4BOpa MOXKe IIPaBUJIHO ODOjUTH TaKO IITO Ce HAaWU3MEHWYHO YIOoTpe-
brpaBajy nBe doje, Te ma Baxwu y(P,) =2, n > 2.

Baxu u onmrTHju 3ak/bydak Ia je XpoMaTCKu Opoj dumapTuTHOT
rpada kKoju uMma dapeM jemHy rpaHy jemHak 2. YBOPOBU U3 jeqHOT
CKyla nmaprtuimje doje ce jemHOM H0joM, a YBOPOBHU U3 OPYIOr CKyIla
Ipyrom dojom. OBakBU dumnapTUTHU rpadoBU ce 300T OBOT CBOjCTBa
Ha3uBajy u duxpomailcku ipagosu.

CnuuHo, 3a nukiIyc C, BaXu

2, n=2k,

> 2.
3, n=2k-1, k22

x@a—{

Yno3uaheMo ce capa ca HEKUM CBOjCTBUMa XpoMaTCKoOT dpoja. 3a rpad
KaXXeMo [a je y-KpuiliuiaH yKOJIMKO je HeT0B XPOMAaTCKU Opoj jedHak y u
YKOJIMKO je XpOMaTCKU OPO0j CBaKOT HeroBOT IpaBor noarpada MamU Of y.
CBaku rpad 4uju je XpoMaTCKU OpPOj jefHaK y campiKu y-KpUTUYAH I100-
rpad. [IpumMeTuMO Ja y-KpuTudaH rpad Mopa dUTU IMOBE3aH.

Jlema 3.9.3. Ako je ipag y-kpuiiuuaH, OHga MUHUMA/AHU cilieilieH Ygopa ol 1pa-
¢ha 3agosomasa HejegHakocli 6 > y — 1.

Jokas. TIpeTrnocTtaBuMo fa je HeKu rpad G y-KpUTHUYaAH U Ia 3a Ibera, Hacy-
npoT TBphemwy, Baxku HejemHaKOCT 6 < y — 2. Heka je u YBOp MUHUMAJITHOT
CTelleHa, TO jeCT HeKa Baxu d, = 6.

IMomTo je G y-KpuTUdaH, 3akKbydyjeMo mga je rpad G — u (y-1)-odbojus.
Y3 10, 3a bojeme cycema uBopa u (y G) ynotpedrbeHo je HajBuile y-2 doja
(jep Tux cycema HeMa BuUIlle Of TONHKO). Ipyrum peumma, meby dojama
ynoTpedibeHUM 3a bojere rpada G—u mocToju doja Koja HUje yrmoTpedsbeHa
3a bojeme HEKOT cycena YBopa U, I1a U MOKeMO 0D0juTH yipaBo TOM DOjoM.
Iakne, u G je (y — 1)-0b0jus, mITO je Y CYIIPOTHOCTU Ca IPETIIOCTaBKOM fa
je G y-xkputrdas. [ |

Jlema 3.9.4. Ako je y xpomaiticku 6poj tiosesaHoi ipapa G, oHga G cagpacu Haj-
Marbe y usopoea vuju je citeiieH seku uau jegHak og y — 1.

Joka3. Ako je H noxarpad rpada G Koju je y-KpuTHu4daH, OHJa IIpeMa IpeT-
XOMHOj JIEMU CTEeIIeH CBaKoT YBopa rpada H Huje mawmu of y-1. MicTo Baxu
U YKOJIUKO ce 4YBOpoBU rpada H pa3dMaTpajy Kao YBOPOBY KHEeTOBOT HAATpa-
¢a G. TomTo je xpoMmaTcku dpoj rpada H jemgHak y, 3akbydyjeMo ga H uMa
HajMame Yy YBOpPOBa, Oflakjie ciequ TBpheme. [

HapenHsu pe3ynTaTt ciiequ QUPEKTHO U3 IPETXOJHE JIeMe.

TeopemMma 3.9.5. Xpomailicku 6poj u MakcumaaHu citieiileH 4eopa c8akol iose3a-
HOI Ipaga 3agosobasajy HejegHakocil

r<A+1. (3.5)
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Joka3. ¥V cknapgy ca meMoM, pa3MaTpaHu rpad cagpzkKu 4YBOpP UHMjU CTEIleH
HUje Mamu of y-1, a OTyma BaXu W Ja MaKCHMaJIHH CTeIleH 4YBopa TOT
rpada HUje Mamu of y-1. [

l'opmwa rpanuiia 3a XxpoMaTCKu OpOj maTa y IPETXOOHOj TEOEPMU HEKa-
Ia 3Ha4ajHO OICTYyIIa OF BPEeOHOCTH XpoMaTCKOr dpoja. Pemmumo, y IIpume-
Py 3.9.2 3aK/BbYy4YHIIA CMO [a je XpoMaTCKHu Opoj duio Kojer dunapTUTHOT
rpada Koju uma dapeM jegHy rpany jemHak 2. Ca Ogpyre cTpaHe, MaKCHU-
MaJIHU CTelleH YBOopa TaKBOT I'pada MoxKe MMaTH IIPOU3BOJHbHY BPETHOCT.
Y oBOM KOHTEKCTY, IIOCTaBba Ce IIuTamke ogpehuBama rpadosa 3a Koje ce
IocTuXe jegHakocT v dopmynu (3.5). Ogrosop Ha TO NHUTame Oaje Bpyk-
coBa®® TeopemMa.

TeopemMma 3.9.6 (BpykcoBa TeopeMa). JegHakocii y ¢opmyau (3.5) sadxcu
axKo u camo ako je pasmaiupavu ipag usomopgpaH xomiseiiHom ipady uaiu yu-
KAyCy HellapHe gyiicuHe.

Ioka3 ce moxe nmpounahu y [5, 31, 34].

CnuYHO Kao y cJIy4ajy cliapuBama y rpadoBuMa, u Kom dojerma mocTo-
je anropuTMu KOju HOajy ONTHMAaJIHO dojerme 4BOpOBa (TO jeCT, OHO Koje
KOpUCTH MHUHUMAaIHHU Opoj 6oja). [Topen HUX, YIIOPEOO ce pa3BUjajy u Xe-
YPUCTHYKY aJTOPUTMH. JeHa TaKBa XeypHUCTHKa ce cama Hamehe. Heka
Cy 4BOpOBU rpada O3Ha4YeHU ca Vi, V,,...,V, (PeIuMOo Oa je TO o3HadaBa-
e IPOU3BOJbHO) U HEKa je maT ypeheHu ckyi ox n 6oja. YBopoBe dojuMo
pemoM moYeBHIX Of V; Koju dojumo mpBoM dojoMm u3 ckymna doja. Kapga mgo-
bemo mo uBopa v;, bojumo ra dojom Koja je mipBa Hoja cKyma doja Koja HUje
ynorpedibeHa 3a dojerme Berosux cycena.

JacHo je ma je oBakBa XeypHCTUKa IIoxJiennHa dynyhu ma dupa nmoxamHO
HajroBoJbHUje peuiere. OHa he yBek matu jemHo epukacHo (y cMHUCTY Op-
3UHe U3BpIaBama) U IIpPaBUJIHO Oojewme rpada, anu he y ciydajy HEeKUx
rpadoBa ynoTpeduTtu Buille doja Hero 1mTo je norpedHo. Huz anropurama
Koju majy dojeme rpada, y3 ynorpedy MuHUMaNHOT dpoja doja, 3acHOBaH
je Ha oBoj xeypuctunu. Heku on ®ux Mory ce nposahu y [6, 15, 23].

Y HapemHuM npuMepuMa yno3Hahemo ce ca gBa npodieMa u3 goMeHa
dojema rpadona. JoI jemaH mpodieM pPa3MOTPEH je Yy MOomomesbKy Koju
cnepny.

Mpumep 3.9.7 (npodbnem pacnopena ucnuta). Ha Kpajy cemecTpa CTy-
OEHTH II0JIaXKy MCIUTE W3 OOCIYyIIaHUX IpeaMeTa. 3a CBAKU WUCIUT
IIOCTOjU jedaH TEpMUH y UCHUTHOM poOKy. HM3pauyHaTu MUHUMAIHU
Opoj TepMuHa TakaB Aa CBaKU CTYOEHT MOXKe IIojlaTaTU CBe UCIIUTE
KQje XeJu.

38Poynenn Jleonapy Bpykc (Rowland Leonard Brooks, 1916-1993) - eHIJICKM MaTeMaTH-
4ap.
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O3HayuMo ca S CKyl CTyZeHarTa, a ca I cKyn ucoura. 3a CBakKu
ucnut i € I, Heka je N; CKyl CcTyheHaTa KOju HaMepaBajy Aa ra Imo-
J1aXky. YKOJIUKO je j UCIUT Pa3jIuduT Of i, Taja BaXu ciaenehe: ako
Baxu N; NN, # (), OHIla Ce UCIIUTH [ ¥ j MOPAjy OApXKaTH y Pa3Iu4YUTUM
TEpMUHUMA.

Heka je caga G rpa¢ 4mju 4BOpPOBHU OATOBapajy UCIIUuTHMa (TO jecT,
Baxu V(G) = I) u 4uju Cy YBOPOBHU | U j CYCEOHU aKO U CaMO akKo Ba-
xu N;NN; # (. Capa je jacHo ma dojeme rpada G kopumrthemeMm k
b0ja ogrosapa pacnopeny ucnuta y k rTepmuHa. (CBU UCTIHUTH 000jeHU
uctoM D0joM ofgpKaBajy ce y HICTOM TEPMHHY.) Y CKJIagy ca TUM, MHU-
HUMaHU OpOoj TepMUHA KOjU Cy HEOIIXOOHU 3a PeryjlapHO OOpXKaBamke
HCIUTHOT pPOKa jeJHaK je XpoMaTCcKoM Opojy rpada G.

Mpumep 3.9.8 (npodbnem cknapguwitewa). Y ckiaamuilte Tpeda pacro-
penuTH n MaTepHuja Mehy KojuMa cy HeKe HHKOMIIaTUOUJIHE ¥ CMUCITY
Ia IIpU OOOUPY M3a3uBajy HeXKeJbeHe peakliyje, Te Mopajy dutu pa-
cuopebene y paznuuute omesbKe CKiagumTa. KoIuKy je MUHUMAaIHU
Opoj omemaka HeOIIXOAaH 3a CKJIaAUIITEeHhe CBUX MaTepuja?

PasmoTrpumo rpad dopmupaH Ha CIMYaH HAaYMH Kao y IIPETXof-
HOM IIpMMEPY: CBAKM 4YBOP OArOBapa jeqHOj MaTepHuju, a YBOPOBU Cy
CyCeOHU aKO U CaMO aKO Cy ofaTroBapajyhe MaTepuje MHKOMIIaTHUOMUII-
He. JacHo, Opoj HeOmXOOHUX OfieJbaKa jeHaK je XpoMaTCKOM Opojy
oBoT rpada.

3.9.1 Mpobdbnem dbojerwa mana

ITpobaem bojerva maila matupa u3 XIX Beka. Many Teputopuja (om Ko-
jux je cBaKa mmoBe3aHa) Tpeda 000juTH MUHHUMAJIHUM OpojeM doja, Tako ma
CBaka Tepuropuja dyme odojeHa jemHOM O0jOM U fHa CcyceOgHe TEPUTOPHUje
Oynmy obojeHe paznuuuTuMm dojama. (CycegHUM TepuTOpHUjaMa He cMaTpa-
MO OHe KOje UMajy 3ajeHUYKY I'paHuIly OyKUHE HyJla; TaKBe Cy, PEIUMO,
TEPUTOPHje KOje ce TpaHuyde y jedHOj Ta4Ku).

Heka je G rpad 4mju 4BOPOBU OATOBapajy TepUTOpHjaMa U CyCegHU CYy
aKoO M caMO ako Cy omnroBapajyhe tepuropuje cycemHe. OUuUTIIemHO je ma
je G nmanapHu rpad, Te ce npodieM dojera Malla CBOOU Ha ogpehusBame
XpoMaTcKor dpoja oarospajyher nia"HapHor rpada.

MpumMmep 3.9.9. Ha ciunu cy mana gena Espone u3 1914. roguse u
npunagHu rpad Koju je mpaBuiHO odbojeH KopuiithewmeM 3 doje. (He-
II0Be3aHOCT HEKUX TEPUTOPHja HeMa 3Hadaja y OBOM dojemy.)
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XejByn®® je 1890. romuHe moKas3ao [a Ce CBaKHU IJIaHAPHU rpad MoxkKe
IpaBUIHO 000juTH KopuirthemweM 5 6oja. MHOTO jauu pe3yiTaT JoKa3aau
cy Enn*® u Xakeu*! 1976. rogure. Taj pe3ynTaT MO3HAT je Kao lieopema
0 4 6oje u mpencTaB/ba pelllelme XUIOTE3€ Koja HUje Ouia pelleHa BUIlle
OI jeOHOT BeKa. Pe3ynTaT HapaBHO IjlacU Oa XpoMaTCKH dpoj miaaHapHOT
rpada Huje Behu ox 4. [IpBu moka3 TepeoMe 0 4 Hoje duo je Beoma oduMaH
U yYKJby4HBaoO je pe3yiTaTe OodHjeHe HAaKOH MHTEH3WBHUX padyyHapCKHUX
u3pavyHaBamwa. KacHUje Cy ce II0jaBUJIM jJeIHOCTaBHUJU OOKA3MU.

HanomMeHa 3.9.10. Ca reorpadcKor CTaHOBHUIITa, ITpodieM Dojerma Marma
KOPEeKTHO je ¢popmynucan. Ca MaTeMaTUUYKOT, Tpeda eITMMUHUCATU HEKE
MOTYhHOCTH, peluMO [Ja TEePUTOpUja MMa IpaHUuIly deCKOHauHe OyKUHE.
¥ TtakBoj cuTyanuju, dojeme Mane MoxXe 3axTeBaTu Buille ox 4 doje (mera-
JpU ce Mory npoHahu y [20]).

YecTo ce y3 npodneMm dojema Mana pa3MaTpa U IpodieM IIpaBUIHOT
dojema (mma"napHor) rpada ca Mawme of 4 doje, Ha IpuMep, TpuMa dojama.
HcmocTtasmba ce Ja ucnuTuBame Aa iU je rpad 3-0dojuB nmpunaza Kjiacu
NP-KoMIIIETHUX ITpodiieMa.

3apaum

1. VzpauyHaTu XxpoMaTCKHu Opoj nuHUjcKor rpada [leTtepceHoBor rpada.

2. [Toxa3zaTu fa ako je rpad G Ojnepos, 0OHAA je BeroB TUHUjCKY rpad L(G)
Ojnepos u XamunTtoHoB. Takohe, ako je G XaMunToHos, oHfa je u L(G) Xa-
MHMIJITOHOB.

3. Ioka3aTu npuMepuMa ga odpaTu TBphemwa U3 IpPeTXOJHOT 3ajaTKa He
BaxKe.

39TIepcu Ilon XejByn (Percy John Heawood, 1861-1955) - eHIylecKM MaTeMaTHyap.
40Kenet Ajpa Enn (Kenneth Ira Appel, 1932-2013) - aMmepuuKy MaTeMaTH4ap.
4“1Bondranr Xakern (Wolfgang Haken, 1928) - HeMa4Ky MaTeMaTHdap.
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AONCKPETHE CTPYKTYPE 2

NCMNTHA MNTaHa

Kom6uHaTOopuka

MpebpojaBarba. OCHOBHM NpuHUMNKN NpebpojaBarba. (YonwTeHn) Anpnxaeos NpuHLKMM.
BuHOMHM kKoedunumjeHTU. OCHOBHa cBOjcTBa. BUHOMHa M NOAMHOMHa dopmyna.

BUHOMHW naeHTUTETH.

MpuHUMN YKIbyYera-ncKibyyera.

Ypehenun nszbopu enemeHarta ca n 6e3 noHass/barba. NepmyTaymje.

HeypeheHun nsbopmn enemeHaTa ca 1 6e3 noHae/batba. lNepMmyTaumje ca NOHaB/baHEM.
eHepucama nepMmyTaumnja n kKombmnHaumja.

dyHKumMje reHepaTpuce. [dedumHunumja u OCHOBHa cBojcTBa. buHOMHa dopmyna 3a
LenobpojHe eKCrnoHeHTe.

OapehuBarbe dyHKLMja reHepaTpuca.

Komnosuumje n naptuumje 6pojesa. OCHOBHa CBOjCTBA.

PekypeHTHe jegHauuHe. [JeduHuumnja mn pewera. JInHeapHa peKypeHTHa jegHaudunHa u
HEHO OMNLITE pellere.

JInHeapHa peKkypeHTHa jeaHauyMHa ca KOHCTaHTHUM KoeduumnjeHTnma.

dyHKUM]je reHepaTpuUce N pewlaBame PeKYPEHTHUX jeaHauYnHa.

MapTtmunje ckynosa. CtupnuHrosmn 6pojesu 2. Bpcte n benosun 6pojesu.

dnboHaumjeBn 6pojeBn. 3naTHM npecek. OnwTM unaH M dyHKUMja reHepaTpuca
dunboHaumjesor HM3a.

CeojctBa ®dnboHaumjeBux 6pojesa.

JNlykacosu n KatanaHosu 6pojesu.

®epepcosu aujarpamm. KoHjyroeaHe naptumunje 6poja. loeHTnTeTn ca naptvumjama.

Teopuja rpadoBa

Tunosu rpacgoBa, 0OCHOBHM MOjMOBM, CBOjCTBa U MHBapujaHTe. LLleTwe, cTaze u nyTesu.
MaTpuyHe penpe3seHTauunje rpada.

Crabna. KopeHcka 1 pasanutbyha ctabna. MNMpeTtpare rpadosa.

MuHuManHo pasanuwbyhe ctabno TexunHckor rpada. Kpackanos u NpumMoB anroputam.
Pazanuryha ctabna o3HauyeHux rpadosa. MNMpudepos HKU3.

Bbpoj pasanuwyhux ctabana o3HauveHux rpadoBa. Kejnujesa Teopema. LinknomaTtnukm
6poj rpada.

OjnepoBun mynturpadosu. ®nepunjes anropmtam. NpobriemM KMHECKOr nowTapa.
XamunTtoHoBu rpadosu. MNMpobnem TproBaukor NyTHUKA. 3-XeypucTmka.

MnaHapHu rpacdosun.

CnapuBamsa y rpacgosumma.

bojewa rpadgosa. MNMpobnem 4 60je.
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