IV NUMERICKA INTEGRACIJA

0. OPSTE O NUMERICKOJ INTEGRACIJI

Neka treba 1zracunati integral
b
(1) I= jf(.\')d\f.

Nalazenje vrednosti integrala (1) naziva se mehanicka kvadratura ili, krace,
kvadratura (u sluc¢aju dvostrukog integrala — mehanicka kubatura ili, krace,
kubatura). Izra¢unavanje odredenog integrala (1) na osnovu niza poznatih, izra-

¢unatih vrednosti y, = f(x;). gde ¢vorovi x; € [a.b]. i=0.n. podintegralne
funkcije ili integranda f(x) naziva se priblizna ili numericka integracija.
Mogu se konstruisati razli¢ite formule za priblizno nalazenje integrala (1) —

lvadraturne formule. Najcesce se te formule dobijaju na sledeci na¢in. Funkcija
f(x) se zameni (na odsecku [a. b] 1l1 na njegovim delovima) drugom. od nje

jednostavnijom funkcijom F(x). koja je u nekom smislu bliska funkeijn f(x).
Na primer, zahteva se da se funkcyje F(x) 1 f(x) poklapaju u ¢vorovima. fj.

zahteva se daje F(x;)= f(x;) i=0.n.U svojstvu funkcije F(x) uzimaju se ili
algebarski polinomi ili trigonometrijski polinomi 1li racionalne funkcije, itd. Sto
najcesce zavisi od zadatka. Ako je interval integracije konacan i f(x) na njemu
nema singulariteta, onda se moze postici visoka ta¢nost sa polinomima relativno
niskog stepena.

Kvadraturne formule su najcesce sledeceg oblika

n

(2) I=[f(x)dx=Y 4, f(x;). x.€[a.b].

k=0

gde se A4, nazivaju koeficijentima a x, ¢vorovima kvadraturne formule. Prirod-

n
no, » A4 f(x;) se naziva kvadraturnom sumom. Ocigledno je da (2) sadrzi
k=0

2n + 3 parametara: n, 4, 1 x. (k =0.n) 1 oni se biraju tako da bi formula (2)
davala $to je moguce tacnije rezultate pri integraciji funkcija odredene klase.
Smisao parametra n je ocigledan: Sto je vece n. to se po pravilu moze dostici
veca tacnost odgovarajucim izborom A4, 1 x, . Prema tome. smatracemo da je n
fiksirano 1 razmotricemo zadatak izbora 4, 1 x, (nekada nmi x, ne mozemo
birati. na primer ako je podintegralna funkcija data tablicno. onda su x,

fiksirani, pa se mogu birati samo A, ).
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1. NJUIN-KOTESOVE KVADRATURNE FORMULE

Neka su ¢vorovi x, (K :ﬂ) kvadraturne formule (2) na bilo koji nacin
izabrani. Pozabavimo se pitanjem odredivanja koeficijenata 4, .
Konstrui$imo interpolacioni polinom L (x) za funkciju f(x) sa

¢vorovima x, (k= 0.n ). Dakle,

n+l(T)
L (x X ).
( ) kzﬂ (‘( YR')HEHI(Yk)f( )

(x)=(x—x,)(x—x) -(x—x,). Sada imamo

gde jE 1_In+1
(3) J()=L,(x)+ R, (x).

Zamenom (3) u (1) dobija se

I= jb F(x)dx = an (x)dx + jbR,, (x)dx .

Imajuci u vidu (2) imamo

! ’ - ’ 1_In+1 (Y)
I = x)dx = | L, (x)dx = Xp - x.
;[ f(x) [_;[ (= 3 f( ){;f T o
dakle
) [ F@dv =% 4 (5.

gde se koeficijenti kvadraturne formule rac¢unaju po formuli

1 (x) P—
(5) 4= L, dx. k=0.n.
g x=x I (%)

Formule (4), (5) se nazivaju Njutn-Kotesove kvadraturne formule.
Primetimo da za dati raspored Cvorova koeficijenti 4, ne zavise od

funkcije f(x).
Greska kvadraturne formule (4) je

b (n+l) s
©) Rn(f):f&(v)dr—Ifil(;) ().
a odavde je
© R, (f)]< ”*ll),h o ().

gdeje | fU Y (x)| <M, <o . x€[a.D].

Akoje f(x)=PF,(x) im<mn.ondaje R (x)=0.
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Ako su granice integracije a 1 b ujedno 1 ¢vorovi kvadraturne formule. onda
je kvadraturna formula (4) zatverenog tipa a u suprotnom slucaju je otvorenog
tipa.

Sada ¢emo izvesti opsti oblik Njutn-Kotesovih kvadraturnih formula sa

ekvidistantno rasporedenim ¢vorovima.
Neka treba izrac¢unati integral

I=[f(x)dx.

Neka su ¢vorovi xp.x.....x, . ekvidistantni, tj. neka je interval integracije
podeljen na » jednakih delova duzine

h=

b—a
—

odnosno. neka su tacke x, =a+/kh (k=0,n) cvorovi interpolacije. Tada je
kvadraturna formula

b n
I=[f(x)dx=3 4,f(x,)
a F=0

sledeceg oblika
I= J{jf(x}dx ~(b—a)> C fa+kh).
gde je ’ -
- b
G = b:fca b ia ;[ (x—a-— FI:;JH)JFI(;? (a+kh) .
a

I, (x)=(x—a)x—a-h)(x—a-2h)--(x—a—-nh).
Ako uvedemo smenu x=a+th (0=t = n). onda se dobija:

I, () =11, (a+th)=h"t(t-1)-(t—n),
x—a-kh=th-kh=h(t-k).

[T, (a+th)=(x; —xg) (3 = ¥ —x5,) (3 —x,) =
=)0 ki(n-k),
paje
. L n M e-1)--(r—n)
B b—ay h(t= k)1 Wk (n—k)!

i1
ko - _ -
Cp = h D =l (¢ H)a’r._ k=0.n.
b—a k'(n—-Kk)!y t—k
Na taj nacin dobijamo kvadraturne formule
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b n
[f)dx = (b—a)Y G f(a+kh)
a k=0

sa ¢vorovima: a =x,. x;, =x, +h. ..., x, =x, +kh. ...x, = b 1koeficijentima

n—-k n o -
o = 1 (-1 [ tt—1)---(t—n) g k=0
]

0 k=) t—k

n
. . v I : o |
Dokazujesedaje: 1) > Cy =1 12) Gy =C,_;.
k=0
Budu¢i da koeficijenti C; ne zavise od funkcije f(x) a zavise samo od ki
n, mozemo ih izraunati 1 napraviti tablicu koeficijenata:

k 0 1 2 3
1
] ] 2
2 1 4 6
3 1 3 8
4 7 32 12 90
5 19 75 50 288
6 41 216 27 272 840
7 751 3577 1323 2989 17280

U poslednjoj kolomi tablice su imenioci koeficijenata, a zbog

. . . . . . . . H
simetricnosti koeficijenata uneti su samo koeficijenti sa indeksom &k <—.

-
-
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2. FORMULA PRAVOUGAONIKA I TRAPEZNA
KVADRATURNA FORMULA

Formula pravougaonika dobija se kada se u opStem obliku Njutn-
Kotesovih kvadraturnih formula stavi n=0, to=£1+b)/2.

Dobija se
b
b
I= [ flz)de = (b—a)f (a—;—

Greska gornje formule ocenjuje se izrazom

)@

(b—a)’
24

R(f)=- f'©). &e(a.b).

Ukoliko u formulama
b n
Jf(x)dx =(b-a)> C} f(a+kh)
a E=0

n=k n o _
o 1 (=D H(t=1)---(t—n)

= | di. k=0.n.
n kln=k)'y t—k
stavimo n=1, dobijmo
b
bh—
(1) I=[fG)dx===f @)+ S B)].
-0 1 -1 1
ST IC ol (P G S ey VI P
1 0!(1-0)!y =0 2 1 111-1ty -1 2

Formula (1) se zove trapezna kvadraturna formula: geometrijski smisao je
sledecit — povrsina koja je odredena integralom 7 se aproksimira povrSinom
trapeza (sl. 2), odnosno. f(x) odseckom prave linijje B(x) koja sadrzi tacke

(a. f(a)) 1 (b. f(D)).

¥

A

R(f) )

P\ (x)

b (fa) +fib)]

b
Y
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Greska metode — formule (1) je @
17 ] )
= EJ (x—a)(x=b)f"(E)dx. Ze (a.b)

4 b

R(f)= [ fx)dx—
ili. posle integracije.
(2) R(f)=- f"(S). Ee(a.b).
[z (2) je ocigledno da greska blmo zavisi od duzine b — a odsecka [a. b].

7Zbog toga. a da bismo dobili tacniji rezultat, podelimo odsecak [a, h] na n

jednakih delova duzine h= —a. Dalje, ako se uoci odsecak [a + kh, a +
n

+(k+ 1)n] 1 na njemu primeni formula (mozemo je nazvati esnovnom) (1),

onda se dobija

(b ff)

a+(k+1)0
j S (x)dx ""_[fk + fral+ R ().

a +&h

gdeje f,=f(a+jh) (j=k.k+1),agreskaje

3
Rk(f):—'f—jf’(é_k)._ Erela+kha+(k+1)h).

Kako je
Jf (x)dx _ar!f(xf)dwﬁfﬂ f(X)dx+--+ f y f(x)dx .
o je - e
ff(x)dm%m +2fi++2f 1+ L]+ R(f).
gde je a

3
ROP) =Ry 4 R4 Ry == [ £E) + G+ + (6, =

_b—ﬂ e S G+ EDH+ "'+f"(:f-n—1)_
12 n
Ako je f"(x) neprekidna funkcija na [a, b]. onda postoji tacka Ze (a.b)

takva da je
f“{io)+f"{ilj+" '+f"(in—1) :f”(i)f

i
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Prema opštoj formuli za grešku (1.6).


pa je definitivno greska uopstene trapezne kvadraturne formule

(3) ff(x)dx‘z%[j%+2(f1+---+Jz‘;_1)+j;]
jednaka '
(4) R(f)=~ Z). &ela.b).
Primer 1. Koristeci trapeznu kvadraturnu formulu izrac¢unati
0.4
= 1i4 '

Resenje. Izaberimo korak #=10.1 1 1zracunajmo vrednosti integranda. Re-
zultati racunanja su dati u sledecoj tabeli.

f(x)

Prema formuli
(3) e
0.0 |0.00000[1.00000]  1.00000 01
0.1 [0.00010]1.00010 0.99990 I;=7[1-00000+2(0.99990+

02 |0.00160(1.00160| 0.99840 -
03 |000810|1.00810| 099196 |T0-99840+0.99196)+0.97504]=
04 |0.02560(1.02560| 0.97504 =0.39778

X X 1+t

Procenimo gresku prema formuli (4). Redom ra¢unamo:

Jnr 5% (5x% =3) ” _
" ——. max x) =07,
)= AR e i ARG
paje
\R(f) <% 0.12-0.7=0.00023... < 0.0003

1/=0.3978 £0.0003. A
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3. SIMPSONOVA KVADRATURNA FORMULA

Kada se u formulama

b mn
[fx)dx=B-a)y Cf(a+kh)
a k=0

o L (-D"* ’l?-f(r—l)---(f—n}dr 0
o K-k, t— ' T

stavi n=2, dobija se

b
I—merﬂm 9 flay+ 4f\””’ +/0)
> _ 1 jr(r—l)(r—a gt
o "2 02-0)01; -0 6
1 (=D =D - 2) . _4
T2 ne- 1)'| t—1 6
G jr(r—l)(r—2)df:l:
T2 212-2)y t-2 6
a+b b—a

buduci da je b—a=2h. a=x,. =a+ 3 =x,+h=x 1 b=x,+2h=x,,

to se formula (1) moze zapisati u sledecem obliku

(2) I :i" f(v)(h' ::g[f(xu)+4-f(xl) +f(-"fj)]-

X

Formula (1). odnosno (2). se zove esnovia Simpsonova (T. Simpson. 1710-
1761) kvadraturna formula; geometrijski smisao je sledeci — povréina koja je
odredena mtegralom 7 se aproksimira povrSinom koja je odredena odseckom ose
Ox. odse¢cima pravih x =a 1 x = b 1 odseckom parabole y =P (x) koja sadrzi
tacke (xy. ). (x. ) 1 (x,.»,). dakle, za xe([x,.x,] funkcya f(x) se
aproksimira odseckom parabole (zbog toga se formula (1) ponekad zove pravilo
parabole) (sl. 3).
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y R,(/)
P(x)
' I I \}(r}
i f Yn]""‘q’i:‘f} +flx)] i .
0 _rﬂl—.:? 1{_1?-4’31 le—bﬁ
X, 3
Greska metode — formule (1) je
4 +b
Ry(f)= [f(a) +4. f1 M EGIE
© b R
1 ‘ .
:§|(Y a) x—‘” ( —b) f"(E)dx, Ee (a.b).

h

Simpsonova kvadraturna formula je tacna za sve polinome treeg stepena
3

P’E(r) dy +a1¥+n2*r +azx .

Formula za greSku Simpsonove kvadraturne formule moze se dobiti i na
slede¢i nacin. Pretpostavimo da je f(x)e C*[a.b]. Posmatrajmo gresku kao
funkciju koraka 4. 1.

X +h

R(h)= j f(r)a’x——[f(xl—fr)+4f(rl)+f(x1+h)]

x—h

Diferencirajuéi R(h) tri puta po A dobijamo:
R'(h) = —[f(xl —h)+ fx + h)]—— (xll——[—f =)+ f(x + )]
R = NG =)+ £ + 1) —5[ £ —h)+ f 'y + )]

R¥() = =315 + )= f "5 -] = —% 7).

gde smo primenili LagranZevu teoremu na [x; —h.x; +h].a S3e(x —h.xp +h).
Osim toga je: R(0)=0, R'(0)=0, R"(0)=0. Integrisu¢i R"(h) 1 koristec1 teo-
remu o srednjoj vrednosti nalazimo:
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il ]
R(h) = R'(0)+ [ R"(1)dr = —%jrz I =
0 =0

2 ok 2 7 e
=37 @) [Pdt=—SH T (&)
. 0

ode &y e (xy—h.x;+h).
Dalje je

h h
R'(h)=R'0)+[R"(dr = —gjﬁ F(E)dt =
0 0
:_zfﬂf’ [E ) F“ﬁdl‘ — _i;ﬁfn-’ [E )

9 g 18 1

gde & € (x,—h.x +h),
Na kraju je

i |- 1 h -
R(M)=R(0) +OjR ()dt = —Enjr“ F7E)dt =

—_Lfﬂ"(?-). Fr-ldf__h_jfﬂ’(a)
187 7 90"

gde S (x, — A, x; +h). Dakle. greska osnovne Simpsonove kvadraturne formule
(2)je

4) RO) === 77 (@), e (=l +)
il1
1 (b=a¥ .p... (b=a)h* .o .. .
Rh)y=——| — FEey=——"2" 7)), ¢ .b).
W=—551"5) I O="15 /" ®. tetab)

Ako se odsecak [a, b] podeli na paran broj » = 2m jednakih delova duzine
b-—a b-a
h= =
n 2m
1 ako se uoce dva susedna pododsecka [a+ (k— 1) h.a+(k+1)h] (k=Ln-1)

tada ¢e Simpsonova kvadraturna formula na tom ,,dvointervalu™ biti
a+{k+1)i

j S (x)dx :g[fk—l 4 fi + fral+ R

a+{k=1)h

10
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Kako je

a+2h a+4h B
Jf(\)dv— | f@de+ [ fGdes+ [ f@)dr.
a+2h a+{n=2)h

to je uopstena Simpsonova kvadraturna formula
H h
jf(\)ﬂ;\’:?[ﬁg + n +2(f2 +f4 oot n—2)+4(f1 +f3 oot n—]]+R{f)-

gde je

W . .
R =5 G+ ST G+ + TGN,
Ako je " (x) neprekidna funkcija, onda postoji tacka & takva da je
STED+H T ED -+ T (E)

m

= (). Ee(a.b).

pa je definitivno greska uopstene Simpsonove kvadraturne formule

b
) | [F00de= 3+ fy+ 204 fit 4 )+ 4+ o+ £

jednaka
m- F: . b—a)h'
©  |RH=-El =0 1) te )
Primer 1. Koristeci Snnpsoncmu kvadraturnu formulu izracunati
1 .
I:J.e"r'dx.

Resenje. Izaberimo korak /7 =0.1 1 izracunajmo vrednosti integranda. Re-
zultati raCunanja su dati u sledecoj tabel..

I . 2 S(x)
Xr X -
k=011 k=10 | k—neparno | k—parno

0 0.0 | 0.00 1.00000
1 0.1 | 0.01 0.9905
2 0.2 | 0.04 0.96079
3 3 1 0.09 0.91393
4 0.4 | 0.16 0.85214
5 0.5 025 0.77880
6 0.6 | 0.36 0.69768
7 0.7 | 049 0.61263
8 0.8 | 0.64 0.52729
9 0.9 | 0.81 0.44486
10 | 1.0 [ 1.00 0.36788

> 1.36788 3.74027 3.03790

11
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Prema formuli (5) je:

I :2[1.36788+2 -3.{)3?90+4-3.?402?]:2-22404?6 =0.74683 .
2 J
Procenimo gresku prema formuli (6). Kako je max|f“(x)|=12 za
xe[0.1] toje
1

——.0.1"-12 £0.000007
180

[R()I<
i 7=0.74683 = 0.000007.

Moze se uocifti da je ocena (6) greske Simpsonove kvadraturne formule (5)
povezana s procenom max| f @ (x)| za x e [a. b] a to najéesée nije jednostavno
uciniti. Navedimo zbog toga jedan praktican nacim ocene greSke Simpsonove
kvadraturne formule. Pretpostavimo da se f¥(x) ne menja mnogo na [a. b].
Gresku (6) mozemo zapisati na sledeci nacin

R=K-I*,
gde je K konstanta koja zavisi od funkcije f(x) 1 intervala integracije (a, b).
Neka su I, 1 I,, priblizne vrednosti integrala 7 izracunate pomocu Simpsonove

!

kvadraturne formule za korake /1 2A4. Tada imamo
I=I,+M-h* i I=1, +M-(2h)*.

a odavde @
I -1
(?) |R :| h 2h
15
1
I:I‘ i|f’!_fjﬂi|
1 15

Ocena je poznata kao Rungeova ocena i Rungeov princip ocene greske. @

Primer 2. Koriste¢i Simpsonovu kvadraturnu formulu 1zracunati
1

I =|sinxdx
0

R |
s facnoscu 5 10*.

ra

12
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Note
Na sličan način se može izvesti Rungeova ocena greške za uopštenu trapeznu formulu. Od ove se razlikuje u imeniocu gde umesto 15 stoji 3.

Note
Ne predstavlja gornju granicu!


. ht
Resenje. Korak h se moze odrediti iz uslova (b — n)l;—o M, <& . odnosno

| 180¢
h<4——""——/¥— .

t]. korak / je reda e . Medutim, procena max| £ (x)| =M, nije ba$ jedno-
stavna. Lakse je koristiti Rungeovu ocenu (7). Izracunajmo pribliznu vrednost
I, integrala [, tj. uzmimo korak / jednak 0.5. Rezultati racunanja su u sledecoj

tablici.

x | SO 05

00 10000001 1 | Zos=——1[0.00000+4-0.24740+0.84147]=
2

0.5 [0.24740 ;

1.0 |0.84147| 1 =0.30518

Uzmimo korak / jednak 0.5/2 = 0.25. Rezultati racunanja su dati u sledecoj
tablici.

X f(Y) 0.25 _
s =——2.3.71931=0.3
0.00 10.000001 1 fors=—3 1931=0.30994
0.25 10.62460 4 Kako je
0.50 (024740 2 1 1y45s — 15 | _
0.75 10,5333 4 #-0.00031;3:}0.00005 ,
1.00 10.84147| 1 to nije postignuta zadata tacnost.

Uzmimo korak / jednak 0.25/2 = 0.125. Rezultati ra¢unanja su dati u
sledecoj tabeli.

X J(x)
0.000 {0.00000
0.125(0.01562
0.250(0.62460
0.375(0.14016
0.500(0.24740
0.625(0.38077
0.750(0.5333
0.875(0.69299
1.000(0.84147

125
I, = 2125 7 44505 -0.31025

-
2

Kako je
[ 0,125 — Lo
15

=0.0000206 < 0.00005 .

to je
I=1,,,,=03102. A

13



4. GAUSOVA KVADRATURNA FORMULA
Neka treba 1zracunati integral
B
(D I=[f(dr.

Smenom
b—a a+b
f= X+
2 2

integral (1) se transformise u integral

1
(2) I= | F(x)dx,
1

a a+b\b—-a
T+ |

. 1 opstost izlaganja nece biti smanjena.
3

gde je F(x)= f; b;

—

Potrazimo kvadraturnu formulu u sledecem obliku

1

(3) I=[F(x)dx = A4F(x)+ 4F(x,)+ -+ 4,F(x,).
-1

gde su koeficijenti 4.4,....4, 1 apscise x.x,...x

n

neodredeni parametri.

Ako koeficijente 4, i apscise x, (i=1.n) odredimo tako da kvadraturna

formula (3) bude tacna za polinome $to je moguce viseg stepena. onda se dobija
Gausova kvadraturna formula. Kako u jednakosti (3) imamo 2» nepoznatih
parametara (n koeficijenata 4, 1 »n apscisa ;). to cemo uzeti da formula (3)

bude ta¢na za sve polinome F(x)=x". k=0,2n—1. Dakle, imacemo

2=A4+4,+--+ 4,
O=Ax +4x,++4x,.
(4) 2 2
3 Axy + Azxf 4+ A}Ixﬁ.

2 =2 -2 =2
= A"+ A4 A
2n—-1
Tr— Tp— —
0=Ax"" + Ax)" +-+ A x

Jasno je da se ovaj sistem od 2n jednac¢ina sa 2n nepoznatih teSko resava:
sistem je nelinearan po x; a linearan po 4. Razmotrimo, za pocetak, nacin

resavanja sistema (4) zan =1, 2. 3.

14



Zan =1 sistem (4) postaje
2=4,. 0=4x,.
odakle je 4, =2 1 x, =0. Prema tome, Gausova kvadraturna formula u ovom
slucaju glasi

1
| F(x)dx=2F(0):
1

formula je tacna za sve polinome nultog 1 prvog stepena.
Zan =2 sistem (4) postaje

A+4,=2

2
Ax] + A% =

’...rJlM

3 3 _
A]-xl + J42~T2 - Oq

. !
odakle se dobija 4, =4, =1. x, =—x; =, |~ . Prema tome. Gausova kvadraurna
2

formula u ovom slucaju glasi

1 i 1 A
j F(x)dx = FL —\g ‘

formula je tacna za sve polinome nultog, prvog. drugog 1 treceg stepena.
Zan = 3 sistem (4) postaje

A +4,+4,=2,
Apxy + Ayx, + Ayxy =0,

5 2
3 L3
AX + A + Axy =0
2
Alxl +A-'\T’\ +A31.‘3 —;.

5 5 _
141.1'1 + 142 xz + AS-YS - 0-

Dokazano je (videti, na primer, Kaiser S. Kunz — Numerical analysis. Lon-
don., 1957.) da su ¢vorovi x, simetricno rasporedeni u odnosu na koordinatni
pocetak. tj. dokazano je da je x, =x a u slucaju neparnog broja n = 2s — 1
x, = 0. Iskoristivsi ovo svojstvo sistem se svodi na

n—i+l ®
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Al +.¢42 +A3 :2-..
Ax, —A4x, =0,
, 2
A1-"12 +Ax) =—.
3
s 2
Ax) + Axt ==,
5
Kako je x, # 0, to se 1z druge jednacine dobija 4 = 4,. a 1z trece 1 pete se
. 3 . : 5 . 8
dobija x; =—x, = ‘E . Zatim, imamo da je 4, =4, =3 1 4, =3 Prema tome.

Gausova kvadraturna formula u ovom slucaju glasi

jF(T)dx_—F[ \ﬂ SFO)+ —Fi\g}

formula je taéna za sve polinome x* . k<

Da bismo resili sistem jednacina (4) u opstem slucaju, navescemo bez
dokaza neke stavove o Lezandrovim (A. M. Legendre, 1752-1833
polinomima.

Lezandrov polinom n—tog stepena je

1 d 2 R
() L()= 5= [(x ~1) } n=0,12...
Tako imamo:
L,(x)=L1L
L(x)=x.

1.,
L (x)=—(3x"-1).
, (x) 2( v —1)

]‘ 3 -
Ig(x):;(ﬁx —3x).
L,(x)= %(35,# —30x% +3),
L (x)= %(63x5 —70x% +15x).

Li(x) :%[2311'6 ~315x" +105x7 —3), ...
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Za Lezandrove polinome vazi:
1) Lezandrovi polinomi obrazuju na segmentu [—1. 1] ortogonalan sistem,

] 0. m#n.
jLn(x) L (x)dx=1 2
- 2n +1
2) Lezandrov polinom L,(x) za n = 1 ima n razli¢itih realnih korena
x e (=11). i=ln:
3) Za Lezandrove polinome vazi rekurentna formula
(6) (n+DL,(x)—2n+DxL,(x)+nL, ;(x)=0., n=12._ .
2n+1

m=n: mn=012 ..

i?‘-l) Normirani Lezandrovi polinomi LH (x)= L(x).n=0,1 2, ..

obrazuju na segmentu [-1, 1] ortonormiran sistem polinoma, tj.

1
(L) L de={ > ™"
- |1

Hr=n

i}S) Ako je O, (x) proizvoljan polinom stépena k< n.onda je
1
[ L,(x)- 0y (x) dx =0:
-1

ﬁG) Nepoznate x;.x,....x, sistema (4). odnosno ¢vorovi kvadraturne for-
mule (3), su nule Lezandrovog polinoma Z,(x). Prema tome. imajuci u vidu
osobine 2) 1 6). pri reSavanju sistema (4) najpre se iz jednacine L, (x)=0
odrede koreni x;.x,,...x,. a zatim se reSava sistem jednacina (4) koji je
linearan po koeficijentima 4; (i = 1. n) . Ako uzmemo prvih » jednacina sistema
(4), dobi¢emo sistem od » linearnih algebarskih jednacina sa » nepoznatih 4,

(=1 n). Determinanta to g sistema je Vandermondova determinanta
D= H (v, —x;)#0.
nzi=jzl
Dakle, koeficijenti kvadraturne formule (3) jednoznacno su odredeni 1 jed-
naki su

2 —_—
=i, { a . (i=Ln).
n- L (x;)

A

Greska Gausove kvadraturne formule je (videti. na primer. Kaiser S. Kunz
— Numerical analysis, London, 1957.)

22?ﬁ'+1 (” r)l
Cn+DC2m)! 2n)!

(7) R, (F)=

} FOP@E)  (-l<E<]).
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Ocigledno je da se Gausovom kvadraturmom formulom postize velika tac-
nost 1 za relativno mali broj ¢vorova integracije. Na primer. zan =5 je
R.(F)=8.08 107 F19(%).
azan=7]e
R, (F)=2.13-10° FI9(g).
Medutim, primena formule za gresku (7) je komplikovana jer je ra¢unanje

vezano za izracunavanje izvoda visokih redova (naravno. ako izvodi podintegra-
Ine funkcije uopste postoje).

Navedimo tablicu ¢vorova 1 koeficijenata Gausove kvadraturne formule za
razne vrednosti n.

n i X; A;
1 1 0 2
2 2 | £0.577 350269 1 1
3 1.3 | £0.774 596 669 2 5/9
2 0 8/9

4 1.4 [ 08611363116 | 0.3478548451
2.3 1 £0.3399810436 | 0.652 1451549
1.5 1 09061798459 | 02369268851
5 [ 24| 05384693101 | 0478 6286705
3 0 0.568 888 888 9
1.6 | 09324695142 | 0.1713244924
6 [ 2506612093865 03607615730
34 [ 02386191861 [ 0.467913 9346
L7 1 09491079123 | 0.129 484 966 2
7 126 07415311856 | 02797053915
3.5 1 04058451514  0.381 830 0505
4 0 0.417 959 183 7
1.8 | £0.9602898565 | 0.101 228 5363
8 | 2710796664774 | 02223810345
3.6 | 05255324099 ( 03137066459
45 ] £0.1834346425 | 0.362 683 783 4

Primer 1. Koristeéi Gausovu kvadraturnu formulu za » = 4 1zra¢unati
i dt

I=| 1—
O 1—-"sin’¢
'\/ 4

: : .. MW .
Resenje. Uvedimo novu promenljivu ¢ = R + 2 : tada imamo
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n ! dx
I—gj

1 1 . (= )
1——sin —r+—|
4 188

[zra¢unajmo vrednosti integranda u ¢vorovima x;. x,. x;. x,: rezultati ra-
¢unanja su dati u sledecoj tabeli.

B,

. | ]. .0
x; t,=F(x+1) SIN 7 sin” f, 1—15111‘ Ll Flx)

—0.861136| 0.054532 [ 0.054505 | 0.002971 [ 0.999257 | 1.000372
—0.339981 | 0.259189 | 0.256297 | 0.065688 [ 0.983578 | 1.008314
0.339981 | 0.526209 | 0.502259 | 0.252264 | 0.93634 | 1.033107
0.861136] 0.730866 | 0.667514 | 0.445575 | 0.888606 | 1.060829

B N O

I =g[0.34?855(1 000372 +1.060829) + 0.652145(1.008314 +1.033 10?)] =

= g 2.048301=0.804366. A
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