VI NUMERICKE METODE RESAVANJA
NELINEARNIH JEDNACINA

0. UVODNE NAPOMENE

Mnogobrojni su zadaci matematike 1 njenih primena koji se svode na
reSavanje jednacina 1li sistema jednacina. Svaka jednacina s jednom
nepoznatom moze se predstaviti u obliku

(1) f(x)=0

gde je f(x) funkcija, definisana u nekom konaé¢nom ili beskona¢nom intervalu
X={x:a<x<b}. Skup X cemo zvati oblaséu dopustivih vrednosti posmatrane
jednacine.

Resenje 1l1 koren jednacine (1) je ona vrednost x* € X za kojuje f(x*)=0
(naravno, ako takva vrednost postoji). Resifi jednacinu znaci naci sva njena
resenja ili utvrditi da jednacina nema reSenja, ako ih, zaista, nema. Skup svih
reSenja oznacicemo s X dakle, X, ={x*.x%e X! f(x*)=0}. Ocigledno je
X cX

U zavisnosti od toga kakve funkcije ucestvuju u (1) jednacine se dele na
dve osnovne klase jednacina: algebarske 1 transcendentne jednacine. E]


Note
Metode koje slede su iste za obe klase.


1. LOKALIZACIJA RESENJA

Lokalizacija ili razdvajanje resenja jednacine (1) sastoji se u odredivanju
odsecaka [a. b] u oblasti dopustivih vrednosti koji sadrze jedno 1 samo jedno
resenje te jednacine. (Imacemo u vidu, ako drugacije ne naglasimo, samo realna
resenja.) Ako [a, b] sadrzi jedno 1 samo jedno reSenje. onda cemo reci da je to
resenje izolovano.

Za dalje 1zlaganje bice nam potrebne sledece, opSte poznate, teoreme.

Teorema 1. Akoje f(x)e Cla.b] 1 f(a)- f(b)<0, onda jednacina

f(x)=0

ima bar jedno reSenje x*e (a,b) (sl. 1).
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i}Tﬂ)rema 2. Ako je f(x)eCla.b] 1 monotona na [a. b] 1 ako je

f(a)- f(b)<0. onda jednatma f(x)=0 1ma jedno 1 samo jedno

resenje v*e (a.b) (sl. 2).

i}Teorema 2. Ako je f(x)eCla.D]. f(a)-f(b)<0 i ako postoji
f'(x). xe(a.b) 1konstantnog je znaka. onda jednac¢ina f(x)=0 ima jedno 1
samo jedno reSenje x*e (a.b).

Dokazi ovih teorema mogu se naci u svakom kompletnijem udzbeniku

matematicke analize.
Proces lokalizacije reSenja jednacine f(x)=0 pocinjemo odredivanjem

makova funkcije f(x) na krajevima oblasti dopustivih vrednosti posmatrane
jednacine. Zatim. odredujemo znakove funkcije f(x) u nizu tacaka
x=a,.a,. € X . Ove tacke se biraju u zavisnosti od osobina funkcije f(x)
(monotonost, konkavnost, ...). Ako se pokaze da je f(a;)- f(a;,;)<0. onda se
na osnovu Teoreme 1. zakljucuje da u intervalu (a;. a;,;) jednacma f(x)=0


Zoran
Note

Zoran
Note


ima bar jedno reSenje. Da li je to reSenje izolovano ispituje se primenom
Teoreme 2. 1li Teoreme 2°. 1l1 na neki drugi na¢in. Cesto je prakticno suzavanje
intervala (a,.a;,;) dele¢i ga na dva, cetirt, ... jednakih delova (do nekog

koraka) 1 utvrdivanjem znaka funkcije f(x) u tackama podele.

Primer 1. Lokalizovati resenja jednacine
F(x)=8x" —12x* —=26x+15=0.

Resenje. Sastavimo sledecu tabelu

X —o | =2 | -1 0 1 2 3 +o0
mak f(x) | - - + + _ _ + +

Zaklju¢ujemo da jednacina ima ftri realna reSenja; ta reSenja su u intervalima
(—2.-1). (0. 1) 1 (2, 3). Koristeci poznatu ¢injenicu da algebarska. polinomijalna
jednacdina s realnim koeficijentima n—tog stepena ima » reSenja (racunajuci i
njihovu visestrukost) zaklju¢ujemo da su intervali (-2, 1), (0.1) 1 (2, 3) u isto
vreme 1 intervali izolacije reSenja posmairane jednacine. A



2. METODA POLOVLJENJA ODSECKA

Ideja ove metode sastoji se u suzavanju odsecka [a,b] koji sadrzi
izolovano resenje x*.

Neka je data algebarska ili transcendentna jednacina
(1) f(x)=0,
gde je f(x)e Cla,.b,] 1 f(ay)- f(by)<0. Neka je x*e[a,.b,] 1zolovano
resenje jedna¢me (1). Podelimo odseéak [a,.h,] na dva jednaka dela
[ay.3(ag+by) | 1 [$(ag+Dby).by|. Ako je f((ay+b,))=0. onda je
Say +by)=x* trazeno resenje jednacine (1). (U opstem slucaju to se vrlo
retko moze dogoditi.) Ako je f(%(au +bﬂ)) # 0, onda biramo onaj od odsecaka
[ay.4(ag+by)) | 1 [$(ag+Dhy).by | ma ¢ijim krajevima f(x) ima razlicite
znakove, tj. biramo onaj od odsecaka koji sadrzi x*. Oznacimo taj odsecak sa
[a,.h]. Podelimo odsecak [a,.5] na dva jednaka dela [“1-—%(“1 +*‘51):| 1
[L(a,+b).b |. Ako je f(4(q +h))=0. onda je L(a,+bh))=x* trazeno
resenje jednafé_ine (1). (U opstem slucaju to se vrlo retko moze dogoditi.) Ako je
f(L(a,+b))#0. onda biramo onaj od odsetaka |a.t(g+b)| i
B(no +b,). bo] na ¢ijim krajevima f(x) ima razlic¢ite znakove. tj. biramo onaj
odsecak koji sadrzi x*. Oznac¢imo taj odsecak sa [a,.b,]. Postupak deljenja se
nastavlja na isti nac¢in. Tako dobijamo beskonacan niz umetnutih (is€¢ezavajucih)
odsecaka

lay. b ]2 [a.b]D[a,. 0,15 .. Dla,. b ] > ...

takvih da je

1
Levi krajevi a,. a,. a,...., d,.... obrazuju monotono neopdajuci 1 ograniceni
niz, dakle,
QGySay<a, <...Sa, <...<by,
a desni nerastuci 1 ograniceni niz, dakle,

by,zb zb,2..2Db. 2..>a,.

[z monotonosti 1 ograni¢enosti ovih nizova sledi

lima, =0 1 limb, =f3
F—e= F—en

4



iuztoje ap <a<P<h,. k=0.,12... Buducidaje
;i—l}i(b*_dk)zglniz%(bo_f‘ﬂ):0=U Lim (b, —a;) =0.

imamo da jelima, =limb, . fj. o«o=P=x* je jedinstvena tacka koja pripada
k—ea

f—se=
umetnutim odsec¢cima [a,.b.]. £=0.1.2.... Kako je f(x) neprekidna funkcija.
to prelaskom na limes u nejednakosti (2) dobijamo

lim £(a;)- f(b) = f(lima,)- f(limb,) = F(x)- () = f (<5 <0.

odnosno f(x*) =0, sto znaci da je x* reSenje jednacie (1).
Za priblizno reSenje mozemo uzeti ¥ =a, ili ¥ =b,: pri tome vazi ocena
greske

0<x*—a, Ezik(bu—n[,) 1 0<b, —x*< 2%(50—(;0).

Medutim, bolje je uzeti
1

tada je
e =1 1
(4) x*—x |SE(E;;(—GR):F(EJO—&U).

Ako x* nije 1zolovano (dakle. jedino u pocetnom odsecku) reSenje
jednacine (1), onda primenom ove metode mozemo odrediti jedno od tih reSenja
jednacine (1).

Metoda je veoma jednostavna, ali s povecanjem tacnosti povecava se
znatno obim racunanja. Zbog toga, ova metoda se primenjuje. po pravilu, kada
s¢ ne zahteva velika tacnost. Priblizna vrednost resenja dobijena ovom
metodom Cesto se uzima za pocetnu aproksimaciju tacnog resenja kod primene
nekih drugih metoda. Nedostatak metode je, svakako. $to je njeno uopstavanje
na visedimenzione slucajeve (dakle, na sisteme jednacina) prakti¢no nemoguce. @


Note
No, ti slučajevi izlaze izvan okvira ovog kursa.


Primer 1. Metodom polovljenja odsecka resiti jednacinu

Tacnost € :% 1072,

Resenje. Ocigledno. x=0 nije \ / \
reSenje jednacine. Za x#0 napisSimo
jednacinu u obliku

]_ N e
- Lk
2 X0~ 1

1 konstruisSimo grafike funkcija (sl. 4)

log,.(x+1)=

y= IS:g_ﬂ__j@r_wL ]

SL. 4

y=log,;(x+1) 1 y=

Jednacina 1ma jedno reSenje. Priblizna vrednost reSenja je —0.7. Iz sledece tabe
X —0.8 —0.6

znak f(x) + -
sledi x*e [-0.8. —0.6]. Broj k odredujemo iz sledece nejednakost
1 1

F[—{:1.6—(—0.8)] < E~1(:r2 ;
odavde dobjjamo & =5. Radi preglednosti racunanje je dato u sledecoj tabeli.

k a, b, Xy =5(a, +b,) | znak f(x)

0 —0.800 | —0.600 —-0.700 -

1 —0.800 | —0.700 —0.750 -

2 —-0.750 | —0.700 —0.725 —

3 —0.750 | —0.725 —0.738 +

4 —-0.738 | —0.725 -0.731 +

5 —-0.731 | -0.725 —-0.728

6 —0.731 | —0.728 —0.730

Trazeno priblizno redenje je x =—0.7

-
2

. A



3. METODA SECICE

Neka algebarska 1l1 transcendentna jednacina
(1) f(x)=0.

ima na odsecku [a. b] lokalizovano 1 izolovano reSenje (koren) x*: dakle,

fla)- f(b)<0 1 f(x*)=0. Jedan od nedostataka, inace vrlo jednostavne
metode polovljenja odsecka za reSavanje jednacine (1). je Sto se moze desiti da
je resenje x* vrlo blisko jednom od krajeva pocetnog odsecka [a. b]. U tom
slucaju umetnuti odsecci u pocetku imaju jedan kraj fiksiran (sl. 5):
la.b]>[ay. b]>[a,.b]>.... pa je konvergencija u pocetku nesto sporija. Bilo b1
prirodnije pocetni odsecak (takode, 1 sledece umetnute odsecke) deliti u razmeri
razlicitoj od 1:1. na primer u razmeri f(a): (D).

A v B(b. b))
D) a
0 w
a a, a, d > fla)
ﬂﬂ) 0 ﬂﬁ_).l___l———‘"/\”* b x a‘(ﬁ'.ﬂﬂ)) A'.('Tl*ﬂxb‘l)
SL 5 SL 6

Neka. dakle, jednacina (1) ima izolovano reSenje x*e[a.b] 1 neka je.

odredenosti radi, f(a)<0 i f(b)>0. Pretpostavimo da je f(x)e C’[a.b].
Ideja metode secice (u literaturi se srece 1 pod nazivima: metoda
proporcionalnih delova, metoda linearne interpolacije 1 metoda pogresnog
pravila (,.regula falsi”)) sastoji se u tome da na odsecku [a.b] luk krive
v = f(x) aproksimiramo odgovarajucim odseckom secice s, koja je odredena
tackama A(a. f(a)) 1 B(b. f(b)) (sl. 6). Za pribliznu vrednost reSenja x*
uzimamo apscisu tacke u kojoj secica s, sefe osu Ox. Neka je f'(x)>0 1
f"(x)>0 za xe[a,b]. Jednacina secice s, . fj. secice s, je

y=fla) x-a
FB)-f@) b-a

Stavimo liy =01 x = x,. dobicemo



Note
Negde se metoda sečice i regula-falsi pojavljuju kao međusobno različite metode. Ovde ćemo detaljnije obraditi gore opisanu metodu. U okviru vežbi ista metoda će biti rađena kao metoda regula-falsi, dok će metoda sečice biti predstavljena kao njena modifikacija.


e O

ROEGG

iliza x;=a
X =X, — S (x) (b—x,).

J(B) = f(x)
Tacka x, deli odsecak [a. b] u razmeri f(a): f(b). ReSenje x*e[x,.b]. Kon-
struiS$imo seicu s; koja je odredena tackama A (x. f(x) 1 B(b. f(b)).
Jednacina secice s,. 1. 5,5 je

y_f(x1] _ X—Xx .
JB)=f(x) b-x
Stavimo liy =01 x =x,. dobicemo
X, =X —ﬁ(b—xlj :

J(B) = f(x)
Tacka x, deli odseCak [x,.b] u razmenn f(x):f(b). Trazeno reSenje
x*e [x,.b]. Produzimo i ovaj proces na isti nacin. dobic¢emo
(2) Xy =X, — J (%) (b—x,). x,=a. n=0.12... @

.f(b) - f(x};r]

Koristeci rekurentnu formulu (2) polazeci od x; =a dobija se niz pribliznih
resenja (priblizavanja, aproksimacija. iteracija)
(3) a=xy <X <Xy <..<X, <X, <..<x¥<b,

Niz (3) je monotono rastuci 1 ogranicen: tacka b je nepokretni kraj.

Do istog rezultata se dolazi ako je f(a)>0. f(b)<0, f'(x)<01 f"(x)<0 za
xela.b]: za to je dovoljno posmatrati ekvivalentnu jednacinu —f(x)=0
(sl. 7).

A w<o 1 o) AN

;{a fla)) ff <o x>0
-Al(xl'-ﬂxl))

l\m* - :£

0 X, = TW 4 0 T

B(b. fib))\ B2 B, fib)
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Note
Negde ova formula predstavlja metodu regula-falsi, dok se metoda se;ice dobija kada se u istoj formuli stavi b=x_(n-1)


Neka je sada f(a)>0. f(D)<0. f'(x)<0 1 f"(x)>0 za xel[a.b]

(sl. 8). Na potpuno 1sti nac¢in dobija se sledeca rekurentna formula

(4)

7o) =

Yol =X —
f(x”)_jf[ﬂ)

(x,—a). xp=b. n=0.12....

1niz pribliznih reSenja (priblizavanja. aproksimacija. iteracija)

(5)

£ —
a<x*<..<x,,,<x, <..<x,<x<x,=Db.

Niz (5) je monotono opadajuci i ogranicen; tacka « je nepokretni kraj.

Do istog rezultata se dolazi ako je f(a)<O0. f(b)>0.f'(x)>0 1

f"(x)<0 za xe[a.b]: za to je dovoljno posmatrati ekvivalentnu jednacinu

—f(x)=0 (sL. 9).

. Rekurentna formula se bira koristeci
s %‘Cg , g 5G. f6)) sledece pravilo:
S < B, 1 1) nepokretan je onaj kraj odsecka

la. b] za koji f(x) 1 f"(x) imaju isti
znak:
2) niz pribliznih  vrednosti  x

I

X 5 n=0.12.. jes one strane tacnog rese-
a ) ) = . . .
.f'f YN %o=b nja x* s koje f(x) ima suprotan znak
. () znaku f"(x).
' Kako je miz pribliznith vrednosti
SL 9 x,.n=0,1.2.... (bilo da je odreden

relacijom (2) ili (4)) monoton 1 ogranicen, to postoji

lmx, =x*, a<x*<b.
n—poo

Ako predemo na limese, na primer, u relaciji (2), dobicemo

J (&)
f(B)—f(x¥)

XF=x%-

(b—x%).

odnosno f(x*)=0. Kako jednac¢ina f(x)=0 ima na [a, b] izolovano resenje,
toje x*F=x%*,

Ako za priblizno reSenje uzmemo ¥ =x, . onda tacnost mozemo oceniti na

sledec¢i nacin

fe)l

my

|x*—x, |<

gde je O<m <| f'(x)| za xe[a,b]. Najéesce se uzima da je my =min| f'(x)|,
xel[a.b].
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Note
Slično kao gore...
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[zvedimo jo$ jednu ocenu tacnosti pribliznog reSenja x,. Pretpostavimo
da: 1) f(x)eC'a.b]: 2) f(x) ne menja znak: 3)[a.b] sadrZi sve
aproksimacije x,.n =0,1 2....; 4) vazi nejednakost

O<m = f'(x)|SM, <eo.
Podemo 11 od rekurentne formule
X, =X, — ACTEVE
J®)= f(x,.,)

(b—x,4). n=12.3,....

imacemo
) =L O L)
1, buduc¢idaje f(x*)=0, o
©) £ = floay) =L OO (o .

b - ,Tn_l
Primenom Lagranzeve teoreme na funkciju f(x) na odgovarajucim odseccima
dobijamo

(*b B xn—l) ) f '(En—l)

b - ‘TH -1

[x *—xn_l) . fl(an_lj =
€ (x, . x") 1 X, €(x,_,.0), odnosno

(x =t{_x;u;_]_) ’ fl(in—l) = (x;: - 'Tn—l) ‘fl(fn—l) :

(x, —x, ).

Sada nalazimo
f '(fn_]_)
f F(E;vn—l)

F=x,  +(x, —x, )

| x *_xn | — | f (xn—ll):f (“'.l}:—l) | . | 3’\'” _ x}!_l .
| f (C.u}:r—l) |
Kako je 0<m, <| £'(x)|< M, <o za xe[a.b]. t0je
| fl(fn—l) - fl{“;:u;r—l) | < Ml —my
1 frazena ocena je

M, —my

m,

(7) x*—x, |< X, —x, -

10
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Akoje M, <2m, za xe€[a,b], onda iz dobijene ocene (3) dobijamo

|X*_xn |£ In_x;:r—l|-

odnosno, tacna je implikacija
(x,—x,|<e=>|x*-x, |<e,

gde je €.e>0, zadata tac¢nost. Kaze se da ,,vazi kriterijum poklapanja dveju

uzastopnih aproksimacija™.
Napomenimo da se na dovoljno malom odsecku [a. b] uvek moze postici

da bude ispunjen uslov M, < 2m, .
Inace, u opstem slucaju vazi
M, —my

nm

. # .
X, — X, |<e=|x*-x, [<t.

11
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4. NJUINOVA METODA

Neka je data algebarska ili transcendentna jednacina
(1) f(x)=0.
Pretpostavimo da jednacina (1) ima izolovano tac¢no reSenje x*, x*e[a.b].
fla)- f(b)<0 1daje f(x)e C*[a.b]. Neka su f'(x) 1 f"(x) za xela.b]

konstantnog znaka. Ako je na neki nacin izracunata n—ta aproksimacija
x,€la.b]. n=0, tatnog reSenja x*, onda se naredna aproksimacija nalazi na

sledeci nacin. Stavimo

(2) y¥=x,+h,.

gde je popravka £, mala (jer je x, blisko tacnom reSenju x). Primenom
Tejlorove (Brook Taylor, 1685-1731) formule dobijamo

0=f(x*)=f(x, +h”):f(xn)+j:—*:f'(x”)+’Z—”1f"(x”)+...

l1, buduci da je 2, malo. uzimajuci samo prva dva ¢lana

0= £(e%) = £, +h) = Fx) + 22 £

Pretpostavimo da je f'(x,) # 0. Na taj nac¢in dobyamo popravku

)
Sada je sledeca. (n+1)—va aproksimacija taCnog reSenja x* jednaka
X, =%, +h, 1.
(3) X, =X, —M n=0.12...

S (x,)

Primenom 1terativne metode (3) dobija se niz pribliznih reSenja (aproksimacija,
priblizavanja. iteracija) x;. x. X3, ... X,. X, . ... K0j1 pod odredenim
uslovima konvergira ka tatnom reSenju x*. (Metodu u ovom obliku je dao 1690.
godine Rafson (Raphson), ali je Njutn (Isaac Newton, 1643—1727) nesto ranije
predlozio slican postupak. U literaturi se srece 1 pod nazivom Njutn—RafSonova
metoda. Inace, slicnim postupkom je Heron izracunao Ja.a>0)
Geometrijska interpretacija Njutnove metode je sledeca: u okolini tacke
(x,. f(x,) luk krive y = f(x) zamenjujemo odseckom tangente 7, u toj tacki
(sl. 11). Za narednu aproksimaciju x,,, reSemja x* jednacine (1) uzima se
apscisa presene tacke tangente 7, 1 ose Ox (otuda 1 naziv metoda tangente).
Odredenosti radi pretpostavimo da je f(a)<0. f(b)>0 1 f"(x)>0 za
xve[a.b]. Izaberimo pocetnu aproksimaciju x,=»5. Primetimo da je

F(xp) - () > 0.

12
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KonstruiSimo tangentu #, na grafik krive v = f(x) u tacki B, (x,. f(x,)).
Jednac¢ina tangente 7, je jednaka

ty: v—=f(x)=f"(x,)(x—x,) .

v4

Stavimo li y =0 1 x =x,; dobicemo
o f(\o)
:\1 _:\.D
JACH
Konstruisimo tangentu # na grafik krive y=f(x) u tacki B/(x. f(x)).

S (x)#0.

Jednacina tangente 7 je jednaka

i y—flxa)=7"(qg)x—x).
Stavimo 11 y=0 1 x =x, dobicemo
v o L0
fix)
Produzimo li ovaj proces na isti nac¢in dobi¢emo formulu (3).
Ako bismo za pocetnu aproksimaciju izabrali x, =a. onda bismo imali

f(x) f"(x) <0 1 tacka x/e[a,b]. tj. x,=a ne bi bila ,dobra” pocetna
aproksimacija (v. sl. 11).

Pitanja 1zbora pocetne aproksimacije 1 konvergencije metode reSava
sledeca teorema.
i}Tem‘ema 1. Ako su ispunjeni sledeci uslovi: 1) funkcija f(x) je
definisana 1 neprekidna za svako xe[a.b]. 2) f(a)- f(b)<0. 3) postoje izvodi
f'(x) 1 f"(x) za svako xe[a.b] pri cemu je f'(x)#0. f'(x) 1 f"(x) ne
menjaju znak, 4) f(x,)- f"(x,) >0 za x,€[a.b]. onda Njutmov iterativii
proces definisan formulom (3) konvergira ka ta¢nom reSenju x*e[a.b]
jednacine (1).

Dokaz. Neka je. odredenosti radi f(a) <0, f(b)>0. a izvodi f'(x) 1
f"(x) su pozitivni za svako xe[a,b]. (Ostali slucajevi se razmatraju na

f(x) #0.

13
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potpuno 1sti nacin.) Izaberimo pocetnu aproksimaciju x, =5 . Oc¢igledno je tada
f(xy)- f"(x,) > 0. Metodom matematicke indukcije dokazimo da je x, >x*,
dakle, f(x,)>0 za n=0.1....

Za n=0 mamo x,=b>x%, Jer Je a<x*<b. Pretpostavimo da je za
n=k.k=0.x, >x*.1dokazimo da je x,,, >x™. Stavimo x*=x, +(x*—x,) 1
primenimo Tejlorovu formulu na funkciju f(x). Na taj nacin dobijamo

0=fF(x") = flx, +(x*=x)) = f(x;) +f'(-TkJ(I*—-1‘k)+%f"(cf)(-\‘*—1‘;f)g )
gde je e [x* x]. Budu¢idaje f"(x)>0.toje
S )+ fil ) (x ™ =x, ) <0,

odnosno
(x3)
Vet =%~ f :
S0

Kako je nejednakost x, >x* tatna za n=0 1 1z pretpostavke da je tacna za

S

n=k, k=0, sledi da je tatna za mn=/~k+1, to je na osnovu principa
matematicke indukcije nejednakost tacna za n=0,1.... Drugim rec¢ima, niz
Xy =b. x/. x,, ... x,...JeograniCen.

Monotonost niza sledi iz ¢injenice da je

X, =r”—w<xn~ n=0.1....
f(x,)

jerje f(x,)>01 f'(x,)>0.
[z ograni¢enosti 1 monotonosti niza sledi da postoji

limx, =x.
Hl—se
Prelazeci na limes u iterativnoj formuli (3) dobijamo
f(limx, ) -
. : e L X
Imx, , =lmx, ————— 1i ¥=x- f.[: ,,) .
n—seo n—ses f'(limx,) f(x)
H—yoo

Dakle, f(x)=0. Sto znaci da je x reSenje jednacine (1). Kako po pretpostavcel
jednacina (1) ima jedinstveno redenje na odsecku [a. b]. to je x=x*. dakle

limx, =x%*.
—es

Za izbor pocetne aproksimacije x, resenja x* vazi pravilo: za pocetnu
aproksimaciju bira se onaj kraj odsecka [a.h] u kojem je
sgn f(x,) =sgn f"(x,). dakle, f(x,)- f"(x,)>0.

Ako je funkcija f(x) definisana 1 neprekidna za xe (—eco, o),
fla)- f(b)<0, f'(x)#0 za xela.b], f"(x) postoji svuda 1 konstantnog je
znaka, onda je za pocetnu aproksimaciju moguce uzeti bilo koje x,e€[a.b].
Specijalno. uzima se x, =a 1li x, =b.
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Ako je u okolini resenja x* f'(x) wveliko. onda je popravka
h,=—f(x,)/ f'(x,) mala. Ako je f'(x) malo. onda je popravka 7, velika i
moze doci do gubljenja tacnosti zbog deljenja brojem koji je blizak nuli. Ako je
f'(x) prakticno jednako nuli (jednako nuli u granicama u kojim se racuna ili
stvarno jednako nuli). onda je izracunavanje nemoguce.

Za ocenu tacnosti pribliznog resenja ¥ = x, moze se koristiti opsta formula

4) |.x*—3nr,,,|£M

m,

. my=min | f'(x)].
x=la, b]

[zvedimo formulu za ocenu greske pribliznog reSenja ¥ =x, u zavisnosti

od dveju uzastopmih aproksimacyja x,_; 1 x,. Stavimo x, =x,_, +(x, —x, ;) 1
primenimo Tejlorovu formulu na funkciju f(x). Na taj nacin dobijamo

f(xn) :f(xn—l +(xn —Xn )) =

(5)

gde Ce (x, ;. x,).Buducidajeiz

to je

n

h-1

= f(xn—l) + f r('x}:—l )(.T” o xn—l) + %f “(E:-)(xn o xn—l )2 2

_ S (x;;_l )

f .{In—l)

f(:rn—l) + f'(xn—l)(x}:r o 'Tn—‘l) =0.

1 . 2 ]. )
|f[xn) |: Efll[:';:-)(-xn _xn—ljh E;Mﬁ (xn _xn—l)h »

gde je M, =max | f"(x)| za xe[a.b]. Sada prema (4) dobijamo

(6)

xFex, S

2my

A
=

2
(x, —x,,)" .

Ako Njutnov iferativii proces konvergira, onda x, —x, , —0 kada
n— e, paza n=N.Ndovoljno veliko, imamo nejednakost

A
y

xF—x, S| x, —x, .

/.

dakle., ako je |x,-x,,|<e. >0 1

n

unapred zadata greska. onda je
|x*-x,|<e., 4. wvazi  kuterijum
poklapanja dveju uzastopnih
aproksimacija”. Naglasimo da u opstem
slu¢aju ovaj kriterijum ne vazi, fj. u
opstem slucaju nije tacna implikacija
|x,—x,|Se=|x%-x,|<e,
Sto je ilustrovano na sl. 12.
Izvedimo formulu koja povezuje
apsolutnu greSku dveju uzastopnih
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aproksimacija x, 1 x,,,. Iskoristicemo, opet, Tejlorovu formulu za funkciju

f(x).Na taj nacin iz jednakosti

0=f(x*)=fx, +(x*=x,)) = f(x,)+ f(x,)(x*=x,)+ %f "(E)x*-x,)%,
Ze (x* x,) . dobyjamo

xF=x - /(%) _1/E) (x*—x, ),
f'(x,) 2 f(x,)

ili
F=x, —l&(x *x ).
2 fx,)
pa je trazena formula
(7) x*— n+l < M2 (x*_xn)z'
2m,

Analizirajuci formulu (7) zakljuéujemo da Njutnov iterativni proces brzo
konvergira, ako je pocetna aproksimacija x, izabrana tako da bude ispunjen
uslov

M,

xF-xy|<qg<l.
2my

dakle. ako je pocetna aproksimacija x, izabrana dovoljno blizo ta¢nom resenju
x*. (Naravno, tesko je reci Sta znaci — dovoljno blizo.) Specijalno. ako je
M,/2m <1 i |x*-x,[<10™, onda je |x*-x,, [<107", tj. broj sigurnih
cifara se udvostruc¢uje na svakom koraku. Dakle, ako je |x*—x, |<e. onda je
xF-x, |<e? .

Primer 1. Njutnovom metodom s ta¢noscu € =0.00005 resiti jednacinu

f(:r)zx3—2x—5:0.
Resenje. NapiSimo jednacinu u obliku
X =2x+5

i graficki predstavimo funkcije y=x" 1 y=2x+5 (sl. 13). Jednac¢ina ima
jedno realno reSenje x*e[1.9,2.1]: f(1.9)=-1941<0 1 f(2.1)=0.061>0.
Buduéidaje f'(x)=3x"-2. f"(x)=6x. f"(2.1)=12.6 1 f(2.1)- £"(2.1)> 0,
uzeCemo za pocetnu aproksimaciju x, =2.1. Uzastopne aproksimacije
racunamo koristeci sledecu formulu
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Rezultati racunanja dati su u sledecoj tabeli.

S (x,)
! h, =— -
n 'Yn f(rn) f (xn) n fl(xn)
0 2.10000 0.06100 | 11.23000 —0.00543
| 2.09457 0.00021 | 11.16167 —0.00002
2 2.09455 | —0.00002 | 11.16142 0.00000
3 2.09455

Trazeno priblizno reSenje je x =x; =2.0946. A
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5. MODIFIKACIJE NJUTNOVE METODE

Jedan nedostatak Njutnove metode
fx,)
Yol =% = >
J'(x,)
je Sto se moze desiti da je f'(x,) vrlo malo. pa tada zbog deljenja malim

brojevima dolazi do gubljenja tacnosti. Taj nedostatak se moze otkloniti
sledecom modifikacijom Njutnove metode.

n=0,1. ..

Neka jednacina
(1) f(x)=0
ima izolovano resenje x*e[a.b]. f(a)- f(b)<0. 1 neka je funkcija

f(x)e C*[a,b]. Ako se izvod f'(¥) malo menja na odsecku [a. b]. tada se
modifikacija sastoji u priment iterativne formule

2) %=, L&) o
S '(xg)
Geometrijska mterpretacija ovako v 4
modifikovane Njutnove metode data je
na sl.15. Tangente 7, u tackama

m

B,(x,, f(x,)). n=L12.... zamenjuju se
pravima p,. n=1.2..... koje su para-
lelne tangenti 7, u tacki B,(x,. f(x;)).
.. konstruisan na
ova] nacin konvergira ka ta¢nom
reSenju x* pod pretpostavkom da f'(x)
1 f"(x) ne menjaju znak na odsecku SL 15

[a. b] 1 da je pocetna aproksimacija izabrana tako da je f(x,)- f"(x,)>0. Ova
modifikacija se koristi 1 kada je izracunavanje f'(x) slozenije.

NIZ x5, Xy, s X0 Xy -

Primer 1. Modifikovanom Njutnovom metodom izracunati priblizno
resenje jednacine

flx)=x*-1-¢"=0.

Tacnost £ =107 .
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Resenje. Buduci da je f(-2)=2.865>0 1 f(-1)=-0.368 <0, zakljucu-
jemo da odsecak [-2. —1] sadrzi bar jedno reSenje jednacine. Buducida je f'(x)

konstantnog znaka na odsecku [-2, —1]. to odsecak [-2.—1] sadrzi samo jedno
reSenje  jednaCine. Metodom polovljenja odsecka nalazimo da x¥e
e(—1.125,-1.25). Kako je za x=-125 f-f">0, uzecemo za pocetnu

aproksimaciju x, =—1.25. Redom ra¢unamo:

—1.25 275995
v =125 JELD) 05 03799 55009905 = ~1.15095.
f'(=1.25) ~2.78650
e —_115095_d CL15095) o oigs , 0.0083498
T 278650 T 278650

=-1.15095+0.00500 =—1.14795.

Radi bolje preglednosti rezultate ra¢unanja zapisujemo u obliku sledece tabele.

7 G
. [ —
g wo| @) | e
0 —1.25000 [ 0.2759950 0.09905
1 —1.15095 [ 0.0083498 0.00300
2 —1.14795 [ 0.0005026 0.00018
3 —1.14777 | 0.0000322 0.00001
4 —1.14776 | 0.0000061 0.00000
5 —1.14776

Trazeno priblizno reSenje je x =—1.14776. A
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6. KOMBINOVANA METODA SECICE I TANGENTE

Metodom sefice 1 metodom tangente dobijaju se priblizna resenja
jednacine f(x)=0 koja su s razli¢itih strana ta¢nog resenja. Zbog toga se ove
dve metode mogu primeniti kombinovano 1 na taj nacin imamo novu metodu,
kombinovanu metodu. Proces priblizavanja ta¢nom reSenju je brzi, a ocena
greske je znatno jednostavnija 1 pouzdana.

Neka jednac¢ina f(x)=0 ima izolovano resenje x*e[a,b]. f(a)- f(b)<
< (. Pretpostavimo da postoje izvodi f'(x) 1 f"(x) 1 neka su konstantnog
znaka na segmentu [a, b]. Moguca su sledeca cetiri slucaja: 1) f'(x)>0.
f'"(x)>0: 2) f'(x)<0, f'"(x)<0: 3) f'(x)>0. f"(x)<0: 4) f'(x)<0,
f"(x)>0. Razmotrimo detaljnije prvi slucaj: f'(x)>0. f"(x)>0. Pretpo-
stavimo da je f(a)<0 1 f(b)>0. Ako bismo primenili metodu secice, imali

bismo slucaj prikazan na sl. 17, a ako bismo primenili metod tangente
(Njutnovu metodu), imali bismo slucaj prikazan na sl. 18.

A A
v =0 y=f0~p Y ofw=o y=f
fﬂ(xj =) Q fﬂ(f\') =0 o
X,=d a ¥ : .
0 | 0 | X, | x.=
T I / [0
' ' t, /t |k
1, A,
SL 17 S1. 18

Naizmenicnom primenom metode tangente 1 metode secice, dakle,
primenom iterativnih formula

(1) le?—“’;((;; %, =b. n=0,12...
f(x,) _

2 = — —

(u) Ko = Xy f'[:fm_lj —f{l(ﬁj (x}:+1 En) ,
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dobjjamo  ,.gornji” niz  pribliznih
vrednosti {x } 1 ..donji” niz pribliznih
vrednosti  {x }. Ocigledno. prvo se
primenjuje  metoda tangente (1),
nezavisno od metode secice. Zatim se

primenjuje metoda sefice (2) na
odsecku [x,.x,,,]. Proces priblizavanja

tatnom resenju x* je prikazan na sl. 19.
Tacno resenje

Sl 19 x*e . .clx,.x,]D..Dlx. X ]D[xy. %]
ipritome je f(x,) f(x,)<0.n=0.12...

Dakle. imamo
= . :}: — .
(3) O<x*—x, <X, —x

. =
, 1 0<Xx, —x*<Xx, —x, .

Kombinovana metoda je vrlo pogodna za primenu zbog jednostavne ocene
greske. Proces racunanja se prekida kada se postigne da je
| En - X, | <E.

gde je € >0 unapred zadata greska 1 tada se uzima da je

1 _
=, :;(xn +x,).

i
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7. METODA ITERACIJE

Moze se primetiti da su prethodno razmatrane metode: metoda secice,

Njutnova metoda 1l1 metoda tangente, modifikacije Njutnove metode sledeceg
oblika

X, =F(x,). n=0.12,...
gde je x, pocetna priblizna vrednost. po¢etna aproksimacija tacnog resenja x*
jednacine
fx)=

a funkcyja F(x) u svakom od ovih slucajeva ima odredeni oblik. Tako je:
kod metode secice

F)=x-—29 ) ili Fo)=x-——TD _(x—g):

f(B)-f(x) Sfx) - fla)

kod Njutnove metode

S
F(x)=x eN

kod modifikacija Njutnove metode
F(T)—T——f( 0 i F(x)=x- RACINAC)) @
f'(xo) L[]
Ocigledno. funkcija F(x) je odredena pomocu funkcije f(x) 1ili pomocu
funkcije f(x) 1njenog izvoda f'(x). Jednacine

f()=0 i F(x)= x

su ekvivalentne jednacine. Zbog toga mozemo postaviti sledece, potpuno
prirodno pitanje konstrukcije opste metode ov akvog oblika, dakle, metode ¢1j1
bi prethodne metode bile njeni posebni, specijalni sluc¢ajevi. Takva metoda je
metoda iteracije 11 metoda uzastopnih, sukcesivinih aproksimacija. SuStina
metode se sastoji u sledecem.

Neka je zadata jednacina
(1) f(x)=0.
gde je f(x)e Cla.b] 1 neka odsecak [a.b] sadrzi tacno jedno resenje x*
jednacine (1). ZapiSimo jednacinu (1) u ekvivalentnom obliku
(2) x=F(x).
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Konstruisimo niz iteracija, niz pribliznih vrednosti {x,} reSenja x* koristeci
rekurentnu relaciju
(3) Xpp =F(x,), n=0.12,..
polazeci od pocetne iteracije. pocetne priblizne vrednosti x,€[a.D].
Ocigledno. da bismo izraCunali ¢lan x, niza {x,} dovoljno je poznavati samo

jedan, njemu prethodni ¢lan — kaze se da imamo iterativni proces duzine jedan 1
metodu zovemo metoda proste iteracije, krace, metoda iteracije. Nije tesko
definisati slozenije metode iteracije, metode duzine dva, tri. ... Mi cemo se
baviti samo metodom iteracije duzine jedan. tj. metodom proste iteracije.

Ako niz iteracija konvergira. tj. ako postoji

lim x, =x*,
A—3e=

onda prelaskom na /imes u relaciji (3) dobijamo

limx, , =lmF(x,).
H—seo H—o

odnosno

limx,,, =F(limx,).
H—pen

H—poo
fj.
= F(x¥%).

Sto znaci da je x* reSenje jednacine (2), odnosno (1) 1 moze biti 1zracunato s
proizvoljnom. unapred zadatom ta¢nos¢u pomocu rekurentne formule (3).

Metoda iteracije ima jednostavnu geometrijsku interpretaciju. Konstrui-
simo u istom pravouglom koordinatnom sistemu Oxy grafike funkcija y=x 1

y=F(x) (sl. 20). Tacno resenje x* je apscisa presecne tacke tih grafika.

0 o W B O RS N5 00 S B
' V=F )
B,
A,
{F’ F 3
B, .
2 Fixy
N A,
M - Fx)
] Fc*)| Flx,)
X * 'Tz X 1 x-g .Yb "fb-
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Da bismo utvrdili kada iterativni proces Konvergira, uvescemo pojam
A sazimajuceg preslikavanja, sazimajuce
funkcije ili kontrakcije. Dakle, neka je

v=F(x) / funkcija
/ y=F(x)
bi——= definisana na odsecku [a. b]. Svakoj
>/ tacki xe[a.b] odgovara tacka y na

— 1 A ordinatnoj osi Oy — slika tacke x. Ako je
44 L F(x) neprekidna funkcija na odsecku
0 aa, b, h = [a.b]. onda se na taj nacin dobija

odsecak [a.h ] na ordinatnoj osi Oy —
Sl 23 slika odsecka [a.bh] 1 pr1 tome je a
najmanja a b, najveca vrednost funkcije F(x) (sl. 23)

Ako ordinatnu osu Oy rotiramo za 90° u smeru kazaljke na satu tako da se
ona poklopi s apscisnom osom Ox, odsecak [, b] ¢e se preslikati takode na
istu, apscisnu osu. Ako je [a.h]c[a.b]. onda kazemo da funkcya ili
preslikavanje F(x) preslikava odsecak [a. b] u samog sebe. Tako. na primer,

funkcija y =+/x preslikava odse¢ak {% 4} u njegov deo {% 2.

—

i}Deﬁnicija. Funkcija (preslikavanje) y=F(x). koja odsecak [a, D]
preslikava u samog sebe. je sazZimajuca funkcija i kontrakcija ako postoji broj
g. 0<¢g<1, takav da je za bilo koje dve tacke x' 1 x" odsecka [a. b] tatna
nejednakost

(4) F(x)=F(x")|<g|x'-x"]|.
Primer 1. Funkcija y=+/x. x>0 je sazimajuéa funkcija ili kontrakcija
odsecka [1. 4]. Dokazati.

Resenje. Za proizvoljne vrednosti x' 1 x" odsecka [1.4] je Jx'21 i
Jxr=1 1 zbog toga je
”|

|x'—x x'—x" 1
|F(x)=F(x")| =[x =x"|= < = |x—x"],
NI 1+1 2

Sto znaci da je funkcija y =/x kontrakcija odsecka [1, 4] 1 pri tome je ¢ =§.

Odsecak [1. 4] se preslikava u njegov deo [1. 2]. A

24


Zoran
Note


Teorema 1. Neka je funkcija (2) sazimajuca ili kontrakcija odsecka [a. b],
f]. neka je ispunjen uslov (4). Tada, ako za iterativni proces (3) sve iferacije
x,€la.b]. n=0.1,2. .., onda:

1) nezavisno od izbora pocetne iteracije x,e [a.b] iterativni proces (3)
konvergira. tj. postoji

x*=limux, :
H—3eo

2) grani¢na vrednosti x* je jedinstveno resenje jednacine (2), odnosno (1)
na odsecku [a. b]:
3) vazi ocena greske

Koristi se 1 slede¢a ocena:

*_

Primer 3. Metodom iteracije s tacnos¢u e=10"" izradunati priblizno
resenje jednacine
F(x)=5x"=20x+3=0
koje pripada odsecku [0. 1].
Resenje. Jedna¢imu f(x)=0 treba zapisai u ekvivalentmom obliku
x = F(x). To je moguce u¢miti na bezbroj nacina, na primer:

1) x=x+(5x=20+3), 2) x=5x"—19x+3"

1 3 20x-3
3) x=—(5x"4+3). 4) x=3
3) 2& 3) . ) x=3 5

Koju funkeciju F(x) treba koristiti za izraCunavanje niza iteracija koji
konvergira ka tatnom resenju x*? F(x) treba izabrati tako da na odsecku [a. b]

bude 1spunjen uslov | F'(x)|=¢ <1: tada Ce iterativni proces konvergirati. U
ovom slucaju uzecemo

I <3
F(x)=—(5x"+3).
(x) m( )
Jer je

2:;<L

4

3
—x

max | F'(x)|= max 1

xela, b x=[0,1]

Na taj nacin imamo sledeci iterativni proces

X1 =

L(5:':3 +3). n=0.12....
20
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Note
Tj. tada će sve iteracije biti unutar traženog segmenta (o ovom slučaju [0, 1]).


a za pocetnu iteraciju mocemo uzeti bilo koju vrednost iz segmenta [0, 1]. na

. . 3.1 . L :
primer x, =0.5. Kako je q=1>5. ne vazi kriterjjum poklapanja

uzastopnih iteracija”.

1z uslova
x*F—x, |< 1 X, — X, 1| <E
1-¢
imaino
l-¢
X, =X, | = ¥
q

odnosno

— 5
x —x <2 00:" :0.0001=0.000033... .

pa proces iteracije treba prekinuti kada se postigne da je razlika

dveju

dveju

uzastopnih iteracyja | x, —x, ; |<0.00003 : tada Ce biti postignuta zadata tacnost.

Racunanje je dato u sledecoj tabeli

n X, Xy =F(x,) | [x,—x, |
0 0.50000 0.18125 0.31875

1 0.18125 0.15149 0.02976

2 0.15149 0.15087 0.00062

3 0.15087 0.15086 0.00001

4 0.15086

Trazemo resenje je x*=x, =0.1509. A

26





